FORMÁLNÍ JAZYKY A AUTOMATY I

“ReŽení sady problémū 4.

1. Necht’ A = (K, {a, b}, δ, q_0, F) je kone“cný automat akceptující jazyk L.

Zkonstruujeme nejd“ríve nedeterministický kone“cný automat A^′ akceptující jazyk {a}{a, b}^∗{a}.

A′ = (K′, {a, b}, δ′, 1, F′), p“ri“cem›: K′ = {1, 2, 3}; F′ = {3}; δ^′ : δ^′(1, a) = {2}

δ^′(1, b) = ∅ δ^′(2, a) = {2, 3} δ^′(2, b) = {2} δ^′(3, a) = δ^′(3, b) = ∅ Automat A akceptující jazyk L = L ∩ {a}{a, b}^∗{a} je kartézským sou“cinem automatū A a A′. A = (K, {a, b}, δ, q0, F), p“ri“cem›:

K = K × K′; q0 = (q0, 1);

F = F × F′;

δ : δ((p, s), x) = {(r, t) | r ∈ δ(p, x); t ∈ δ^′(s, x)} pro vŽechna p ∈ K; s ∈ K^′; x ∈ {a, b}.

2. Necht’ G = (N, Σ, P, S) je regulární gramatika, t.j. vŽechna její pravidla jsou tvaru

A −→ xB anebo A −→ x (A, B ∈ N, x ∈ Σ). Proto odvození slova w = x2x1 v gramatice G

je tvaru S =⇒^∗ x_2X =⇒^∗ x_2x_1. Vytvo“ríme gramatiku G^′, která nejprve vygeneruje “cást x_1, a pak “cást x_2.

G′ = (N′, Σ, P′, S′), p“ri“cem› mno›ina neterminálū N′ obsahuje symboly N′ = {A_{i;Y} | A, Y ∈ N; i = 1, 2} ∪ {S′}, (S^′ je nový po“cáte“cní neterminál; neterminál A_{i;Y} zna“cí, ›e odvozování za“calo neterminálem

Y a odvozuje se slovo x_i).

Mno›ina pravidel P^′ = P_0 ∪ P_1 ∪ P_2, kde

P0 = {S′ −→ Y1_{;Y} | Y ∈ N}

(za“cíname simulovat odvození slova x_1 od neterminálu Y)

P1 = {A1_{;Y} −→ aB1_{;Y} | A −→ aB ∈ P} ∪ {A1_{;Y} −→ aS2_{;Y} | A −→ a ∈ P}

(simulace odovození X =⇒^∗ x_1, resp. p“rechod na simulaci S =⇒^∗ x_2X.)

P2 = {A2_{;Y} −→ aB2_{;Y} | A −→ aB ∈ P} ∪ {A2_{;Y} −→ a | A −→ aY ∈ P}

(simulace odovození S =⇒^∗ x_2X, resp. její ukon“cení, kdy› je skute“cn“e mo›né odvodit v G v“etu x_2Y a Y je neterminál, z kterého bylo generováno x_1.

3. NejmenŽí t“rída jazykū, obsahující vŽechny kone“cné jazyky a uzav“rená vzhledem k operacím sjednocení, prūnik a komplement ( v dalŽím ji budeme ozna“covat T ) je vlastní podmno›inou mno›iny regulárních jazykū R.

Inkluze T ⊆ R je dūsledkem uzáv“erových vlastností t“rídy R (konkrétn“e: ka›dý kone“cný jazyk je regulární a t“rída regulárních jazykū je uzav“rena vzhledem k operacím sjednocení, prūniku a komplementu). Existence regulárního jazyka nepat“rícího do t“rídy T je dūsledkem následujícího tvrzení:

T: Necht’ L ∈ T , L ⊆ Σ^∗. Pak bud’ jazyk L je kone“cný, anebo komplement jazyka L, L^c = Σ^∗ − L, je

kone“cný.

Nyní sta“cí uvá›it jazyk {aa}^∗. Jde o nekone“cný regulární jazyk, kterého komplement {a}{aa}^∗ je taky nekone“cný, a podle p“redcházejícího tvrzení T nepat“rí do t“rídy T . Doká›eme platnost tvrzení T. P“ri dūkazu vyjdeme z faktu, ›e ka›dý jazyk L t“rídy T vznikne kone“cným po“ctem operací ∪, ∩,^c z kone“cných jazykū. De^nujeme hloubku jazyka L, hl(L), jako po“cet operací pot“rebných k vytvo“rení jazyka L takto:

hl(L) =

8>
><
>:

0 kdy› L je kone“cný

hl(L1) + hl(L2) + 1 kdy› L je nekone“cný a L = L1 ∪ L2; L1, L2 ∈ T hl(L1) + hl(L2) + 1 kdy› L je nekone“cný a L = L1 ∩ L2; L1, L2 ∈ T hl(L1) + 1 kdy› L je nekone“cný a L = L^c1; L1 ∈ T

Tvrzení doká›eme indukcí vzhledem k hloubce jazyka L.

1^∘ Necht’ L ∈ T a hl(L) = 0. Pak jazyk L je kone“cný a tvrzení platí.

2^∘ P“redpokládejme, ›e tvrzení platí pro vŽechny jazyky hloubky menŽí ne› n; n > 0. Do-

ká›eme jej pro jazyky hloubky n. P“redpokládejme proto, ›e L ∈ T a hl(L) = n. Pak L je nekone“cný a platí jedna z následujících mo›ností:

• L = L1 ∪ L2, p“ri“cem› hl(L1) < n, hl(L2) < n a nutn“e alespo“n jeden z jazykū L1, L2

je nekone“cný. Podle induk“cního p“redpokladu je bud’ L^c_1 nebo L^c_2 kone“cný. Ale

L^c = (L1 ∪ L2)^c = L^c1 ∩ L^c2, a proto komplement jazyka L je kone“cný. • L = L1 ∩ L2, p“ri“cem› hl(L1) < n, hl(L2) < n a nutn“e oba jazyky L1, L2 jsou neko-

ne“cné. Pak ale podle induk“cního p“redpokladu jejich komplementy jsou kone“cné. Ale L^c = (L_1 ∩ L_2)^c = L^c_1 ∪ L^c_2, a proto jazyk L je kone“cný.

• L = L^c1, p“ri“cem› hl(L1) < n a L^c1 je nekone“cný. Pak ale podle induk“cního p“redpo-

kladu je L_1 kone“cný, a tedy i komplement jazyka L je kone“cný.