S
g
$ 2
: g
£
& = :
Z, g Faculty of Informatics
2, &
7 Ky . .
LIPS Masaryk University Brno

Cviceni k predmétum
IB005 Formalni jazyky a automaty a
IB102 Automaty, gramatiky a slozitost

posledni modifikace 12. bfezna 2014

Tato sbirka byla vytvorena z piikladu ke cviceni z pfedmeétu Formdini jazyky a automaty I, které byly puvodné
pripraveny Ivanou Cernou. Na opravé chyb a doplnéni piikladu se podilelo mnoho studentu a cvicici predméti
IB005 a IB102 Jiii Barnat, Vojtéch Rehdk a Jan Strejcek.



Formalni jazyky, regularni gramatiky

1.1 Jsou dédny jazyky Li, Lo nad abecedou {z,y, z}, kde L1 = {zy,y,yz}, Ly = {y, z}. Vypocitejte:
a) L1 @] L2
b) LiN Ly
C) L1 'L27 L2 'Ll
d) LY, L}, L3, L3, L3, L3
)

e) co— Lo

1.2 Vypocitejte:

a) 0%, 0%, {e}*, {e}*
b) 0U{e}, 0n{e}, DNL,{e}NL
c) O-{e},0-L,{e}-{e}, {e} L
1.3 Jsou dané jazyky L1, L2 C {a,b,c,d}*, kde Ly = {a,aa,ba}, Ly = {ba,abec, a,c}.
a) Vypocitejte L U Lo.
b) Vypocitejte L1 N Lo.
c¢) Vypocitejte Ly - Lo.
d) Rozhodnéte, zda plati Ly - Ly = Lo - L.
e) Najdéte slovo w € Ly - Ly N Ly - Ly.
)

f) Rozhodnéte, zda plati Ly C L;-Lo. Pokud ano, plati tvrzeni pro libovolnou dvojici jazyku Ly, Lo ?

Pro pokrocilé: plati e € Ly <= L1 C Ly - Ly?
g) Rozhodnéte, zda plati

e aabaabc € L}
e baaabc € L§
e ababc € L3

h) Popiste co — Ly (komplement jazyka Ls).
1.4 Bud L libovolny jazyk, rozhodnéte zda plati:
a) pro Vi € N plat{ L = {w® | w € L}
b) pro Vi € N plati w € L* = |w| =i
c¢) najdéte jazyk, pro ktery oba vyse uvedené vztahy plati

1.5 Porovnejte (slovné popiste) jazyky a rozhodnéte zda Ly = Ly

Ly =A{x,y,z}"

Ly = {zyz}

Lz ={a}*-{y}"-{z}"
Ly=({a}* - {y} - {z}")"
Ls = ({z,y}* U {z})”



o Lg= {Z‘,y,Z}* ' {l‘} ' {xay7z}*

1.6 Porovnejte (slovné popiste) jazyky a rozhodnéte zda Ly = Ls
o Ly ={z,y,2}"

Ly = {z,y,2}"

Lz =A{x}" - {y}-{z}"

Ly={z}* {y}? {z}

Ls = ({z}* - {y} - {z}")"

Le¢ = {I,y,Z}* ' {J}} ' {xayaz}*

1.7 Pomoci jazyka L; = {a}, Ly = {b} nad abecedou {a, b} a mnozinovych operaci sjednoceni (U), pruniku
(N), konkatenace (-), iterace (*,%) a dopliku (co— ) vyjddiete jazyk, obsahujici vSechna slova, ktera

obsahuji alespon 2 znaky a

b) maji sudou délku

c¢) zac¢inaji znakem a a koné¢i znakem b

e) obsahuji podslovo aba

)
)
)
d) zacinaji a konéf stejnym znakem
)
f) spliuji b) a c)

)

g) nesplnujf b)

1.8 Pro libovolné jazyky L1, Lo, L3 dokazte, zda plati, nebo neplati:
) L1 C L1 . L2

b (Ll U Lg) L3 = (Ll )

) U (Lz - Ls)
¢) (LyNLy)-Ly=(Ly-L3)N(Ls-Lj)
d) pro Vi € N plat{ L} - L = (L; - Ly)*
)
) L

[§ L*UL*—(L1UL2)

f =L
g) (L1 U Lz)* = (Li - L2~ (L1)")"

1.9 Jaky jazyk generuje gramatika G a jakého je typu?

a) G=({S,4,B,C}{a,b,c,d},P,S), kde
P={S — aSb | cAd,
cA — aB | Ca,
Bd — Sb | A
Cad — ab | ¢}
b) = ({S,A},{b,c,a},P,S), kde
={S — bS | ¢S | a4,
A —= aA | VA | cA | a]|b| c}

1.10 Jaky jazyk generuje nédsledujici gramatika? Diskutujte vhodné oznaceni neterminélu (Soo, So1,S10,511)-

{S, A, B,C}{a,b},P,S), kde
S — aA | BB | e

A — aS | bC,

B — aC | bS,

— aB | bA}

= (
{

Q

1.11 Navrhnéte regularni gramatiky pro nésledujici jazyky:
a) L ={a,b,c,d}*



b) L = {a,b,c,d}{a,b,c,d}*;i=2,10,100

c) L={w|we {a,b}*, |wl >3}

d) L={w]|w e {a,b}*,|w| =3k, k> 0}

) L={w]|w e {a,b,c}*, w obsahuje podslovo abb}

f) L={w - wl|we {a,b}*}

g) L={w|w e {a,b,c}*, prvni 3 znaky w = posledni 3 znaky w}
h) L={w|w € {a,b,c}*,w neobsahuje podslovo abb}

@

i) L={w|w e {a,b,c}*, #.(w) =2k, #p(w) =31+ 1, k,1 > 0}
j) L={w|we{0,1,...,9}*, w je zdpis pfir. &isla délitelného 5}
k) L={w]|we{0,1,...,9}*, w je zépis piir. ¢isla délitelného 3}
) L={w|we{0,1,...,9}*, w je zdpis pfir. ¢isla délitelného 25}



Deterministické konecné automaty,
pumping lemma

2.1 Je ddn nésledujici koneény automat: A = ({qo,q1, 92,93}, {a,b},0,q0,{qs})

d(qo,a) = q1 9(qo,b) = @2
§(qr,a) =qs  0(q1,b) =q
0(gza) =q2  6(q2,b) = q2
d(g3,a) = q1 6(q3,b) = g2

a) Uved'te jinou formu zdpisu automatu.
b) Popiste jazyk akceptovany koneénym automatem A.

¢) Diskutujte variantu koneéného automatu, kde F = {q¢3,¢2}; d(q3,a) = qo

2.2 Konstruujte deterministické FA, které rozpoznavaji nasledujici mnoziny
{a,b,c}® - {a,b,c}*
{w | w e {a}*; |w| = 2k nebo |w| ="7I; k,1 > 0}
{w | w € {a,b}*; #4.(w) =3k;k > 0}
{w | w € {a,b}*; w obsahuje podslovo abbab}
{w | w € {a,b}*; w obsahuje podslovo ababb}
{w | w € {a,b}*; w neobsahuje podslovo abbab}
{a, b} ({c,d} U ({d} - {a, b} - {c})) - {a,b}"
({a} U{b} - ({a} - {b}" - {a}) - {b})"
2.3 Konstruujte deterministické FA pro nésledujici jazyk nad abecedou {a,b, c,d}
a) L ={a,b}* - {c} - {aa,b}" - {d}*
b) L ={w | w € {a,b,c}*, w neobsahuje slovo babb}
) L={a,b}* ({ed}* - {d} -{a,0}* - {c}) - {a,0}"

2.4 Pomoci mnozin {a}, {b},{c},{d} a mnozinovych operaci sjednoceni (U), priniku (N), konkatenace (-),
iterace (*,%) a dopliiku (co—) vyjddfete jazyk akceptovany automatem:

a
b
c
d
e
f

g
h

L e — e T O




2.5 Co akceptuje ndsledujici automat? (#,(w) = ) je $patna odpoved)

2.6 Pomoci véty o vkladani dokazte, ze jazyk L neni regularni:
a) L={a't|j>i>1}
b) L= {w|we {a,b}"; #a(w) = #(w)}
¢) L={w-wf|we {a,b}*}
d) L ={a"|n=2%i>0}
e) L={a'V|i# j;i,j >0}
f) L = {a"™’|n >0}
g) L={calb*|j <k; i jkeN}

2.7 Pro pokrocilé: Zkonstruujte konecny automat A rozpoznévajici jazyk L = {a}*-{b}. Dokazte, Ze automat
rozpoznavé zadany jazyk, tedy ze L(A) = L.

2.8 Konstruujte deterministické FA pro v8echny reguldrni jazyky piikladu 1.11.



Minimalizace DFA, nedeterministické
FA, (Myhill-)Nerodova véta

3.1 Pro nasledujici kone¢né automaty zadané tabulkou:

e overte, ze vSechny stavy jsou dosazitelné
e zkonstruujte minimalni automat

e minimdalni automat zapiste v kanonickém tvaru

2) a b b) a | b

— 1] 2 3 ~1] 3 |2

215 2 216 |4

3| 3 5 313 1|5

— 4|12 2 —4 | 4 |2

—~5| 7 8 5110 | 8

6| 4 9 6| 6 |7

7112 | 11 —~T71 7|5

8| 4 6 —~ 8| 8 |2

9110 8 —~9 |11 |2

~— 10| 3 2 10 110 | 9

«— 11|12 | 6 «~— 11 |11 |5
12 3 | 10

3.2 Odstrafite nedosazitelné stavy z DFA zadaného tabulkou vlevo a minimalizujte ho a pievedte do kano-
nického tvaru. Poté ovérte, zda je vysledny automat ekvivalentni s automatem zadanym tabulkou vpravo.

2) alb alb
—1|5|2 —114|2
21218 21215
3127 3136
41914 41412
51211 «~5151|3
6|12|5 ~—6|6]2
—~ 71816
81214
91819




a b a | b

1] 3 1 A|B|A

—29 4 «~B|C|A

3] - |1 C|D|E

—~419 | 4 D|D|D

5| 8 | 5 —E|A|E
6|5 | 4
~7| 6 9
8|11 | —
91 719
1012 3
11 | 8 1
12 10

3.3 Oveite, zda DFA z piikladu 3.1 a) je ekvivalentni s nésledujicim DFA zadanym tabulkou

a | b
A|A|C
—B|D|A
«~C|DJ|A
D|C|D

3.4 Navrhnéte nedeterministické kone¢né automaty pro nésledujici jazyky:

a) L ={w € {a,b,c,d}* | w obsahuje podslovo abbc nebo bba nebo aba}
b) L ={w € {a,b,c}* | w obsahuje podslovo abbc nebo acbca nebo becabb}
L ={w e {a,b,c,d}* | w kondi fetézcem aaaa}

)
)
)
d) L ={w € {0,1}* | w m& étvrty symbol od konce 1}
)
)

o

@

L ={w e {0,1}* | w koné&{ retézcem 01011}
f) L= ({0} {1 u{o}*- {1} -{0}))"
g) L= (({0}-{0}-{0}")u ({1} {1} -{1}"))"

3.5 K danym nedeterministickym FA zkonstrujte deterministické FA.

2) a b c b) a b c
=11 {2,3} | {34} | {1} — 1| {12} | {1} | {1}
— 2 {3} {4} {2} — 2 [ {3t 0
3 {1,2,3} | {1} | {34} 3 0 0 | {4}
4 {1} {1} | {34} 4| {5} 0 0
5 [ {6} 0
6| {7} 0 0
«~7 0 0 0
3.6 Popiste jazyk akceptovany automatem:
a,b
a,b b

3.7 Kolik ruznych jazyku rozhoduji automaty s jednim nebo se dvéma stavy nad abecedou {z} nebo {z,y}?

3.8 Dokazte, ze neexistuje automat se 4 stavy, ktery akceptuje jazyk:

a) L={w|w e {a,b}*, |w| > 4}



3.9

3.10

3.11

3.12

3.13

b) L ={w|w e {a,b}", |w| =5k k € No}

Najdéte a formdlné popiste alespon dvé relace ~ C {a,b}* x {a,b}* spliiujici podminky Nerodovy véty
pro jazyk
L ={w|w € {a,b}", w obsahuje podslovo abb}.

Urcete indexy téchto relaci.

Pomoci Nerodovy véty a posléze pomoci Myhill-Nerodovy véty dokazte, ze neni regulérni:
a) L={a"|n=2%i>0}
b) L={a"b™ |n<m<2n, n,m >0}
¢) L ={wwf|we{a,b}T}
d) L={a’V’|i # j; i,j > 0}
Pomoci MN véty dokazte, ze je regularni:
o L ={we{a,b}*|#4(w)=3k, k>0}

Kazdy jazyk jednoznacné urcuje relaci ~p pfedpisem u ~jy v pravé kdyz pro kazdé w plati vw € L <
vw € L. Uréete index této relace pro jazyky:

a) L ={a}"-{b}" - {c}"

b) L ={a"b"c" | n > 0}
Necht ¥ = {a,b}. Uvazte nésledujici relace na mnoziné ¥*:

a) u~v <<= F#o(u) mod4=#,.(v) mod4

b) u~v <= #,(u) mod4 = #,(v) mod 4 nebo u i v konéi na stejné pismeno

) u~v <= F#4(u)mod4=#,(v) mod4auiv koné na stejné pismeno
(Prazdné slovo koné{ na stejné pismeno jako prézdné slovo, ale zddné neprazdné slovo na stejné pismeno
nekonéi.) U kazdé relace urcete, zda je to ekvivalence. Pokud ano, urcete jeji index a zda je pravou

kongruenci. Pokud ano, naleznéte jazyk L takovy, ze ~; = ~. Nakonec naleznéte jazyk L', ktery je
sjednocenim nékterych tiid rozkladu ¥*/ ~, ale pfitom ~p, # ~.



Regularni gramatiky a vyrazy < FA,
e-kroky, Kleeneho véta

4.1 Zkonstruujte ekvivalentni koneény automat k nasledujici gramatice:

G = ({S,A,C,B}{a,b,c},P,S), kde
P={S = ad | bC | a | e
A = bB | adA | b | ¢
B — aB | bC | aC | cA | ¢
C - a | b | aAd | B}

4.2 Zkonstruujte ekvivalentni koneény automat k nésledujici gramatice:

G=({SX,Y,Z}{a,b,c},P,S), kde
P={S — aX | bY | ¢

X — bX | bS,

Y — bS | cZ,

Z —aS |b | c}

4.3 Zkonstruujte ekvivalentni gramatiku k automatu:




4.7 K danému automatu s e-kroky zkonstruujte ekvivalentni automat bez e-kroki.

a b c €
—1[{12}] 0 0 {2}
2 {5y | {35} | 0 0
3] 0 {6} 0 0
A0 {4} 0 | {15}
5] {5 | 0 | {3} | {6}
—~6| 0 0 | {36} {2}

4.8 K danému regularnimu vyrazu zkonstruujte ekvivalentni FA
a) (ab)*(aa + bb)(a + ab)*
b) ((a+bla+c))" + (b+¢c))”
) (((a+0)"+¢c)" +d)*

4.9 K danému FA zkonstruujte ekvivalentni regularni vyraz

4.11 Pomoci reguldrnich vyrazu popiste nasl. jazyky:

) L ={w € {a,b}* | w koné&i na ab}

b) L ={w € {a,b}* | #4(w) =2k, k > 0}

¢) L ={w € {a,b}* | w zac¢ind a konéf stejnym symbolem }
d) L={w e {a,b}* | |w| =2k, k >0}

a

4.12 Ukazte, jaky je vztah mezi tiidou reguldrnich jazyku R a nejmensi tiidou
a) M, kterd obsahuje vSechny koneéné jazyky a je uzaviena vzhledem k sjednoceni, zietézeni a
pruniku (U, -, N).

b) My, kterd obsahuje vSechny konetné jazyky a je uzaviend vzhledem k sjednoceni, pruniku a
komplementu (U, N, co— ).

c) Ms, kterd obsahuje vSechny konetné jazyky a je uzaviend vzhledem k sjednoceni, priuniku a
mocniné (U, N,").

10



Uzaveérové vlastnosti R

5.1 Rozhodnéte, zda plati: jsou-li jazyky L1, Lo, L3, . .. regularni, pak i jazyk

Ut
i=1

je regularni jazyk.

5.2 Najdéte takovou posloupnost reguldrnich jazyku L, Lo, L3, . .. aby jazyk

N
i=1

nebyl reguldrni.

5.3 Necht L1, L, jsou nereguldrn{ jazyky nad abecedou {a, b}. DokaZte nebo vyvratte, zda je ¢ nenf reguldrni:
a) L1 N Ly

) L1 ULy

) Ly~ Lo

) Ly - Lo

)

)

=

C

o,

@

L

co—1L4

f
5.4 Necht L je regularni a Li N Ly je neregularni jazyk. Plati, Ze jazyk Lo je nutné nereguldrni?
5.5 Plati nasledujici implikace?

a
b

) L; je reguldrni, Lo je nereguldrni = L; N Lo je nereguldrni
)
c) L1 je reguldrni, Ly je nereguldrni = Ly \ Lo je nereguldrni
)
)
)

Ly je regularni, Ly je neregularni = Ly N Ly je regularni

d

e

L1 je regulérni, Ly je neregularni = L1 \ Lo je regularni
L1 je regulérni, Ly je neregularni = Ly \ Lq je neregularni
f) Ly je regularni, Lo je nereguldrni = Lo \ L; je regularni

5.6 Def: operace @ rozsifeného sjednoceni dvou jazyku takto:

Li® Ly = {U”U | u,v € (Ll ULQ)}

Dokazte, ze jestlize jsou jazyky Li a Lo regularni, pak i jazyk Ly ® Lo je regularni. Dale najdéte dva
takové neregularni jazyky Li a Lo, aby jazyk L1 ® Lo byl regularni.

5.7 Necht L je reguldrni jazyk. Dokazte, ze jazyky L# jsou regularni:

a) L# = {v | existuje u takové, ze u.v € L}

b) L# = {w | existuje z,y, z takové, ze y € L a w = zyz}

11



5.8 Dokazte, ze pro libovolny jazyk L a libovolny koneény jazyk K plati:

a) L je regulérni < LU K je reguldrn{
b) L jereguldrni <= L \ K je reguldrn{

5.9 Def: Homomorfismus h : ¥* — A* je dany predpisem:

h(e) =e
h(u.v) = h(u).h(v) pro viechny u,v € X*

Def: Necht L je jazyk, pak h(L) = {w | w = h(u), kde u € L}
Def: Inverzni Homomorfismus:

h(abb) = 01011011

h=1(0101011) = {aab}

h=1(0010) = 0

e pokud navic h(c) = e pak h=1(01011) = L(c*ac*bc*)

Ukazte, ze R je uzaviena na h, h~!.

5.10 Necht je ddna abeceda {a,b,c} a homomorfismus h; h(a) = ac, h(b) = cb, h(c) = ca. Urcete:
o h(aabc), h(cbaa)
o h™Y(cccaaceh), h=(accha)
e h(L),L = {a™b"c" | n >0}

5.11 Necht je ddna abeceda {a,b,c} a homomorfismus h; h(a) = aa, h(b) = ba, h(c) = a. Urcete:
e h~!(aabaaabaa)

o h(L),L ={w e {a*,b*} | #a(w) = #p(w)}
o (L), L ={we {a*}||w| =2k, k€ N}

5.12 Dokazte nebo vyvrafte

o W(Li- L) = h(Ly) - h(Ls)

o h(LyULy) = h(L1) Uh(Ls)

o h((Ly - Lo)") = h(LT) - h(LF)
(L1 N Ly) = h(Ly) N h(Ls)
(

(

_1(L1 . LQ) = h_l(Ll) . h_l(Lz)
( YL Uh™Y(L2)
(

12



Bezkontextové gramatiky

6.1 Co generuji tyto gramatiky?

a) G=({S,B,A}{a,b},P,S), kde
P={S — aB | bA | e,
A — aS | bAA,
B — bS | aBB}
b) G = ({S,A},{a,b},P,S), kde
P={S — aAS | aq,
A — ba | Sba}

6.2 Pro nasledujici gramatiku

G = ({S, A, B},{a,b},P,S), kde
P={S — AaB | BaA,
A — AB | a,
B —- BB | b}
a) najdéte derivacni strom s vysledkem bbbbaa
b) je tento strom urceny jednoznacné?
c) kolik ruznych nejlevéjsich odvozeni mé slovo bbbbaa
d) je gramatika jednozna¢n4d?

e) je jazyk L(G) jednoznacny?
6.3 Jaké maji charakteristikcé vlastnosti derivaéni stromy pro regularni gramatiky?
6.4 Obsahuje mnozina jednozna¢nych CFL v8echny reguldrni jazyky?

6.5 Odpovézte zda pro

G = ({S},{a},P,S), kde
P={S — SSS | a}

a) je gramatika jednoznacnd?

b) je jazyk L(G) jednoznaény?
6.6 Navrhnéte jednoznacnou gramatiku generujici jazyk L = {ww® | w € {a,b}*} U {a* | k > 1}.
6.7 Navrhnéte gramatiku pro jazyk L = {a’b/c* | i,j,k > 1,i = j nebo j # k}, je gramatika jednoznacna?

6.8 Najdéte ekvivalentni redukovanou gramatiku k této gramatice:
G=({S,AB,C,E,F,D}{a,b,c},P,S), kde

P={S — aA | bB,
A — aAB | aa | AC | AE,
B — bBA | bb | CB | BF,
C — DE,
D — cc | DD,
E — FF | FE,
F — EcE}

13



6.9 Najdéte bezkontextovou gramatiku, na niz lze ukézat, ze opacéné poradi aplikace odstranéni nenor-
movanych neterminalu a odstranéni nedosazitelnych symbolu vede k neredukované gramatice.

6.10 Je jazyk generovany gramatikou G bezkontextovy?

G=({ST}{z,y},P,S), kde
P={S — aT,

T — Sz,

xTx — y}

6.11 Navrhnéte bezkontextové gramatiky pro jazyky:
a) L= {ww?|w e {a,b,c}*}
b) L= {w]|wé€ {a,b,c}*,w=wl}
) L ={a®"2p> | n > 2}
d) L= {a"b"b™ et | n>0,m > 1}
)
)
)
)

o

L= {a™b"c™d" | n,m > 0}

f) L= {uxv|u,z,v € {a,b,c}*,uv = (w)f x = ca®?"c,n > 0}
g) L={w|we{a,b}*, #q.(w) > #p(w)}

h) L=A{w|w e {a,b}*, #.(w) = 2% #4(w)}

e
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Normalni formy CFG,
pro CFL

7.1 Odstrante e-pravidla:
G=({S,A,B,C,D}{b,c,a},PS), kde
P={S — ABC,

A — AbA | BC,
B — bB | b | ¢BbAa | e,
C — ¢D | ¢ | Ab | e,
D — SSS | b}

7.2 Odstrante e-pravidla:
G=({S,A,B,C,D}{b,c},P,S), kde
rP={S — ABC,

A — Ab | BC,

B — bB | b | Ab | e,
C — ¢D | ¢ | Ac | e,
D — SSS | ¢SAc}

7.3 Odstrante e-pravidla:
G=({SX,Y,Z}{1,0},P,S), kde
P={S - 1X |Yl | XZ

X - 0YZl | S1X | Y,
Y > 1 | X1 | e
Z — 587 | 0 | €}

7.4 Vyznam konstrukce mnozin N, na piikladu
G=({A,B,C}{a,b,c},P, A), kde
P={A —- BC | a | &,

B — aB | ACC | b,
C = cC | AA | ¢}

Odstrarite jednoduché pravidla. Diskuse o vyznamu N 4.
G=({SX,Y,A, D,B,C}{b,a},P,95), kde

7.5

P={S = X |V,
A — bS | D,
D — ba,
B — Sa | a,
X — aAS | C,
C — aD | S,
Y — SBb}

7.6 Preved'te do Chomského norméln{ formy

G = ({S,4,B}{a,b},P,S), kde

P={S — S5aSbS | aAa | bBY,
A — dA | aca | B
B — Bb | o6 | b}

| &
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7.7 Pfeved'te do Chomského norméln{ formy
G=({S,H,L},{0,1},P,S), kde
P={S — 0H1 | 1L0 | e,

H — HH | 0H1 | LH | e,
L — LL | 1LO | HL | ¢}

7.8 Navrhnéte gramatiku v CNF:

a) L= {a?b*cI |i>1,7>0}
b) L = {wwf | w e {a,b}*}

7.9 Necht G je gramatika v CNF. Necht w € L(G), |w| = n. Jakd je minimaln{ a maximéln{ délka odvozen{
slova w v G?

7.10 Odstrarite levou rekurzi a transformujte do GNF
G = ({S, A, B}{a,b},P,S), kde
P={S — Aa | Bb | aaA | SaA | SbB,
A — AAb | ab | SBb,
B — Bbb | BBB | bAb}

7.11 Odstrante levou rekurzi a transformujte do GNF
G = ({S,A,B},{1,0},P,S), kde
P={S —- A1 |0 | 1B,
A — BSO | 10 | SBO,
B — 0B | B1B | S0}

7.12 Odstrante levou rekurzi a transformujte do GNF
G=({S X,Y}{cdba},P>S), kde

P={S — Xc | Yd]| Yb
X — Xb | a,
Y — SaS}

7.13 Odstrante levou rekurzi a transformujte do GNF
G =({5,T},4t,s},P,S), kde
P={S —- TTt | Tt | TS | s,
T — SsT | TsT | t}
7.14 Transformujte do Greibachové NT. Vyslednou gramatiku pievedte do 3GNF.

G = ({A,B,C,D}{a,b},P, A), kde
P={A — BC,

B — CD | AB,

C — Aa | b,

D —- bA | DD}

7.15 Dokazte, ze nésledujici jazyky nejsou bezkontextové

a) L ={wcw | w € {a,b}*}
b) L= {a"b"c" |n>1}
¢) L={a"b™c"d™ | n,m > 1}
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Zasobnikové automaty

8.1 Dany ZA A= ({QO7Q1aQ2aQB>Q4}a {a7bac7 d}7 {Z7 A}7§a quZa {Q4})

5(q07a Z) {(quAZ)} 6(Q07aaA) = {(QOvAA)}
5(q0, b, A) = {(q1,€)} 6(q1,0,A) = {(q1,¢)}
8(q1,e,4) = {(q2, A), (g3, A)} 8(q2,¢, A) = {(q2,€)}
6(gs, d, A) = {(g3,€)} 6(g2,¢,2) = {(qa, 2)}
6( g3, ¢, Z) {(Q47Z)}

e Nacrtnéte stavovy diagram ZA A.
e Naznacte 4 rizné vypocty na vstupu a*b?c (staci na obrazku).
e Popiste jazyk L(A).

8.2 Je dany ZA A= ({QO7Q1;Q2aQB>Q4}a {a7bac7 d}7 {X7K Z}76> q0, Z7 {Q27Q4}), kde

5(q07a Z) {(quX)} 6(Q07aaX):{(qO,XX)v(qlaYX)}
8(q1,a,Y) ={(q1, YY)} 5(q1,0,Y) ={(q2,€)}
0(g2,b,Y) = {(q275)} 6(q2vc7 X) = {(q375)}
6(gs, ¢, X) = {(gs,€)} 6(g3,d, X) = {(qs,2)}

a) Popiste jazyk akceptovany automatem, pokud F = {g2}.
b) Popiste jazyk akceptovany automatem s puvodnim F, tj. F = {g2,q4}.
8.3 Konstruujte ZA (akceptujici koncovym stavem nebo prazdnym zdsobnikem) pro jazyky:
={a'V |i#j, i,j >0}
b) L={w]|w e {a,b}*; w=wt}
L ={a®>"b*" | n>1}
d) L = {a3n+2b2n 1 |’fl > 1}

) L
)
)
)
) L={w]w e {a,bc};#a(w) = #p(w)}
)
)
)
i) L
j)

a

C

@

£) L= {uw|we {ab el #d(w) £ #w)
g) L={d"V |1<j<k<2j}

h) L = {a"tT™p"PcPT | m p,n > 1}
={a'b |i,j > 1}y U {a*bFec™ | k,m > 1}
j) L = {a*ba*2b. .. ba*r

1

(¢=1,...,r; existuje p,s : p # s, kp, = ks)}

8.4 Dany ZA A= ({q0,q1},{a,b},{Z, A},0,q0,Z,{q1}) akeceptujici koncovym stavem transformujte na ekvi-
valentni automat akceptujici prazdnym zasobnikem. Urcete L(A).

5((]07047 Z) = {(quAZ)}
6((]0,&,14) = {(QO,AA)}
6(q07b7A) = {(Q1a€)}
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8.5 Dany ZA A = ({¢},{(,)},{Z, L, P},6,q,Z,0) akceptujici prdzdnym zdsobnikem transformujte na ekvi-
valentni automat akceptujici koncovym stavem. Urcete L(A).

3¢, 2) ={(q, L)}
6(¢, (L) ={(q, LL)}
8(g,), L) ={(g,e)}

8.6 Pro danou G navrhnéte (rozsifeny) ZA, ktery provadi syntaktickou analyzu:

a) shora dolu,

b) zdola nahoru.

V obou piipadech provedte analyzu slova abababaa.
G = ({S, A, B}{a,b},P,S), kde
P={S — ¢ | abSA,

A — AaB | aB | a,

B — aSS | bA }

8.7 Rozsifeny zasobnikovy automat, ktery vznikl metodou syntaktické analyzy zdola nahoru z gramatiky z
pifkladu 8.6 preved'te na standardni zdsobnikovy automat.

8.8 Dany ZA A = ({q0,q1,92},{a,b,c},{A, B,C},08,qo, A,D}) akceptujici prazdnym zasobnikem transformu-
jte na ekvivalentni bezkontextovou gramatiku.

5(q07a7A) = {(qlvB)} 6((11707 A) = {(q27€)} (S(QQ,E,B) = {(q275)}
5((]0,[)7 A) = {(thB)} 6(q17a?B) = {(quABC)} 6((]2,5;0) = {<qoaA)}
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Uzavérové vlastnosti CFL

9.1 O kazdé z nasledujicich implikaci rozhodnéte zda je pravdiva

a) Ly, Lo bezkontextové = L1 U Lo je kontextovy

b

)

) Ly bezkontextovy A Lj N Ly neni bezkontextovy = Lo neni bezkontextovy
¢) Ly reguldrni A Lo bezkontextovy = co — (L1 N Lo) bezkontextovy

)

d) L; koneény A Lo bezkontextovy = co — (L1 N L) bezkontextovy

9.2 Jsou dané jazyky
L = {ww?® | w € {a,b}*}
R=L((a*b*a)* +a¥)
Navrhnéte ZA pro jazyk LN R

5L(q071' Z) {(q()va)} Vr € {a’b} 5R(p0>a) = DPo
0r(q0,7,y) = {(qo,2y)}  Va,y € {a,b} or(po,b) = p1
(qO ) {(ql’x)} Vz € {a’ b, Z} 6R<p17b) =D1

5L(Q179€ r) ={(q1,6)}  Vx € {a,b} dr(p1,a) = po

or(q1,6,2) = {(q2,2)}

Fr, ={q} Fr={po}

9.3 Je ddna bezkontextova gramatika

= ({S}.{a,b},P,S), kde
P={8 — aS | Sb | a}

a) Ma tato gramatika vlastnost sebevlozeni?

Je jazyk generovany gramatikou regularni?

)
b) M4 jazyk generovany gramatikou vlastnost sebevlozeni?
¢)

)

d) Jaky je vztah mezi vlastnosti sebevlozeni a regularitou?

9.4 Je dédn bezkontextovy jazyk L, L C {a,b}*
Zkonstruujeme novy jazyk L; takto:

a) Ly ={x | Jy € {a,b}*; zy € L}
b) Ly ={z | Jy € {a,b}*; yz € L}

Dokazte, ze L je taky bezkontextovy.
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Konstrukce Turingovych stroju

10.1 Navrhnéte determinsticky jednopdskovy Turinguv stroj rozhodujici jazyk L = {a™b™c"d™ | m,n > 1}

10.2 Navrhnéte deterministicky jednopéskovy TS se vstupni abecedou {0,1} a takovy, Ze vypocty na slovech
tvaru 0*1* jsou akceptujici a vypocéty na ostatnich slovech jsou nekonec¢né.

10.3 Navrhnéte 3-paskovy (vstupni + 2 pracovnf péasky) TS pro jazyk L = {w € {a,b}* | #.(w) = #p(w)}
10.4 Navrhnéte TS (determ. nebo nedeterm.) TS pro jazyk:
a) L={a't/c* | k=ij,i,jecN}
b) L ={ww|w € {a,b}*}
c) L ={a? | p neni prvoéislo }
)

d) L ={a"w|we{0,1}*, w je bindrn{ zdpis ¢isla n}
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Vztah TS a gramatik typu 0, uzavérové
vlastnosti

11.1 Objsanéte rozdil mezi pojmy TS akceptuje a TS rozhoduje.

11.2 Je dany DTS T (resp. jeho ¢dst). Podle algoritmu ze skript navrhnéte k nému ekvivalentni gramatiku:

o(g;>)=(¢,>, R)  d(q,a) = (p, A, R)
6(p,b) =(g,a,L)  4(q,1) = (p, A, R)
(5(]), U) = (Q7 a, L) 6(% CL) = (Qacceptv A’ R)

Kde > je leva koncové znacka, U oznacuje prazdné policko, stavy jsou {p, ¢, Gaccept }» ¢ je POCatecni stav,
vstupni abeceda je {a,b} a paskovd abeceda odpovidd mnoziné {r>,1, A, a, b}.

11.3 O kazdé z nasledujicich implikaci rozhodnéte, zda je pravdiva.

a
b

R je regulérni, L je rekurzivné spocetny = R N L je regularni
L je rekurzivni = co-L je rekurzivni
c) L je rekurzivni = L* je rekurzivni

e) L neni rekurzivni = co—L neni rekurzivni

f
g

)
)
)
d) L je kontextovy = co-L je rekurzivni
)
) L neni rekurzivnf a R je rekurzivn{ = L \ R neni rekurzivn{
)

L neni rekurzivni, R je rekurzivni a R C L = L ~ R neni rekurzivni

11.4 Navrhnéte gramatiky pro nasledujici jazyky:

o {wlwe{ab e}, #a(w) = #p(w) = #c(w)}
e {ww|w € {a,b,c}*}
o {a"b"c" | n >0}

e {a™ | n je mocnina 2}

11.5 Ukazte, ze jazyk L = {w | w je kéd dvojice (4, v) takové, ze TS A zastavi sviij vypocet nad slovem v} je
jazyk typu 0 dle Chomského hierarchie.

11.6 Existuje jazyk, ktery nenf ani jazykem typu 0 dle Chomského hierarchie?
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Redukce

12.1 Rozhodnéte, zda plati nasledujici implikace. Své rozhodnuti zduvodnéte.

A<, B= cw-A<, co-B
A <,, B a B je regularni = A je regularni

a
b
¢

d

e

A je rekurzivné spocetnd a co—A <,, A = A je rekurzivni
A je rekurzivné spocetnd a A <,,, co—A = A je rekurzivni

)
)
)
)
) A<, Ba A jerekurzivni = B je rekurzivni
f) A je rekurzivné spocetnd = A <,,, HALT
12.2 Je dén jazyk A = {(M) | vypocet TS M na slové ¢ je konecny}.
Dokazte, ze A neni rekurzivni. (Ndvod: najdéte redukei problému zastaveni na A)
Je jazyk A rekurzivné spocetny?
Je komplement jazyka A rekurzivné spocetny?

12.3 Nalezne‘e reSenl’ nésledu'iciho POS(}O\/a’ SyStému:
{ aaq ab b aoa }

12.4 Ukazte, ze Postuv korespondenén{ problém je nerozhodnutelny, i kdyz se omezime na abecedu {0, 1}.
12.5 Ukazte, ze problém ekvivalence dvou Turingovych stroju
EQ = {{Mi, M) | M1 a Ms jsou Turingovy stroje a L(M;) = L(Ma)}

je nerozhodnutelny.
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Slozitost

13.1 Rozhodnéte, které z nasledujicich vztahu plati. Odpovédi zduvodnéte.
a) 2n € O(n)

b) n? € O(n)
c) nlogyn € O(n?)
d) nlogyn € O(n)
e) 3" €20
f) 3n? +4n+17€ O(n? —n+1)
g) (2n)! € O(nt?)

13.2 Rozhodnéte, zda plati néasledujici vztah. Odpovéd zdivodnéte.

9(n) € O(f(n)) = [f(n) € olg(n))

13.3 Dokazte, ze tiida P je uzaviend na operace sjednoceni, komplement a zietézeni. Rozhodnéte, na které
z téchto operaci je uzaviena tiida NP. Odpovéd zduvodnéte.

13.4 TFida coNP je definovéna jako coNP = {co—L | L € NP}. Rozhodnéte, které z ndsledujicich tvrzeni plati.
Odpovedi zduvodnéte.

a) coNP = co—NP
b) Ly,Ly € coNP = LN Ly € coNP
c) L1 e NP, Ly C Ly, Ly € coNP = L; ~ Ly € NP

13.5 Rozhodnéte, zda jsou nasledujici formule splnitelné. U splnitelnych formuli popiste néjaké splnujici

prifazeni.

a)
b)
c)
d)

(@Vy)A(@V-y)A(-eVy) Az V-y)
(VY A@VyVz)A(—zV-y A(zVy) AxVz)
(VY A(@V-yVz)A(—zV-oy) Az Vy)A(xV-z)
(uV-ovV-w)A(wV-yVz)AlwV-zVe)A(xzVyVz)
e) (xVyVz)A(—xVyVz)A(zV-yVz)A(zVyV-2)A(—xV-yVz)A(xV-oyV-z)A(-zV -y V-z)

13.6 Dokazte, ze nasledujici problémy jsou NP-uplné.

a) Problém Hamiltonovské cesty v grafu:
HAMPATH = {(G, s,t) | G je orientovany graf obsahujic{ Hamiltonovskou cestu z s do ¢}

b) Problém k-kliky (k-klika je uplny podgraf s k vrcholy):
CLIQUE = {(G,k) | G je neorientovany graf s k-klikou}

¢) Problém podgrafového izomorfismu (Subgraph Isomorphism, SGI):
SGI = {(H,G) | H = (V,E),G = (U, F) jsou neorientované grafy takové, ze existuje injektivni
zobrazeni f : V — U splaujici (u,v’) € E = (f(u), f(v')) € F}
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13.7 Urcete vztahy inkluze/rovnost mezi nasledujicimi dvojicemi sloZitostnich tiid. Svoje tvrzeni zduvodnéte.
a) TIME(n?) a TIME(n?)
b) SPACE(2n?) a SPACE(100n?)
c) SPACE(n?) a TIME(n?)
d) NSPACE(n?) a SPACE(n®)
)

e) P a TIME(2")

13.8 Zkonstruujte jednopaskovy deterministicky Turingiiv stroj, ktery rozhoduje jazyk L = {0¥1% | k > 0}
v ¢ase O(nlogn). Neni nutné uvidét formdlni popis stroje.
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Zadani cviceni IB005

1. cviceni: Operace nad jazyky

Pripomente zdkladni terminologii a definice

Pripomente zakladni operace nad jazyky a pfritom cvic¢te priklady 1.1 a 1.2
Cvicte 1.3, u 1.3 d) nacvicte "neplatnost tvrzeni dokazujeme protiptikladem”.
Cvicte 1.4

Cvicte 1.6

Cvicte 1.7

Cvicte 1.8 b) a ¢) (jednu inkluzi skuteéné dokazte)

Ptipomente pojem gramatiky

Cvicte 1.9

Dle zbyvajiciho ¢asu, jinak za DU, priklady 1.10, 1.11

2. cviceni: Konecné automaty a regularni gramatiky

K ¢emu slouzi Koneéné automaty?

Na piikladu 2.1 vysvétlete co jsou a jak funguji kone¢né automaty
Uved'te formaln{ definici DFA

Pifklad 2.2a-d,f (!deterministické FA!)

Priklad 2.2g,h volitelné dle ¢asu

Priklad 2.3a

Priklad 2.4

Priklad 2.5

Priklad 1.11

3. cviceni: Pumping lemma, (Myhill-)Nerodova véta

Znéni a pouziti Pumping Lemma pro regularni jazyky
Priklad 2.6a poctivé, b zrychlené, g poctivé, e zrychlené
Znéni Nerodovy véty a Myhill-Nerodovy véty

Vztah ~ a deterministickych automatu a vztah ~j a mininimalniho automatu
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e Priiklad 3.9
e Priiklad 3.12

e Piiklad 3.10 jednu odrazku potfadné, dalsi piipadné zrychlené

4. cviceni: Minimalizace a kanonizace DFA, nedeterministické FA a
determinizace

e Piipomente si ~,.

e Definujte minimalni konecny automat.

e Piiklad 3.2

e Piiklad 3.3

e Definujte nedeterministikcé FA, a zpusob akceptovani NFA.

e Piiklad 3.4

e Piiklad 3.5

e Upozornéte, ze pro minimalizaci, je tieba vyjit z deterministického automatu.

5. cviceni: Ekvivalence FA, regularnich gramatik a regularnich vyrazi,
e-kroky, Kleeneho véta

e Vysvétlete princip transfomrace odstranéni e-kroku

e Pifklad 4.7

e Zopakujte vyjadiovaci ekvivalenci dosud znamych formalism

e Formulujte podstatu algoritmu pro prevod FA na regularni gramatiky a zpét

e Pifklad 4.2

e Pifklad 4.4

e Pripomente si definici reguldrnich vyrazu (syntax a sémantika)

e Pifklad 4.11

e Princip transformace regularnich vyrazu na FA a zpét

o Piiklad 4.8 c)

e Piiklad 4.10

e Piiklad 4.12 a) a diskuze k 4.12 b)
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6. cviceni: Uzavérové vlastnosti regularnich jazyku

Piiklad 5.1

Piiklad 5.2

Priklad 5.3a — formulujte formalni konstrukei synchronniho soucinu
Pitklad 5.3b-f — slovni argumentace (hint dikkazu) pro¢ ano ¢i ne
Piiklad 5.4

Piiklad 5.5

Piiklad 5.6

Piiklad 5.7 — formélni konstrukce

7. cviceni: Bezkontextové gramatiky a derivaéni stromy, redukovana
CFG

Piipomente CFG a ukazte jak vypadd a jak funfuje CFG pro {a"b™ | n > 0}
Priklad 6.1

Priklad 6.2

Piikald 6.3

Priklad 6.4

Priklad 6.5

Priklad 6.6

Piiklad 6.8

Priklad 6.9

Piiklad 6.10

Piiklad 6.11 (dle casu)
Piiklad 6.7 rozmyslet za DU

cviceni: Normalni formy CFG

Pfipomente princip ostranovani e-pravidel

Priklad 7.2

Pripomente princip ostranovani jednoduchych pravidel

Priklad 7.5

Definujte Chomského NF (CNF) a pripomente postup pievodu CFG do CNF
Priklad 7.6

Piiklad 7.8b)

Priklad 7.9

Vysvétlete odtranéni pfimé levé rekurze na A->Ab|Ac|dle

Priklad 7.12
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9. cviceni: Zasobnikové automaty a syntakticka analyza

e Piiklad 8.1 (zadejte pfechodovou relaci tabulkou [goZ/a — (qo, AZ)]
Priklad 8.2

Priklad 8.3b

o Priklad 8.6
Priklad 8.8

Diskutujte ekvivalence zpusobu akceptovani zds. automatu a podstatu prevodu

e Zbude-li cas, cvicte priklady 8.4, 8.5 a 8.7

10. cviceni: Uzavérové vlastnosti bezkontextovych jazyki a pumping
lemma pro bezkontextové jazyky

e Priiklad 7.15
e Piiklad 9.1

Piiklad 9.2 (nenf nutné konstruovat celou prechodovou funkci)
e Piiklad 9.3

e Piiklad 9.4 (forméln{ konstrukee)

11. cviceni: Konstrukce Turingovych stroja
e Piipomente jak funguji Turingovy stroje
e Piiklad 10.1
e Piiklad 10.2
e Piiklad 10.3

e Piiklad 10.4 — formulujte princip algoritmu pro TS

12. cvi€eni: Vztah TS a gramatik typu 0, uzavérové vlastnosti
e Piiklad 11.1
e Diskutujte vztah TS acceptuje/rozhoduje a gramatiky typu 0
e Priklad 11.2
e Piikald 11.3
o Priiklad 11.4a
e Piiklad 11.4b-d pouze myslenky fungovani CFG
e Priklad 11.5
e Priklad 11.6

13. cviceni: Redukce
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Zadani cviceni IB102

1. cviceni: Operace nad jazyky, gramatiky

Pripomente pojmy abeceda, jazyk, slovo apod.

Pripomente zakladni operace nad jazyky a pfitom cvic¢te priklady 1.1 a 1.2.

Piklad 1.3 d) e) ) h). U d) vysvétlete, Ze neplatnost tvrzeni dokazujeme protipiikladem.
Piiklad 1.4.

V sudych skupinéch cvicte ptriklad 1.5, v lichych priklad 1.6.

Piiklad 1.7.

Piiklad 1.8 b). Zduraznéte, ze dva jazyky jsou stejné, pravée kdyz plati obé inkluze C a D. Jednu inkluzi
dokazte.

Piiklad 1.8 ¢). Pozor, rovnost neplati.
Pfipomerite pojem gramatiky a cvicte piiklad 1.9 a) anebo b).

Pokud vam zbyde ¢as, cvicte priklady 1.10 a 1.11.

2. cviceni: Deterministické konecné automaty, pumping lemma

Piiklad 1.11 a) d) (pokud jste nestihli na prvnim cviceni).
Piiklad 2.1.

Piiklad 2.2 a) b) ¢) d). Dejte prosim studentim moznost, aby se pokusili alespon néjaky automat sestrojit
sami. Pozor, automaty musi byt deterministické.

Piiklad 2.3 a) b).
Priklad 2.4.

Piiklad 2.6. Z lehéich pifkladu a)—c) udélejte jeden porddné, ostatnf zrychlené. Déle udélejte porddné jeden
zajimavéjsi piiklad, nejlépe g). Zbyde-li ¢as, projdéte zrychlené i ostatn{ piiklady, zejména e). Upozornéte
studenty, ze vlastni text dukazu zustdva v podstaté stejny (diukaz lze prezentovat jako formulaf, ktery se
vzdy na par mistech doplni).

3. cviceni: Myhill-Nerodova véta

Zopakujte Myhill-Nerovou vétu a pojmy, které vyuziva. Zduraznéte nésledujici aspekty:

1. Z DFA lze odvodit pravou kongruenci s koneé¢nym indexem takovou, ze L je sjednoceni néjakych tiid
ekvivalence. Zopakujte, jak se to déla.

2. Z takové pravé kongruence lze odvodit DFA (samotnd kongruence neurcuje koncové stavy, ty urci az
L). Zopakujte, jak se to déla.
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3. Pro kazdy jazyk L C X* (i nereguldrni) je ~ vzdy pravéa kongruence a L je sjednocenim néjakych
t¥id rozkladu ¥*/ ~p. Ma-li ~, koneény index, lze sestrojit DFA pro L a L je tudiz reguldrni.

4. ~ jenejhrubsi ze vSech pravych kongruenci ~ takovych, ze L je sjednocenim nékterych tiid rozkladu
DILYANE

Priklad 3.9.
Piiklad 3.12.
Piiklad 3.10. Jednu odrazku udélejte porddné, ostatni zrychlené.

Pitklad 3.8. Udélejte jednu odrézku. Pak zkuste totéz pro jazyk L = {a}* - {b}* - {c}* - {d}* a upozornéte,
7e prestoze index ~p, je 5, existuje pro L deterministicky FA se ¢tyimi stavy. Problém je v tom, Ze tento
automat neni totalni a tudiz neni minimalni.

Priklad 3.13.

4. cviceni: Minimalizace a kanonizace kone¢nych automatii, nedeter-
ministické automaty, determinizace, odstranéni s-kroku

Zduraznéte, ze pred vlastni minimalizaci se z automatu odstrani nedosazitelné stavy a automat se ztotdlni.
Pitklad 3.2 b).

Piiklad 3.1 a).

Priklad 3.3.

Zopakujte nedeterministické FA.

Piiklad 3.4. Pocet odrazek podle potieby, zbytek muzete dodélat na konci hodiny, pokud zbyde ¢cas.
Zopakovat determinizaci.

Piiklad 3.5 a) nebo b).

Zopakovat odstranéni e-krokt.

Piiklad 4.5. Ptiklad feste pomoci tabulkového zapisu. Méte-li ¢as, muzete nejdiiv ukézat, jak snadno se
v tom udéla chyba, kdyz se to déld primo na grafu.

Budete-li mit pocit, ze priklad 4.5 nestacil, pokracujte piikladem 4.7.

cviceni: Uzavérové vlastnosti regularnich jazyku

Priklad 5.1.
Priklad 5.2.
Priklad 5.3.
Priklad 5.4.
Priklad 5.5.
Priklad 5.6.
Priklad 5.8.

Piiklad 4.12 a). Zbyde-li ¢as, feste i b). Nechcete-li u ¢dsti b) prezentovat plnohodnotné feseni (je trosku

ooy

nad stejnou abecedou. Pak se snadno ukaze, ze M, je tiida vSech konecénych jazyku a jejich doplik.
Upozornéte, Ze bez toho omezeni to ale neplati, uved’te piiklad.

30



6. cviceni: Ekvivalence FA, regularnich gramatik a regularnich vyrazu
e Priklad 4.8. Staci 2 odrazky.
e Piiklad 4.9.
e Priklad 4.10.
e Piiklad 4.11.
e Piiklad 4.2.
e Piiklad 4.4.
e Alesporn sem byste méli uréite dojit. Zkuste zvladnout jesté tyto piiklady na bezkontextové jazyky.
e Pifklad 6.11 a).

e Piiklad 6.1. U druhé gramatiky neztracejte moc ¢asu, piiklad slouzi jen jako demonstrace popisné sily
bezkontextovych gramatik.

e Zbyde-li ¢as, délejte dalsi odrazky z ptikladu 6.11.

7. cviceni: Bezkontextové gramatiky, derivacni stromy, transformace
o Piiklad 6.2.
o Piiklad 6.3.
o Piiklad 6.5.

e Piiklad 6.6. Neni tfeba formalné dokazovat, Ze je navrzena gramatika jednoznaénd. Slovni argumentace
postaci.

e Priklad 6.7. Staci identifikovat problém.
e Piiklad 6.8.
e Piiklad 6.9.
e Piiklad 7.2.

e Zbyde-li ¢as, délejte dosud neprocvicené ¢asti prikladu 6.11.

8. cviceni: CNF, odstranéni levé rekurze, pumping lemma pro bezkon-
textové jazyky

e Piiklad 7.5.
Pitklad 7.6.

o Piiklad 7.8.

Pitklad 7.12. Cvicte pouze odstranéni levé rekurze (transformaci do GNF v IB102 neuéime). Pokud by
jeden priklad nestacil, udélejte jesté piiklad 7.13 nebo 7.10.

e Piiklad 7.15. Jednu odrazku udélejte peclive, v dalsich se soustied'te jen na to podstatné.
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9. cviceni: Zasobnikové automaty, nedeterministicka syntakticka analyza,
uzaveérové vlastnosti bezkontextovych jazyku

e Piiklad 8.1. Zminte prosim, ze byl definovdn pojem krok vipoctu, ale pojem vypocet pro PDA definovan
nebyl. Lze si predstavit hned nékolik definic, které kromé zjevnych pozadavki spliuji i tyto:

1. Musi se piecist cely vstup. V tom pfipadé by v piikladu existoval jen 1 vypocet.
2. Musi se cist “dokud to lze”. V tomto pripadé existuji 4 vypocty.

3. Stadi precist libovolnou ¢dst vstupu. V tom piipadé je vypocti hodné.

Piiklad 8.3. Udélejte porddné aspon dvé odrazky véetné c).
Priklad 8.6.
Priklad 9.1.
Priklad 9.3.

e Zbude-li cas, cvicte dalsi odrazky z piikladu 8.3.

10. cviceni: Konstrukce TM, frazové gramatiky, uzavérové vlastnosti
rekursivnich a rekursivné spocetnych jazyku

e Ukazte, ze jazyk co—{ww | w € {a,b}*} nad abecedou {a, b} je bezkontextovy.
Priklad 10.1.
Priklad 10.2.

Pitklad 10.4 b). Konstrukei ostatnich stroji zformulujte jen neformélné.
e Piiklad 11.3 a) d) e) f) g).
e Piiklad 11.4. Neni nutné vytesit cely ptiklad. Co stihnete, to stihnete.

11. cviceni: Redukce a rozhodnutelnost problémi.

e Priiklad 12.1.

e Priiklad 12.2.

e S vyuzitim piikladu 12.3 pripomente definici Postova korespondenéniho problému.
e Priiklad 12.4.

e Zbude-li ¢as, udélejte i piiklad 12.5.

12. cviceni: Slozitost

o Priklad 13.1.
e Priiklad 13.3.
e Piiklad 13.4.

e Zopakujte pojem konjunktivni normdini forma (cnf-forma) formuli, pojem Senf-forma a problém 3SAT.
Ke zopakovani muzete vyuzit ¢ast piikladu 13.5.

e Pifklad 13.6 b) ¢).
e Priklad 13.7.
e Zbude-li ¢as, udélejte i pifklady 13.6 a), 13.2 a 13.8.
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Reseni nékterych piiklad
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Formalni jazyky, regularni gramatiky

1.1

1.2
1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

a) {zy,y,yz,2} b) {y} ¢) {zyy,zyz, vy, yz, yoy, yzz}, {yzy, yy, yyz, zzy, 2y, 2yx}

d) {e}, {v. 2} {yw. vz, 2y, 22}, {yyy, yyz, yzy, yzz, 2yy, 2yz, 22y, 2224,

{e,Y, 2,9y, Y7, 2Y, 22, YYY, YYZ, Y2Y, Y22, 2YY, 2Yz, 22Y, 222, . . .} tj. libovolné slovo z pismenek y a z véetneé e,
{y, 2, Yy, Yz, 2y, 22, YYY, YYz, Y2y, Y22, 2YyY, 2Y2, 22y, 227, . . .} tj. libovolné slovo z pismenek y a z kromeé e
e) {z,y,z}* ~ {y, z} tj. libovolné slovo slozené z pismenek z, y a z véetné ¢, kromé slov y a z

a) {e}, 0, {e}, {e} b) {e}, 0,0, {c} pokud € € L jinak @ c) 0, 0, {¢}, L

a) {a,aa,ba,abc,e} b) {a,ba} c) {aba,aabc,aa,a,aaba,aaabe, aaa,baba, baabe, baa,ba} d) ne, pro-
tipiiklad baa e€) jedno slovo z mnoziny {a,aa,ba,aba,aaa,baba,baa} f) ano, protoze ¢ € Lo; ne,
protiptiklad Ly = {a}, Ls = {b}; pro pokrocilé: implikace “=" plati, implikace “<=” plati pouze v
upravené podobé ¢ € Ly < (L; C Ly - Ly A L1 # () g) ano, ano, ne h) vsechna slova nad danou
abecedou, kromé slov z jazyka Lo, formélné: {a,b,c,d}* \ Lo

a) Neplati. Protipiiklad: L = {aa,bb}, i = 2, L' = {aaaa, aabb, bbaa,bbbb}, {w' | w € L} = {aaaa,bbbb}
b) Neplati. Protipiiklad: L = {aa}, L? = {aaaa}, ale |aaaa| #4 c) L = {a}

L1 = L4 = L5 > LQ, L1 = L4 = L5 > Lg, L1 = L4 = L5 > L6, neporovnatelné: LQ,L37 L6

Ly — vsechna slova nad {z,y, z}

Ly — v8echna slova nad {z,y, z}, tvaru ayzayzayzayzayz . ..

L3 — v8echna slova nad {z,y, z}, ve kterych jsou vSechna x pred véemi y a z a vSechna y pred vSemi z
L4 — vSechna slova nad {z,y, z}; protoze {x,y,z} C {x}* - {y}* - {z}*

L — v8echna slova nad {z,y, z}; protoze {z,y, 2} C {z,y}* U {z}*

Lg — vsechna slova nad {z,y, z}, kterd obsahuji alespon jeden vyskyt x

Li=Ls>0Ly>Lg, L1 =Ls> L3> Ly, Lo > Ly, neporovnatelné: Loa L3, Lga L3, Lg a Ly

L; — v8echna slova nad {z,y, z}

Ly — vSechna slova nad {z,y, 2z}, kromé ¢

L3 — vsechna slova nad {x,y, z}, ve kterych jsou vSechna x pfed vSemi y a z a vSechna y pred vsemi z
L4 — ty slova z Ls, kterd maji praveé 2 vyskyty y

Ly — v8echna slova nad {z,y, z}; protoze {z,y,z} C {z}* - {y}* - {z}*

L¢ — v8echna slova nad {z,y, z}, kterd obsahuji alespon jeden vyskyt x

a) (L1 U LQ)*'LI'(Ll U Lg)*~L1'(L1 U LQ)* b) (L1 -L1 U L1~L2 U LQ'Ll U LQ'LQ)* C)
L1 . (L1 @] Lg)* 'L2 d) L1 U Lg U L1 . (L1 U Lg)* 'L1 U L2 . (L1 U Lg)* 'L2 a pokud naznéme, ze € také
zacind a kondi stejnym znakem, je tfeba k Feseni pridat U (L3 NL3) €) (L1 U L2)*-Ly-La-Ly- (L1 U Lg)*
£f) (L1-Ly UL -LyULy-Ly ULy Lo)* N Ly-(Ly ULy)* Ly g) (Li-Ly ULy Lo U Ly-Ly U Ly~ Ly)*)°

a) ne, L—1=1{a} a Ly = {b} b) ano, nutno dokdzat obé inkluze C a O ¢) ne, L1 = {a}, Ly = {ab} a
L3 ={b,e} d) ne, L1 = {a} a Ly = {b} €) ne, L1 = {a} a Ly = {b} f) ano, nutno dokézat obé inkluze
CaD g)ne Ly ={a} a Ly = {b}

a) {a"b™ | n € No}, typu 0 b) {b,c}*-{a}-{a,b,c}T, typu 3 (reguldrni)

1.10 {w € {a,b}* | #.(w) = 2k, #p(w) = 2554,k € Ng}, dolni indexy u navrzenych termindla piedstavuji

zbytek po déleni poctu ’a’ (resp. 'b’) dvéma

Deterministické konecné automaty, pumping lemma

2.1

b a

m
a)4>(]04a\5\(611/7%0 b

b
a,b

b) L ={a}-{b,aa}"-{a} ¢c) L = ({a}-{b}"-{aa})" - ({a}-{b}" - ({a} U{ab} - {a,0}") U {b} - {a,b}")
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2.2 a)
b)

b a

a,b

2.3 a)%l%Q*

35



24
2.5
2.6

2.8

C)&$2é3—dgx—c>5 ot

c

L ={a}{b}" {a}.({c}{d})" U {b}
L =A{w € {a,b}"[#a(w) = #o(w) Nw = wv = [#a(u) — #s(u)| <3}
U pitkladu e) je tieba volit slovo a™b™*™.

a,b,c,d

a) l.lla

a,b,c,d

L11b . g obed g avb’Cvd

b,c

1.11eH%§6ab b ’
1.11f Neni reguldrni. ‘

Q

a,b,c

a,b,c
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¥~{0,5}

1.11

Minimalizace DFA, nedeterministické FA, (Myhill-)Nerodova
veta

3.1 a) — b) —
—A|B|C <A |B|C
B|D|B B|B|C
c|C|D c|C|D
«~D|C|B +«~D|D|C
3.2 a) b)
a | b a|b
—A | B|C —-A|B|C
B|C|A B|D|B
c|C|D +~C|B|C
D|C|E «~D|E|B
«~E|F|E E|F|C
F|D|F F|F|F
Vysledné automaty v obou piipadech nejsou ekvivalentni automatim uvedenym v zadani vpravo.
3.3 Neni.
3.4 a)

b b
a,b,c,d
a
c
Q/ b a
\N a
—_
b

b) e
A

a,b,c,d
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. /

0 0
L
3.5 a) a b c b) a b c
- [1] [23] 34 [1] - [1] 12 [1] 1
+  [23] [123] 14 [234] +—  [12] 12 [13] 1
34] 123 [1] [34] 13 [12] 1 [14]
+—  [123] 123] | [134] | [1234] 14 [125] 1 [1]
14] 123] | [134] 134 «~—  [125 [12] | [136] | [1]
+—  [234] 123 [14] 234 136] | [127] 1] [14]
[134] [123] | [134] | [134] «—  [127] | [12] [13] 1]
+—  [1234] | [123] | [134] | [1234]

3.6 ({a,b}.{b}.{b} " {a}.{b,ab}.{a})*{a,b}.{b}"

3.7
{z} | {z,y}
1 stav 2 2

2 stavy | 4 28

3.8 a) Piedpoklddejme, ze takovy automat existuje. Pak ze slov a°,a',a?, a®, a* museji dvé nutné padnout

do stejné t¥idy rozkladu ¥*/ ~r. Oznaéme je a’,a’ (i # j) a bez ijmy na obecnosti predpokladejme, Ze
i < j. Pak plati

at.at i =qgttii e L

alat i =a* ¢ L,

atedy a 4y a? = |~p| > 5.

b) Analogicky jako v a).

3.10 a) Dukaz sporem. Predpoklddejme, ze L je reguldrni. Pak prefixova ekvivalence ~j mé koneény index,
oznaéme jej n. Pak ovsem ze slov a,a?,a?,...,a?" nutné musi nekter dvé slova padnout do stejné t¥idy
rozkladu, oznaéme je a®,a’ (k # [). Po piifetézeni slova a* dostdvame slovo a*a* € L a slovo a'a® ¢ L.
Tim je dosazen spor s predpokladem a L neni regularni.

b) €,a,d?, ...,a" z échoz a¥,a' (BUNO k < 1), kterd a*b* € L, a'bF ¢ L
c) abb,a®bb, ...,a"t1bb z cehoz a*bb, a'bb (k # 1), kterd a*bba* € L,a'bba* ¢ L
d) ¢,a,d?,...,a" z éehoz a*, a' (BUNO k < 1), kterd a®v* ¢ L,a'b* € L

3.11 Definujeme bindrni relaci ~ takto: u ~ v & #4(w) = #p(w) (mod 3)
~ je ekvivalence, ~ je pravd kongruence, |~| = 3, tedy m4 kone¢nd index, L = {w | #4(w) mod 3 = 0}

3.12 a) 4 b) nemd konecny index

3.13 a) ~ je ekvivalence i pravéd kongruence, index je 4. L muze byt libovolny jazyk, jehoz minimdln{ automat
odpovidd pfimo relaci ~. Takovych jazyku je 12, coz je vidét po nakresleni automatu (bez akceptujicich
stavil) podle ~ a zvdzeni, pro které ozna¢ni koncovych stavu je automat minimélni. Jazyky L’ jsou pravée
ty, které lze popsat stejnym automatem, ale s takovou mnozinou koncovych stavu, pii které automat neni
minimélni. Napt. L' = {a,b}*.

b) ~ nenf ekvivalence (nenf tranzitivni).
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c) ~ je ekvivalence i pravd kongruence, index je 9. Lze podle ni sestavit tento automat:

0b 1b 2b 3b

b b b b
Je vidét, ze automat nebude pii zddném oznaceni koncovych stavii minimélni: stavy €, 0a, 0b maji stejné
pfechody a vzdy budou alespon dva z nich oznaceny jako akceptujici nebo neakceptujici a tudiz ty dva

stavy budou jazykové ekvivalentni. Naopak L’ muze byt jakykoliv jazyk rozpoznivany uvedenym auto-
matem s libovolnym oznaéenim koncovych stavii. Takovych jazyki L’ je tedy celkem 2°.

Regularni gramatiky a vyrazy < FA, s-kroky, Kleeneho

veta
4.1
a b c
< S| {Aqg}| {C} 0
Al {A | {Bias} | s}
B | {B,C}| {C} |{Aaq}
—qr 0 0 0
4.2
a b c
S50 () e
X| 0 [{SX}| 0
Y| 0 {SYy | {Z}
Z | {S} | {as} [Has}
<~ qy 0 0 0

4.11 a) (a+b)*ab b) b*(ab*ab*)* c) ala+b)*a+b(a+b)*b+ a+b (pokud e také zac¢ing a koné¢i na stejnym

symbolem, pfi¢teme jesté €) d) ((a + b)(a +b))*

4.12 a) M, je tiida vSech koneénych jazyku.

b) Necht ¥; je néjakd abeceda. Pak C'(¥1) definujeme jako mnozinu vsech slov, kde se kazdé pismeno z
abecedy vyskytuje aspon jednou, tj.

C(X)={w e} |VaeX: #4(w) >0}
Pak M, je tiida vsech jazyku L takovych, ze pro vSechny X1, které jsou podmnozinou abecedy jazyka L,
plati: L N C(%21) je koneény nebo C(X1) \ L je kone¢ny.

Pomeérné snadno se ukaze, ze Ma vSechny takové jazyky musi obsahovat a ze je tato tfida zdroven uzaviend
na sjednoceni, prunik a komplement.

¢) Mj je t¥ida vsech koneénych jazyku.

Uzavérové vlastnosti R

5.1

Neplati. Jazyky L; = {a'b'} pro kazdé i > 0 jsou konecné a tudiz reguldrni, ale |J;=, L; = {a"b" | n > 0}
neni regulérni.
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5.2 L; = {a,b}* ~ {a’b'} pro kazdé i > 0. Pak ;2 L; = {a,b}* ~ {a"b" | n > 0}, coz neni reguldrni jazyk,
protoze {a™b"™ | n > 0} neni reguldrni jazyka a reguldrn{ jazyky jsou uzaviené na doplnék.
5.3 Neregularni jazyky jsou uzaviené na komplement. U vSech ostatnich operaci lze najit jazyky takové, ze

vysledkem je nereguldrni jazyk, i takové, ze vysledek je reguldrni. Necht R = {a™b" | n > 0} je jazyk nad
Y = {a,b}. R jisté nenf regularni.

operace reguldrni vysledek neregularni vysledek
LN Ly RNco—R=10 RNR=R
Ly ULy RUco—R=5%" RUR=R
Li~ Ly R~R=10 R~co—R=R
Li-Ly | (RU{e}) -co—R=X" R-R
Ly (co—R)* = X* R*

5.4 Plati.

5.5 Ani jedna implikace neplati.

5.6 Staci zvolit Ly jako libovolny neregularni jazyk a Lo jako doplnék Lj.

Bezkontextové gramatiky

6.1 a) L ={w € {a,b}* | #4(w) = #p(w)} b) Jazyk se nedd moc rozumné popsat.
6.4 Ano. (Prévé vsechny reg. jazyky.)

Normalni formy CFG, pumping lemma pro CFL
7.9 Minimélni i maximalni délka odvozeni je 2n — 1.

Zasobnikové automaty
8.2 a) {a'b/ | i>j >0}

Uzavérové vlastnosti CFL

9.3 a) ano b) ne c) ano d) tiida bezkontextovych jazyku bez vlastnosti sebevlozeni se rovnd tiidée
regularnich jazyku

Konstrukce Turingovych strojua

10.2 Navod: TS bude donekonecéna ¢&ist vstupni pasku a posouvat se vpravo, nebo bude ve dvou krocich
opakované posunovat hlavu vlevo a vpravo.

Vztah TS a gramatik typu 0, uzavérové vlastnosti

11.3 a) Neplati. Staci vzit libovolny nereguldrni rekurzivné spocetny L na abecedou ¥ a R = ¥*. b) Plati
(viz. skripta). c) Plati (viz. skripta). d) Plati. e) Plati. f) Neplati. Staci vzit R DO L. g) Plati. Plyne
z uzavienosti rekurzivnich jazyku na sjednoceni.

11.6 L = {w | w je kéd dvojice (A,v) takové, ze TS A nezastavi sviyj vypocet nad slovem v}

Redukce

12.1 a) Plati (pfimo z defini¢niho vztahu). b) Neplati. A = {ww | w € {a,b}*}, B = {0}, f(z) = 0 pokud =
je tvaru ww, f(x) =1 jinak. c¢) Plati. d) Plat{ (pfipomenme, ze A <,, B implikuje co—A <,,, co—B).
e) Neplati. A = (), B je problém zastaveni. f(z) = y, kde y je libovolné slovo nad {0, 1, #}, které nelez{ v
B. f) Plati. f(w) = (M’,w), kde M’ je TM akceptujici A takovy, ze misto do zamitajictho stavu zacne
cyklit. Tedy M’ akceptuje w praveé kdyz zastavi. Funkce f(w) = (M, w), kde M je libovolny zvoleny TM
akceptujici A naopak redukef byt nemus{ (napf. pokud je A rekurzivnf a M je uplny).

12.2 A nenf rekurzivni, protoze na néj lze redukovat problém zastaveni. A je rekurzivné spocetny (lze ukdzat
piimo nebo redukei na problém akceptovéni). co—A neni rekurzivné spocetny (A by pak byl rekurzivni).

12.3 Resenim je posloupnost 2,2,4,3,3,1, 1.
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12.4 Lze ukazat redukci bézného PCP na problém ze zadani.

12.5 Lze ukazat redukci z problému neprazdnosti jazyka popsaného Turingovym strojem.

Slozitost

13.1 Postupujeme podle definice ©. Bud’ najdeme konstanty ng a c tak, Ze pro véechna n > ng plati definiéni
nerovnost, nebo ukdzeme (vétsinou sporem), ze takové konstanty neexistuji. a) Volime napiiklad ng = 1,
¢ = 3. Pro vSechna n > ng plati 2n < 3n = ¢n a proto 2n € O(n). b) Piedpoklddejme, Ze existuji ng
a ¢ takové, ze pro viechna n > ng plati n? < cn. Polozme m = max{c,ng} + 1. Zjevné m > ng, ale
m?2 > em. To je spor a proto n? ¢ O(n). c¢) Plati. d) Neplati. e) Nejprve pripomeiime definici. P{seme
f(n) € 296(M) pokud existuji ng, ¢ € N takové, ze pro véechna n > ng plati f(n) < 2¢90"). Analogicky

se definuje i vyznam dalsich aritmetickych vyrazu obsahujicich O(g(n)), jako napiiklad 9270

Vztah 3" € 20(") samoziejmé plati. Staéi zvolit ng = 1 a ¢ = 2. f) Plati. Stacf zvolit ¢ = 4 a dopoéitat
dostatecné velké ng. g) Neplati. V diukazu sporem staci zvolit m = max{1,¢,no}.

13.2 Tento vztah obecné neplati. Protipiikladem jsou napiiklad funkce f(n) =1 a

| 1 pokud n je sudé,
g(n) = { n jinak.

Zjevné g(n) € O(f(n)), protoze funkee g neni shora omezend a tudiz pro kazdé ng, ¢ € N existuje n > ng
splitujici g(n) > ¢- f(n) = c. Vztah f(n) € o(g(n)) ovéem neplati, protoze funkce % nemd pro n jdouct

do nekonecna limitu.

13.3 Necht M4, Mp jsou jednopéskové deterministické Turingovy stroje pracujici s éasovou slozitosti O(pa), O(ps)
(kde pa a pp jsou polynomy), které akceptuji jazyky A, B. Nejprve ukdzeme, ze tifida P je uzaviend na
v8echny tii operace.

Popiseme dvoupaskovy deterministicky Turinguv stroj M akceptujici jazyk A U B. Stroj M pro vstup x
nejprve zkopiruje vstup na druhou pasku (v ¢ase O(n)), pak na druhé pdsce simuluje vypocet stroje M 4.
Je-li v této simulaci dosazen akceptujici stav stroje My, pak i stroj M akceptuje. V opac¢ném piipadé
stroj M simuluje na prvni pésce vypocet stroje Mp. Je-li v této simulaci dosazen akceptujici stav stroje
Mp, pak i stroj M akceptuje, jinak zamita. Je ziejmé, ze stroj M akceptuje jazyk AU B a Ze pracuje v
case O(n+pa(n) + pp(n)), tedy v polynidlnim case.

Stroj akceptujici komplement jazyka A ziskdme ze stroje M 4 zdménou akceptujiciho a zamitajictho stavu.
Takto ziskany stroj pracuje se stejnou ¢asovou slozitosti jako M 4.

Popiseme tiipdskovy Turinguv stroj M akceptujici jazyk A.B. Stroj postupné zkousi rozdélit vstupni
slovo ¢ = x5 ...z, na véechny mozné dvojice podslov (nejprve € a x, pak x1 a z3...x,, pak 125 a
Z3...Zn, ..., nakonec x a ). Prvni podslovo vzdy zkopiruje na druhou péasku a simuluje na ném vypocet
stroje M 4. Druhé podslovo zkopiruje na tieti pasku a simuluje na ném vypocet stroje Mp. Pokud obé
simulace dospéji do akceptujicich stavu, stroj M akceptuje. V opacéné situaci postup opakujeme pro dalsi
dvojici podslov. Pokud uz byly vyzkouSeny vSechny dvojice, stroj M zamitne. Stroj M pracuje v Case
O(n-(n+pa(n)+pp(n))), tedy v polynidlnim case.

Triida NP je uzaviena na sjednoceni i na zietézeni. V obou pfipadech lze pouzit stejnou argumentaci
jako u t¥idy P. V pripadé zietézeni lze algoritmus stroje M vylepsit tak, ze neprochazi vsechny dvojice
podslov, ale nedeterministicky uhodne spravné rozdéleni na podslova.

Uzavienost tiidy NP na komplement je otevieny problém (zndmy jako NP = coNP?). Vyse uvedend
argumentace pro P v tomto pfipadé nefunguje: zaménou akceptujiciho a zamitajiciho stavu u nedeter-
ministického stroje ziskdme stroj, ktery akceptuje slovo w pokud existuje zamitajici vypocet puvodniho
stroje nad timto slovem. Zadouci by ovéem bylo, aby zkonstruovany stroj akceptoval slovo w pokud jsou
vSechny vypocty puvodniho stroje nad timto slovem zamitajici.

13.4 a) Neplati. Sta¢i uvézit libovolny jazyk L € P C NP. Jelikoz tfida P je uzaviend na doplnék, tak i
co—L € P C NP. Tedy co—L ¢ co—NP, ale pfitom co—L € coNP. b) Plati. Jelikoz co—L1, co—Ls € NP
a NP je uzaviené na sjednoceni, tak co—Lq U co—Lg € NP. Tedy L1 N Ly € coNP. c¢) Plati. Jelikoz
co—Ly € NP a NP je uzaviené na prunik (1ze lehce dokédzat), tak L1 N co—Ls = L1 \ Lo € NP.
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13.6 Prislusnost do NP lze dokdzat snadno. NP-tézkost 1ze dokdzat redukei: a) z problému SSAT (viz Sipser:
Theorem 7.35 v 1. vydédni, Theorem 7.46 ve 3. vyddni) b) z problému 8SAT (viz Sipser: Theorem 7.26
v 1. vydédni, Theorem 7.32 ve 3. vydani) c¢) z problému CLIQUE. pro danou instanci (G, k) problému
CLIQUE lze v polynomidlnim ¢ase vytvorit dvojici (Hy, G), kde Hy, je iplny graf s k vrcholy. Je zfejmé,
7e (G, k) € CLIQUE pravé tehdy, kdyz (Hy,G) € SGI.

Abychom se ujistili, ze redukce CLIQUE <, SGI je polynomialni i pfi binarnim zakédovani k, miuzeme ji
vylepsit tak, ze nejprve ovérime, zda graf G ma alespon k vrcholi. V piipadé kladné odpovédi pokrac¢ujeme
jako v piedchozim piipadé (dvojici (Hy, G) 1ze jisté zkonstruovat v ¢ase kvadratickém vzhledem k poctu
vrcholu grafu G). V opa¢ném piipadé jisté plati, ze (G, k) ¢ CLIQUEFE a tudiz staci vygenerovat libovol-
nou dvojici grafu, kterd nepatif do SGI (napiiklad (H,G’), kde H je graf s jednim vrcholem v a hranou
(v,v) a G’ je graf s jednim vrcholem, ale bez hrany).

13.7 a) TIME(n?) C TIME(n?) (ve skutecnosti lze dokdzat i TIME(n?) C TIME(n?)) b) SPACE(2n?) =
SPACE(100n2) c) SPACE(n?) D TIME(n?) d) NSPACE(n?) C SPACE(n®) (ve skuteénosti lze dokdzat i
NSPACE(n?) C SPACE(n®)) e) P C TIME(2"), protoze n* € O(2") pro kazdé k

13.8 viz Sipser, za Definition 7.7.

42



