Turingovy stroje a jazyky

TM M akceptuje/rozpoznava/prijima jazyk L(M).
Jazyk L(M) je rekursivne spocetny.

Je-li TM M dplny, rikame, ze M rozhoduje jazyk L(M).
Jazyk L(M) je rekursivni.

Véta. Jazyk ke akceptovany Turingovym strojem, prave kdyz je
generovany nejakou (frazovou) gramatikou.

Dukaz. Neuveden. []
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Uzaverové viastnosti rekursivnich
a rekursivne spocetnych jazyku

Veta. Rekursivné spocetné i rekursivni jazyky jsou uzavrené na
sjednoceni.

Dukaz.

Necht L4, Ly jsou jazyky akceptované TM M, Mo s disjunktnimi
mnozinami stavu. Stroj M akceptujici Ly U Ly se nedeterministicky
rozhodne, zda na svém vstupu spusti M nebo M. Pokud spustény stroj
akceptuje nebo zamitne, stroj M udéla totéz. Pokud M, M» byly UpIné,
je i M uplny. []
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Uzaverové viastnosti rekursivnich
a rekursivne spocetnych jazyku

Véta. Rekursivné spocetné i rekursivni jazyky jsou uzaviené na prunik.

Dukaz.

Necht L4, Lo jsou jazyky akceptované TM M4, M s disjunktnimi
mnozinami stavu. Stroj M akceptujici Ly N Lo spusti na svém vstupu w
nejprve My a pokud akceptuje, pak na w spusti i M»>. M akceptuje jen
pokud oba stroje akceptuji. Pokud M4, M5 byly uplné, je i M uplny. ]
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Uzaverové viastnosti rekursivnich
a rekursivne spocetnych jazyku

Veta. Rekursivné spocetné i rekursivni jazyky jsou uzavrené na
zretézeni.

Dukaz.

Necht L4, Ly jsou jazyky akceptované TM M, M5 s disjunktnimi
mnozinami stavu. Dvojpaskovy stroj M akceptujici Lq.Ls vstupni slovo
nedeterministicky rozdéli na dvé casti, kazdou cast da na jednu pasku).
Na prvni ¢asti slova spusti M. Pokud akceptuje, spusti na druhé casti
M. M akceptuje jen pokud oba stroje akceptuji. Pokud M4, M» byly
uplné, je i M Uplny. ]
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Uzaverové viastnosti rekursivnich
a rekursivne spocetnych jazyku

Véta. Rekursivné spocetné i rekursivni jazyky jsou uzaviené na iteraci.

Dukaz.

Necht L je jazyky akceptovany TM M. Zkonstruujeme dvojpaskovy TM
M rozpoznavajici L;. M akceptuje, pokud je na prvni pasce prazdne
slovo. V opacném pripadé nedeterministicky presune néjaky neprazadny
prefix slova z prvni pasky na druhou pasku, kde nad nim spusti M.
Pokud M zamitne, tak i M zamitne. Jinak opakuje celou proceduru. Je-li
M uplny, je i M uplny. ]
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Uzaverové viastnosti rekursivnich
a rekursivne spocetnych jazyku

Veta. Rekursivni jazyky jsou uzavrené na doplneék.

Dukaz.

7

Necht L, je jazyky akceptovany uplnym TM M. Uplny stroj M
rozhodujici co—L4 ziskame zameénou akceptujiciho a zamitajiciho
stavu.
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Uzaverové viastnosti rekursivnich
a rekursivne spocetnych jazyku

Véta. Trida rekursivné spocCetnych jazykld neni uzaviena na doplnék.
Dukaz. Provedeme pozdéji. ]
Trida rekursivné spocetnych jazyku je uzavrena na sjednoceni, prunik,
zretézeni, iteraci, pozitivni iteraci, mocniny.

Trida rekursivnich jazyku je uzavrena na sjednoceni, prunik, zretézeni,
iteraci, pozitivni iteraci, mocniny, doplnek.
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Vztah rekursivnich a rekursivne spocetnych jazyku

Veta. Jazyk L je rekursivni, prave kdyz jsou jazyky L a co—L rekursivné
spocetné.

Dukaz. “—" plyne z uzavrenosti rekursivnich jazykd na komplement a z
toho, Ze kazdy rekursivni jazyk je i rekursivné spocetny.

“—": Necht M4, M5 jsou TM rozponavajici L a co—L. Sestrojime
dvojpaskovy stroj M rozhodujici L. M nejprve zkopiruje vstupni slovo w
na druhou pasku. Pak paralelné vykonava béh M4 na prvni pasce a béh
stroje M na druhé pasce. Pokud stroj M akceptuje, pak w € L a stroj
M takeé akceptuje. Pokud stroj M, akceptuje, pak w ¢ L a stroj M
zamita. ]
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Problemy jako jazyky

Problém rozhodnout, zda dany retézec w ma vlastnost P Ize ztotoznit
s mnozinou {w | w ma vlastnost P}.

Objekty O Ize kdédovat jako slova (O). Problém, zda O ma vlastnost P
ztotoznime s jazykem {(O) | O ma vlastnost P}.

Priklad. Problém rozhodnout, zda dany konecny graf je souvisly,
ztotoznime s jazykem {(G) | G je konecny souvisly graf}.
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Koédovani TM

Kazdy TM Ize zakddovat do binarniho fetézce. Predpokladame, ze M

B ma Stavy Q= {Q17q27 as,..., Qn}
B g; Je inicialni stav, g akceptujici stav, g3 zamitajici stav

m ma paskovou abecedu I' = { X1, Xo,..., X;}
m X; = > je leva koncova znacka, Xo = LI je symbol pro prazdné pole

Pfechod 6(q;, X;) = (k. Xj, L) kédujeme fetézcem 0'10/10%10'10.
Prechod 6(q;, Xj) = (qk, X, R) kodujeme fetézcem 0'10/10%10/100.

Z kodu jednotlivych prechodu (v libovolném poradi) sestavime kéd M:
(M) =111 kod; 11 kodo 11 ...11 kod, 111

Retézce nekddujici zadny TM povazujeme za kéd TM akceptujiciho 0.

Slova kédujeme podobne. Celkem (M, w) = (M)#(w).
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Univerzalni Turinguv stroj

Veta. Existuje univerzalni Turinguv stroj U/, ktery dokaze simulovat
libovolny zadany TM na zadanéem vstupu:

U akceptuje (M)#(w) <— M akceptuje w

Dukaz.

Stroj U je tripaskovy. Nejprve overi, ze vstup je tvaru {0, 1}*#{0,1}*
(pokud ne, zamita). Na prvni pasce je kdd simulovaného stroje M, na
druhé pasce probiha jeho vypocet, na treti je ulozen jeho stav. V kazdém
kroku se na zakladé simulovaného stavu a obsahu pasky najde na prvni
pasce prislusny prechod, ktery se pak provede. ]
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Rozhodnutelnost problému

Definice. Problém P odpovidajici jazyku L = {(O) | O ma vlastnost P} je

m rozhodnutelny, prave kdyz L je rekursivni
m nerozhodnutelny, prave kdyz L je neni rekursivni

m castecne rozhodnutelny (semirozhodnutelny), pravé kdyz L je
rekursivné spocetny
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Problem akceptovani

Problém akceptovani (problém prislusnosti pro Turingovy stroje) je
problém rozhodnout, zda dany TM M akceptuje dané slovo w nad jeho
vstupni abecedou. Problem ztotoznime s jazykem

ACC={(M,w) | M je TM a M akceptuje w}.

Véta. Problém akceptovani je castecné rozhodnutelny.

Dukaz. Plyne z existence univerzalniho Turingova stroje. []
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Véta. Problém akceptovani je nerozhodnutelny.

Dukaz. Predpokladejme, ze existuje TM A rozhodujici problém
akceptovani. Tedy A akceptuje (M, w), prave kdyz M akceptuje w.

S vyuzitim A zkonstruujeme TM D: dostane-li D na vstupu zakoédovany
stroj (M), zepta se stroje A, zda M akceptuje svuj vliastni kéd (M)
a naslednée odpoved otocCi. Tedy

D akceptuje (M), pokud M neakceptuje (M) a

D neakceptuje (M), pokud M akceptuje (M).
Nyni spustime D na vstupu (D):

D akceptuje (D), pokud D neakceptuje (D) a

D neakceptuje (D), pokud D akceptuje (D).

To je spor. Stroj A tedy neexistuje a problém akceptovani je
nerozhodnutelny. ]
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Ne-semirozhodnutelné problemy

Veta. Doplnék problému akceptovani neni ani ¢astecné rozhodnutelny,
tedy co—ACC neni rekursivné spocetny.

Dukaz.
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Problem zastaveni

Problém zastaveni (halting problem) je problém rozhodnout, zda dany
T™M M ma na daném slové w nad jeho vstupni abecedou konecny
vypocet (tedy zda M na vstupu w zastavi). Problém ztotoznime s jazykem

HALT={(M,w) | M je TM a vypocet M na w je konecCny}.

Veéta. Problém zastaveni je ¢aste¢né rozhodnutelny.

Dukaz. Pomoci univerzalniho Turingova stroje simulujeme M na w.
Pokud simulovany vypocet skonci, akceptujeme. ]
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Veta. Problém zastaveni je nerozhodnutelny.

Dukaz. Predpokladejme, Ze existuje Uplny TM H rozhodujici problém
zastaveni. Pak ovsem umime sestrojit TM A rozhodujici problém
akceptovani. Stroj A dekdduje dvoijici (M, w) ze vstupu a zmeni M tak,
ze misto prechodu do zamitajiciho stavu zacne cyklit. Modifikovany stroj
M’ zastavi, pravé kdyz M akceptuje. Nyni staci spustit H na vstupu

(M’ w). Dostavame tedy uplny TM A rozhoduijici problém akceptovani.
To je spor. UpIny stroj # tedy neexistuije. ]
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Redukce - Intuice
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Turingovy stroje a funkce

Turinguv stroj muze reprezentovat i funkci. Vysledek je na vystupni pasce
pfi akceptovani. Pokud stroj M na vstupu w zastavi s obsahem pasky
>yl (kde y nekonCi na U), pak y oznaCime jako M(w).

f.2% — ¢

g:NE— N
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Vycislitelné funkce

Definice. Funkce f: X* — ¢* je vycislitelna, pokud existuje TM M,
ktery na vstupu w zastavi, prave kdyz f(w) je definovana a navic
f(w) = M(w).

Funkce je totalne vycislitelna, pokud je vycislitelna a totalni.
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Redukce

Definice. Necht A C ¥* a B C ¢* jsou jazyky. Rekneme, Ze A se
m-redukuje na B, piSeme A <n, B, prave kdyz existuje totalne vycislitelna

funkce f : X* — o* takova, ze

weA <— f(w)eB.

Funkci f nazveme redukci A na B.

A a B jsou m-ekvivalentni, psano A =, B, pokud A <, Ba B <n, A.
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Redukce a rozhodnutelnost
Veta. Necht A <, B.

m Bje rekursivni — A je rekursivni.

m B je rekursivneé spocetny — A je rekursivneé spocetny.

Dukaz.

Necht f je redukce A na B a Mg je TM akceptujici B.
Stroj M 4 akceptujici A na vstupu w

spocita f(w)
spusti Mg na vstupu f(w) a vrati stejny vysledek jako Mg

Je-li Mg uplny, pak je i M4 Uplny. ]
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Redukce a rozhodnutelnost

Dusledek. Necht A <., B.

m A neni rekursivhi = B neni rekursivni.

m A neni rekursivne spocetny — B neni rekursivne spocetny.

Dusledek. Necht A =, B.

m Aje rekursivni < B je rekursivni.

m A je rekurisvné spocetny < B je rekursivné spocetny.
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HALT = ACC

HALT = {{M,w) | M je TM a vypocet M na w je konecny}
ACC = {{M,w) | M je TM a M akceptuje w}

HALT <, ACC:
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HALT = ACC

HALT = {{M,w) | M je TM a vypocet M na w je konecny}
ACC = {{M,w) | M je TM a M akceptuje w}

ACC <y HALT:
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Problem neprazdnosti

Problém neprazdnosti je problém rozhodnout, zda dany TM akceptuje
neprazdny jazyk.

NONEMPTY = {(M) | M je TM a L(M) # 0}

Véta. Problém neprazdnosti neni rozhodnutelny.

Dukaz. ACC <y, NONEMPTY
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Postuv systém

Definice. Postuv systém P nad ebecedou X je kone¢na mnozina dvoijic
P={(aj,8i) | i, 8 € X*,1 <P < nj.

Resenim systému P je koneéna neprazdna posloupnost pfirozenych &isel
l,lp,... Ik takova, ze 1 << na

aj o, ..o = B Bi, . B

IB102 Automaty, gramatiky a slozitost, 25.11.2013 27/30



Postuv korespondencni problém (PCP)

Postuv korespondencni problém (PCP) je problém rozhodnout, zda ma
Postuv systém P néjaké reseni.

PCP = {(P) | P je Postuv systém, ktery ma nejaké reseni}

Inicialni Postuv korespondencni problém (inPCP) je problém
rozhodnout, zda méa Postlv systém P néjaké reSeni zacinajici Cislem 1.

inPCP = {(P) | P je Postav systém, ktery ma reseni zacinajici Cislem 1}

Véta. PCP neni rozhodnutelny.

Dukaz. Postupné ukdzeme ACC <\, inPCP < PCP. ]
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INPCP <, PCP
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ACC <m InPCP
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