
Konečné automaty

Definice 1. Deteministický konečný automat (Deterministic Finite

Automaton, DFA) M je pětice (Q,Σ, δ, q0, F ), kde

• Q je neprázdná konečná množina stav̊u.

• Σ je konečná vstupńı abeceda.

• δ : Q× Σ → Q je parciálńı p̌rechodová funkce.

• q0 ∈ Q je počátečńı (iniciálńı) stav.

• F ⊆ Q je množina koncových (akceptuj́ıćıch) stav̊u.
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Př́ıklad a zápis tabulkou
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Zápis grafem
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Výpočet konečného automatu

Rozš́ı̌rená p̌rechodová funkce δ̂: Q × Σ∗ → Q je parciálńı funkce

definovaná induktivně vzhledem k délce slova ze Σ∗:

• δ̂(q, ε) = q pro každý stav q ∈ Q.

• δ̂(q, wa) =

{
δ(δ̂(q, w), a) je-li δ̂(q, w) i δ(δ̂(q, w), a) definováno,

⊥ jinak.

Slovo w je akceptováno automatem M právě když δ̂(q0, w) ∈ F .

Slovo w je zaḿıtáno automatem M právě když δ̂(q0, w) 6∈ F .
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Jazyk p̌rij́ımaný (akceptovaný, rozpoznávaný) automatem M je

L(M) = {w ∈ Σ∗ | δ̂(q0, w) ∈ F}.

Jazyk, který je rozpoznatelný (nějakým) deterministickým konečným

automatem, nazveme regulárńı.

Ekvivalenci deterministických konečných automat̊u definujeme

podobně jako v př́ıpadě gramatik: automaty M a M′ jsou ekvivalentńı,

pokud L(M) = L(M′).
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Parcialita p̌rechodové funkce

Přechodová funkce δ zavedena jako parciálńı.

Parcialita přechodové funkce nemá podstatný vliv na výpočetńı śılu

konečných automat̊u.

Lemma 1. Ke každému DFA M existuje ekvivalentńı DFA M′

s totálńı přechodovou funkćı.

Idea důkazu
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Důkaz. Nechť M = (Q,Σ, δ, q0, F ).

Nechť automat M′ je definován předpisem

M′ = (Q ∪ {p},Σ, δ′, q0, F ), kde p 6∈ Q a

δ′(q, a) =

{
δ(q, a) je-li δ(q, a) definováno,

p jinak.

Zejména δ′(p, a) = p pro každé a ∈ Σ.

D̊ukaz korektnosti:

• M’ má totálńı přechodovou funkci – žrejmé z definice M′.

• M a M’ jsou ekvivalentńı – dokážeme.
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Indukćı k délce slova ově̌ŕıme, že pro každé q ∈ Q a w ∈ Σ∗ plat́ı

δ̂′(q, w) =

{
δ̂(q, w) je-li δ̂(q, w) definováno,

p jinak.

Jelikož p 6∈ F , plat́ı L(M) = L(M′). ✷
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Konstrukce konečných automat̊u

Máme za úkol sestrojit automat rozpoznávaj́ıćı jazyk

L = {w ∈ {a, b}∗ | w obsahuje podslovo abaa}

Označeńı stav̊u automatu zvoĺıme tak, aby bylo patrné, jaká část

požadovaného podslova abaa již byla automatem přečtena:
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Př́ıklad

{w ∈ {a, b}∗ | w obsahuje podslovo abaa ∧ (w = b ∨ w zač́ıná i konč́ı

na a a mezi dvěma výskyty

b je alespoň jedno a)}

gfed`abc1 gfed`abc2 gfed`abc3 gfed`abc4 gfed`abc5

gfed`abcq gfed`abcq1 gfed`abcq2 gfed`abcq3 gfed`abcq4 gfed`abcq5

gfed`abcr gfed`abcr1 gfed`abcr2 gfed`abcr3 gfed`abcr4 gfed`abcr5

gfed`abcs gfed`abcs1 gfed`abcs2 gfed`abcs3 gfed`abcs4 gfed`abcs5

gfed`abct gfed`abct1 gfed`abct2 gfed`abct3 gfed`abct4 gfed`abct5
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Synchronńı paralelńı kompozice automat̊u

Pro dané automatyM1 aM2 umožňuje sestrojit automat rozpoznávaj́ıćı

pr̊unik (sjednoceńı, rozd́ıl) jazyků L(M1) a L(M2).

Nechť M1 = (Q1,Σ, δ1, q1, F1), M2 = (Q2,Σ, δ2, q2, F2)

a p̌rechodové funkce δ1, δ2 jsou totálńı.

Definujeme DFA M3 = (Q3,Σ, δ3, q3, F3), kde

• Q3 = Q1 ×Q2 = {(p, q) | p ∈ Q1, q ∈ Q2}

• F3 = F1 × F2 = {(p, q) | p ∈ F1, q ∈ F2}

• q3 = (q1, q2)

• δ3((p, q), a) = (δ1(p, a), δ2(q, a))

Tvrzeńı: L(M3) = L(M1) ∩ L(M2)
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Důkaz. Nejprve dokážeme toto tvrzeńı:

δ̂3((q1, q2), w) = (p, q) ⇐⇒ δ̂1(q1, w) = p ∧ δ̂2(q2, w) = q

Důkaz se provede indukćı vzhledem k |w|.

• Základńı krok |w| = 0:

Z definice δ̂3((q1, q2), ε) = (q1, q2), δ̂1(q1, ε) = q1, δ̂2(q2, ε) = q2.

Pro w = ε je tedy ekvivalence platná.

• Indukčńı krok: Nechť w = va, kde v ∈ Σ∗, a ∈ Σ. Plat́ı:

δ̂3((q1, q2), va) = (p, q) ⇐⇒

δ̂3((q1, q2), v) = (r, s) ∧ δ3((r, s), a) = (p, q) ⇐⇒

δ̂1(q1, v) = r ∧ δ̂2(q2, v) = s ∧ δ1(r, a) = p ∧ δ2(s, a) = q ⇐⇒

δ̂1(q1, va) = p ∧ δ̂2(q2, va) = q
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Nyńı již lze snadno dokázat vlastńı tvrzeńı věty:

w ∈ L(M3) ⇐⇒

δ̂3((q1, q2), w) = (p, q) kde p ∈ F1 a q ∈ F2 ⇐⇒

δ̂1(q1, w) = p ∧ δ̂2(q2, w) = q ⇐⇒

w ∈ L(M1) ∩ L(M2). ✷

Modifikace pro sjednoceńı, tj. L(M3) = L(M1) ∪ L(M2):

DÚ:Modifikujte konstrukci tak, aby platilo L(M3) = L(M1)rL(M2).
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Automat pro komplement

K automatu M = (Q,Σ, δ, q0, F ) s totálńı p̌rechodovou funkćı

sestroj́ıme automat M rozpoznávaj́ıćı jazyk co–L(M) jako

M = (Q,Σ, δ, q0, Qr F ).

M:
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Limity konečných automat̊u

L = {anbn | n ≥ 0} = {ε, ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb . . .}

a a a a a b b b b b
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Předpokládejme, že existuje automat M př́ıj́ımaj́ıćı jazyk L.

Nechť M má k stav̊u.

Uvažme výpočet M na slově anbn kde n > k.

aaaaaaaaaaaaaaaaaaa bbbbbbbbbbbbbbbbbbb

Protože n > k, muśı existovat (z Dirichletova principu) stav p takový,

že při čteńı iniciálńı posloupnosti symbol̊u a projde automat stavem p

(alespoň) dvakrát.
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aaaaaaaa aaaaaaa aaaabbbbbbbbbbbbbbbbbbb

Plat́ı

δ̂(q0, x) = p δ̂(p, y) = p δ̂(p, z) = r ∈ F

Pak ale

δ̂(q0, xz) = δ̂(δ̂(q0, x), z) = δ̂(p, z) = r ∈ F

aaaaaaaa aaaabbbbbbbbbbbbbbbbbbb

IB102 Automaty, gramatiky a složitost, 23. 9. 2013 17



Analogicky můžeme “vsunout” slovo y

δ̂(q0, xyyyz) = δ̂(δ̂(δ̂(δ̂(δ̂(q0, x), y), y), y), z)

= δ̂(δ̂(δ̂(δ̂(p, y), y), y), z)

= δ̂(δ̂(δ̂(p, y), y), z)

= δ̂(δ̂(p, y), z)

= δ̂(p, z)

= r ∈ F
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Lemma 2. [o vkládáńı, pumping lemma] Nechť L je regulárńı jazyk.

Pak existuje n ∈ N takové,

že libovolné slovo w ∈ L délky alespoň n lze psát ve tvaru

w = xyz, kde |xy| ≤ n, y 6= ε a xyiz ∈ L pro každé i ∈ N0.

Důkaz. Nechť DFA M = (Q,Σ, δ, q0, F ) rozpoznává jazyk L.

Položme n = card(Q).

Pro libovolné slovo w ∈ L délky alespoň n plat́ı, že automat M projde

při akceptováńı slova w (alespoň) dvakrát stejným stavem.

Slovo w se tedy můžeme rozdělit na ťri části: w = xyz, kde y 6= ε a

δ̂(q0, x) = p, δ̂(p, y) = p a δ̂(p, z) = r ∈ F . Je žrejmé, že ke zopakováńı

nějakého stavu dojde nejpozději po zpracováńı prvńıch n znaků a tedy

dostáváme |xy| ≤ n.

Dále δ̂(p, yi) = p pro libovolné i ∈ N0, proto také δ̂(q0, xy
iz) = r,

tj. xyiz ∈ L(M) pro každé i ∈ N0. ✷
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L je regulárńı =⇒ ∃n ∈ N .

∀w ∈ L .
(
|w| ≥ n =⇒

∃x, y, z . (w = xyz ∧ y 6= ε ∧ |xy| ≤ n ∧

∀i ≥ 0 . xyiz ∈ L )
)

Pomoćı Lemmatu lze dokázat, že nějaký jazyk neńı regulárńı

Nechť pro jazyk L plat́ı:

• pro libovolné n ∈ N

• existuje takové slovo w ∈ L délky alespoň n, pro které plat́ı, že

• při libovolném rozděleńı slova w na takové ťri části x, y, z, že |xy| ≤ n

a y 6= ε

• existuje alespoň jedno i ∈ N0 takové, že xyiz 6∈ L.

Pak z Lemma o vkládáńı plyne, že L neńı regulárńı.
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Př́ıklad d̊ukazu ne-regularity

pomoćı Lemmatu o vkládáńı

L = {ucmuR | u ∈ {a, b}∗,m > 0}
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Myhill-Nerodova věta

Motivace I

L = {w ∈ {a, b}∗ | #a(w) ≥ 3}
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Pravá kongruence
Definice 2.20. Nechť Σ je abeceda a ∼ je ekvivalence na Σ∗.

Ekvivalence ∼ je pravá kongruence (zprava invariantńı), pokud pro

každé u, v, w ∈ Σ∗ plat́ı

u ∼ v =⇒ uw ∼ vw

Index ekvivalence ∼ je počet ťŕıd rozkladu Σ∗/∼.

Je-li těchto ťŕıd nekonečně mnoho, klademe index ∼ roven ∞.

Tvrzeńı 2.21. Ekvivalence ∼ na Σ∗ je pravá kongruence právě když

pro každé u, v ∈ Σ∗, a ∈ Σ plat́ı u ∼ v =⇒ ua ∼ va.

(Implikace =⇒ je triviálńı, implikace ⇐= se snadno ukáže indukćı

k délce zprava přǐretězeného slova w.)
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Př́ıklad

Σ = {a, b}

∼: u ∼ v ⇐⇒ u a v zač́ınaj́ı stejným symbolem

∼ má . . . ťŕıdy ekvivalence

∼: u ∼ v ⇐⇒ #a(u) = #a(v)

∼ má . . . ťŕıd ekvivalence

∼: u ∼ v ⇐⇒ u a v maj́ı stejné předposledńı ṕısmeno
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Myhill-Nerodova věta

Motivace II
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Prefixová ekvivalence

Definice 2.25. Nechť L je libovolný (ne nutně regulárńı) jazyk nad

abecedou Σ. Na množině Σ∗ definujeme relaci ∼L zvanou prefixová

ekvivalence pro L takto:

u ∼L v
def

⇐⇒ ∀w ∈ Σ∗ : uw ∈ L ⇐⇒ vw ∈ L
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Př́ıklad

L = {w ∈ {a, b}∗ | #a(w) ≥ 3}

∼L má . . . ťŕıdy ekvivalence

L = {anbn | n ≥ 0}

∼L má . . . ťŕıd ekvivalence
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Myhill-Nerodova věta

Věta 2.28. Nechť L je jazyk nad Σ.

Pak tato tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

1. L je rozpoznatelný deterministickým konečným automatem.

2. L je sjednoceńım některých ťŕıd rozkladu určeného pravou kongruenćı

na Σ∗ s konečným indexem.

3. Relace ∼L má konečný index.

Důkaz.

1 =⇒ 2

2 =⇒ 3

3 =⇒ 1

✷
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1 =⇒ 2

Jestliže L je rozpoznatelný deterministickým konečným automatem

pak L je sjednoceńım některých ťŕıd rozkladu určeného pravou

kongruenćı na Σ∗ s konečným indexem.

• pro daný L rozpoznáváný automatem M zkonstruujeme relaci

požadovaných vlastnost́ı

• M = (Q,Σ, δ, q0, F ), δ je totálńı

• na Σ∗ definujme binárńı relaci ∼ předpisem

u ∼ v
def

⇐⇒ δ̂(q0, u) = δ̂(q0, v)

• ukážeme, že ∼ má požadované vlastnosti
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u ∼ v
def

⇐⇒ δ̂(q0, u) = δ̂(q0, v)

– ∼ je ekvivalence (je reflexivńı, symetrická, tranzitivńı)

– ∼ má konečný index

ťŕıdy rozkladu odpov́ıdaj́ı stav̊um automatu

– ∼ je pravá kongruence:

Nechť u ∼ v a a ∈ Σ. Pak δ̂(q0, ua) = δ(δ̂(q0, u), a) =

δ(δ̂(q0, v), a) = δ̂(q0, va) a tedy ua ∼ va.

– L je sjednoceńım těch ťŕıd rozkladu určeného relaćı ∼, které

odpov́ıdaj́ı koncovým stav̊um automatu M �
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2 =⇒ 3

Nechť L je sjednoceńım některých ťŕıd rozkladu určeného pravou

kongruenćı R na Σ∗ s konečným indexem.

Pak prefixová ekvivalence ∼L má konečný index.

• uRv =⇒ u ∼L v pro všechna u, v ∈ Σ∗ (tj. R ⊆∼L)

• každá ťŕıda ekvivalence relace R je celá obsažena v nějaké ťŕıdě

ekvivalence ∼L

• index ekvivalence ∼L je menš́ı nebo roven indexu ekvivalence R

• R má konečný index =⇒ ∼L má konečný index �
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3 =⇒ 1
Nechť prefixová ekvivalence ∼L má konečný index.

Pak jazyk L je rozpoznatelný deterministickým konečným automatem.

Zkonstruujeme automat M = (Q,Σ, δ, q0, F ) přij́ımaj́ıćı L:

• Q = Σ∗/∼L

Stavy jsou ťŕıdy rozkladu Σ∗ určeného ekvivalenćı ∼L. (Konečnost!)

• F = {[v] | v ∈ L}

• q0 = [ε]

• δ je definována pomoćı reprezentant̊u: δ([u], a) = [ua]

Definice δ je korektńı, protože nezáviśı na volbě reprezentanta.
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Důkaz korektnosti, tj. L = L(M)

• δ̂([ε], v) = [v] pro každé v ∈ Σ∗ (indukćı k délce slova v)

• v ∈ L(M) ⇐⇒ δ̂([ε], v) ∈ F ⇐⇒ [v] ∈ F ⇐⇒ v ∈ L �
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Použit́ı Myhill-Nerodovy věty k d̊ukazu neregularity

L = {anbn | n ≥ 0}

Nechť i 6= j. Pak ai 6∼L a
j, protože aibi ∈ L ale ajbi 6∈ L.

Žádné ze slov a1, a2, a3, a4, a5, a6, . . . nepadnou do stejné ťŕıdy

ekvivalence relace ∼L.

∼L nemá konečný index =⇒

L neńı regulárńı (¬3 =⇒ ¬1)
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Použit́ı Myhill-Nerodovy věty k d̊ukazu regularity

L = {w ∈ {a, b}∗ | #a(w) ≥ 3}

Tř́ıdy ekvivalence relace ∼L: T1 = {w ∈ {a, b}∗ | #a(w) = 0}

T2 = {w ∈ {a, b}∗ | #a(w) = 1}

T3 = {w ∈ {a, b}∗ | #a(w) = 2}

T4 = {w ∈ {a, b}∗ | #a(w) ≥ 3}

∼L má konečný index =⇒

L je rozpoznatelný deterministickým konečným automatem,

tj. regulárńı (3 =⇒ 1)
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Daľśı použit́ı Myhill-Nerodovy věty

Věta 2.29. a 2.31. Minimálńı deterministický konečný automat

s totálńı přechodovou funkćı akceptuj́ıćı jazyk L je určen jednoznačně až

na isomorfismus (tj. přejmenováńı stav̊u). Počet stav̊u tohoto automatu

je roven indexu prefixové ekvivalence ∼L.
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