Konecné automaty

Definice 1. Deteministicky kone¢ny automat (Deterministic Finite
Automaton, DFA) M je pétice (Q, >, 9, qo, F'), kde

e () je neprazdnd kone¢nd mnoZzina stavi.

e > je konecna vstupni abeceda.

e 0: () XX — (@ je parcidlni prechodova funkce.

e o € () je potatecni (inicidlni) stav.

e ' C () je mnozina koncovych (akceptujicich) stavi.
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Priklad a zapis tabulkou
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Zapis grafem
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Vypocet kone€ného automatu

RozSifrena prechodova funkce o Q X X* — () je parcidlni funkce
definovana induktivné vzhledem k délce slova ze > *:

o 5(q,5) — ¢ pro kazdy stav g € Q).

5(6(q,w),a) je-li (g, w) i 8(8(q,w),a) definovéno,
L jinak.

¢ 8(Q7wa) — {

Slovo w je akceptovano automatem M pravé kdyz 5(q0,w) c F.

Slovo w je zamitano automatem M pravé kdyz S(QO,w) ¢ F.
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Jazyk pFijimany (akceptovany, rozpozndvany) automatem M je

A

L(M) = {w € X*| 0(qo,w) € F}.

Jazyk, ktery je rozpoznatelny (né&jakym) deterministickym kone¢nym
automatem, nazveme regularni.

Ekvivalenci deterministickych kone¢nych automati definujeme
podobné jako v p¥ipad& gramatik: automaty M a M’ jsou ekvivalentni,

pokud L(M) = L(M’).
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Parcialita prechodové funkce

Pfechodova funkce 0 zavedena jako parcialni.
Parcialita pfechodové funkce nemd podstatny vliv na vypocetni silu
kone¢nych automatu.

Lemma 1. Ke kazdému DFA M existuje ekvivalentni DFA M/’
s totdlni prechodovou funkci.

|dea dukazu

a

/\ b
— T
—(0——(1) (e —
W

a

IB102 Automaty, gramatiky a slozitost, 23.9.2013 6



Dikaz. Necht M = (Q, %, 4, qo, F).
Necht automat M’ je definovan pfedpisem

M= (QUA{p}, %, 0", q0, F), kde p € Q a

5'(q.a) = 6(q,a) je-li 6(q,a) definovano,
| p jinak.

Zejména &' (p,a) = p pro kazdé a € ¥

Dikaz korektnosti:

e M’ ma totdlni pfechodovou funkci — zfejmé z definice M.

e M a M’ jsou ekvivalentni — dokaZeme.

IB102 Automaty, gramatiky a slozitost, 23.9.2013



Indukci k délce slova ov&fime, Ze pro kazdé ¢ € () a w € X* plati

~ (g, w) je-li 6(g,w) definovéno,
6/(q7w) —

D jinak.

Jelikoz p € F, plati L(M) = L(M’).
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Konstrukce koneé¢nych automatu

Mame za ukol sestrojit automat rozpoznavajici jazyk
L ={w € {a,b}" | w obsahuje podslovo abaa}

Oznaceni stavll automatu zvolime tak, aby bylo patrné, jakd dcast
pozadovaného podslova abaa jiz byla automatem prectena:
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Priklad

{w € {a,b}* | w obsahuje podslovo abaa A (w =0b V w za&ina i kon&i
na a a mezi dvéma vyskyty
b je alesponi jedno a)}
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Synchronni paralelni kompozice automatii

Pro dané automaty M a My umoZiiuje sestrojit automat rozpozndvajici
prinik (sjednoceni, rozdil) jazykd L(M7) a L(Mo).

NeCh.\E Ml — (Ql) 27 517 d1, Fl), M2 — (QQ? Za 527 q2, FQ)
a prechodové funkce 01, 0> jsou totalni.

Definujeme DFA ./\/lg — (Qg, E,&g,(]g,Fg), kde

¢ Q3=0Q1 xQ2={(p,q) |p€ Q1,9 € Q2}
o [3=1I1 xFy={(p,q) | p€ Fi,q€ Fy}

* g3 = (q1,2)
o 63((107 Q)va) — (51(]77 a)752(q7 a))

Tvrzeni: L(M3) = L(M;y) N L(Mos)
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Dukaz. Nejprve dokazeme toto tvrzeni:

(SA:’)((C]hC]Q),w) = (p,q) <~ 01(q1, w) =pAda(g2,w) =q
Diikaz se provede indukci vzhledem k |w].
e Zakladni krok |w| = 0:

Z definice 83((q1, q2),€) = (q1,42), 01(q1,€) = qu, 02(qa, €) = qo.
Pro w = ¢ je tedy ekvivalence platna.

e Indukéni krok: Necht w = va, kde v € ¥*, a € Y. Plati:
53( q1,q2),va) = (p,q) <=

03((q1,42),v) = (r,8) A O3((r,5),0) = (p,q) <=
51(q v) =1 A (SAg(q2,v) =5 A d1(r,a) =p A d3(s,a) = q <
hu(

AA

01(q1,va) =p A d2(qe,va) = q
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Nyni jiz Ize snadno dokazat vlastni tvrzeni véty:

w € L(M3) <

03((q1,q2),w) = (p,q) kde p € Fra g€ F

01(qr,w) = pAda(ge,w) = q =

w € L(My) N L(Ms). []

Modifikace pro sjednoceni, tj. L(M3) = L(M1) U L(Mo):

DU: Modifikujte konstrukci tak, aby platilo L(M3) = L(M;1)~L(Msy).
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Automat pro komplement

K automatu M = (Q,X,6,q0, F) s totalni pfechodovou funkci

sestrojime automat M rozpoznavajici jazyk co—L(M) jako

m: (Q72767QO7Q\F)°

M: . M. .
| /\ |
b Q 0 b \\_a/
a a
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Limity kone¢nych automatu

L ={a"b" | n >0} = {e, ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb . . .}

aaaaabbbbhb
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Predpokladejme, Ze existuje automat M pf¥ijimajici jazyk L.
Necht M m3 k stavd.

Uvazme vypoclet M na slové a™b"™ kde n > k.

aaaaaaaaaaaaaaaaaaa bbbbbbbbbbbbbbbbbbb

ProtoZe n > k, musi existovat (z Dirichletova principu) stav p takovy,
Ze pri ¢teni inicialni posloupnosti symboli a projde automat stavem p
(alespori) dvakrat.
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aaaaaaaa aaaaaaa aaaabbbbbbbbbbbbbbbbbbb

Plati

A A A

6(qo,x) =p 6(p,y) =p o(p,z) =rerF

Pak ale

A

O(an,22) = 6(0(qo,2),2) = O(p,z) = reF

aaaaaaaa aaaabbbbbbbbbbbbbbbbbbb
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Analogicky muZeme “vsunout” slovo y

A AN AN AN AN AN

6(qo, zyyyz) = 9
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Lemma 2. [o vkladani, pumping lemma] Necht L je reguldrni jazyk.
Pak existuje n € N takové,

Ze libovolné slovo w € L délky alesporn n lze psat ve tvaru

w = zyz, kde |zy| < n, y # € a xy'z € L pro kazdé i € Ny.

Dikaz. Necht DFA M = (Q, %, 6, qo, F') rozpoznava jazyk L.
Polozme n = card(Q).

Pro libovolné slovo w € L délky alespon n plati, Ze automat M projde
pri akceptovani slova w (alespoii) dvakrat stejnym stavem.

Slovo w se tedy miizeme rozdélit na t¥i ¢asti: w = zyz, kde y # ¢ a
5(610,513) = p, S(p, y) =D a S(p, z) =r € F. Je zftejmé, Ze ke zopakovani
néjakého stavu dojde nejpozdéji po zpracovani prvnich n znakl a tedy
dostavame |zy| < n.

Déle 8(p,y") = p pro libovolné i € Ny, proto také d(qo, zy'z) = 7,
tj. zy'z € L(M) pro kazdé i € Ny. O
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L je regularni — dn e N .
VweL. (Jlw>n =
dx,y,z . (w=zyz N y#e A |lzy| <n A
Vi>0.zy'ze L))

Pomoci Lemmatu lze dokazat, ze néjaky jazyk neni regularni
Necht pro jazyk L plati:

e pro libovolné n € N

e existuje takové slovo w € L délky alespon n, pro které plati, Ze

e pfi libovolném rozdéleni slova w na takové t¥i &asti x, y, 2, Ze |xy| < n
ay+£e

e existuje alespori jedno i € Ny takové, e zy'z & L.

Pak z Lemma o vkladani plyne, Ze L neni regularni.
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Priklad dukazu ne-regularity
pomoci Lemmatu o vkladani

L = {uc™uf* | u € {a,b}*, m > 0}
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Myhill-Nerodova véta
Motivace |

L= {w e {a,b}" | #a(w) = 3}
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Prava kongruence
Definice 2.20. Necht ¥ je abeceda a ~ je ekvivalence na X*.

Ekvivalence ~ je prava kongruence (zprava invariantni), pokud pro
kazdé u, v, w € X" plati

U~ v =—uw ~ VW

Index ekvivalence ~ je pocet t¥id rozkladu >*/~.
Je-li téchto t¥id nekone¢né mnoho, klademe index ~ roven oc.

Tvrzeni 2.21. Ekvivalence ~ na X* je prava kongruence pravé kdyz
pro kazdé u,v € X, a € X plati u ~ v = ua ~ va.

(Implikace = je trividlni, implikace <= se snadno ukaZe indukci
k délce zprava pFitetézeného slova w.)
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Priklad
Y, ={a,b}

~: U ~ U <= u a v zadinaji stejnym symbolem

7/

~ ma . .. tridy ekvivalence

~ U~ U <= #Ho(u) = F#4(v)
~ ma . . . tfid ekvivalence

~: U ~ U <= u a v maji stejné predposledni pismeno
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Myhill-Nerodova véta
Motivace |l
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Prefixova ekvivalence

Definice 2.25. Necht L je libovolny (ne nutn& reguldrni) jazyk nad
abecedou X. Na mnoziné X* definujeme relaci ~, zvanou prefixova
ekvivalence pro L takto:

U ~, v Ly vweXtiuw e L = vw € L
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Priklad
L= {wE{ab} | #a(w) = 3}

~, ma . .. tfidy ekvivalence

L = {a”b” | n >0}
~;, ma ... tfid ekvivalence
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Myhill-Nerodova véta

Véta 2.28. Necht L je jazyk nad X.
Pak tato tvrzeni jsou ekvivalentni:

1. L je rozpoznatelny deterministickym konenym automatem.

2. L je sjednocenim nékterych t¥id rozkladu uréeného pravou kongruenci
na X.* s kone¢nym indexem.

3. Relace ~, ma konelny index.

Dukaz.

1 — 2
2 — 3
3 =1

[
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1 — 2

Jestlize L je rozpoznatelny deterministickym koneé¢nym automatem

pak L je sjednocenim nékterych tfid rozkladu urceného pravou
kongruenci na X* s kone¢nym indexem.

e pro dany L rozpozndvany automatem M zkonstruujeme relaci
pozadovanych vlastnosti

e M =1(Q,3,6,q0,F), 0 je totalni
e na X* definujme bindrni relaci ~ predpisem
def A 2
u~v <= 6(qo,u) = 9(qo,v)

e ukazeme, 7ze ~ ma poZadované vlastnosti
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— ~ je ekvivalence (je reflexivni, symetricka, tranzitivni)

— ~ ma konecny index
tridy rozkladu odpovidaji staviim automatu

— ~ Je prava kongruence:
Necht w ~ v a a € X. Pak 0(qo,ua) = 6(6(qo,u),a) =
0(6(qo,v),a) = 6(qo,va) a tedy ua ~ va.

— L je sjednocenim téch tfid rozkladu urceného relaci ~, které
odpovidaji koncovym staviim automatu M L]
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2 — 3

Necht L je sjednocenim né&kterych t¥id rozkladu uréeného pravou
kongruenci R na >* s kone¢nym indexem.
Pak prefixova ekvivalence ~;, ma konec¢ny index.

o uRv = u ~, v pro véechna u,v € ¥* (tj. R C~,)

e kazda tfida ekvivalence relace R je cela obsaZzena v néjaké tridé
ekvivalence ~;

e index ekvivalence ~, je mensi nebo roven indexu ekvivalence R

e R ma konecny index —> ~; ma kone¢ny index ]
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3—1

Necht prefixova ekvivalence ~, ma kone&ny index.
Pak jazyk L je rozpoznatelny deterministickym kone¢nym automatem.

Zkonstruujeme automat M = (Q, X, 6, qo, F') p¥ijimajici L:

e ()= Z*/NL

Stavy jsou tFidy rozkladu ¥* uréeného ekvivalenci ~,. (Kone¢nost!)
o F={{v]|ve L}
® qo = [¢]

e 0 je definovdna pomoci reprezentanti: d(|ul,a) = |ual
Definice 0 je korektni, protoZe nezavisi na volbé reprezentanta.
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Dikaz korektnosti, tj. L = L(M)
o 4([e],v) = [v] pro kazdé v € £* (indukci k délce slova v)

eveEL(M) — (e|l,v)eF < ]eF < vel
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Pouziti Myhill-Nerodovy véty k dukazu neregularity

L={a"b" | n >0}

Necht i # j. Pak a* 4, a’, protoZe a'b* € L ale a’b* & L.

/3dné ze slov a',a® a’ a* a°,a’ ... nepadnou do stejné t¥idy

ekvivalence relace ~;,.

~, nema konecny index —
L neni regularni (-3 = —1)
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Pouziti Myhill-Nerodovy véty k dikazu regularity

L= {w € {a,b}" | #a(w) = 3}

T¥idy ekvivalence relace ~;: T7; = {w € {a,b}* | #4.(w) =
To = {w € {a,b}" | #4(w) =
T3 = {w € {a,b}" | #4(w) =
Ty =A{w € {a,b}" | #4(w) >

~, ma konec¢ny index —
L je rozpoznatelny deterministickym kone¢nym automatem,
tj. regularni (3 = 1)
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Dalsi pouziti Myhill-Nerodovy véty

Véta 2.29. a 2.31. Minimalni deterministicky kone¢ny automat
s totdlni pfechodovou funkci akceptujici jazyk L je uréen jednoznacné az
na isomorfismus (tj. pfejmenovani stav(l). Pocet stavii tohoto automatu
je roven indexu prefixové ekvivalence ~,.
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