
Rozš́ı̌reńı konečných automat̊u I

Nedeterministické konečné automaty
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Definice 2.42. Nedeterministický konečný automat (NFA) je

M = (Q,Σ, δ, q0, F ), kde význam všech složek je stejný jako v definici

DFA s výjimkou přechodové funkce δ. Ta je definována jako (totálńı)

zobrazeńı δ : Q× Σ → 2Q.

Rozš́ı̌rená p̌rechodová funkce δ̂ : Q× Σ∗ → 2Q:

• δ̂(q, ε) = {q}

• δ̂(q, wa) =
⋃

p∈δ̂(q,w) δ(p, a)

Jazyk přij́ımaný nedeterministickým konečným automatem M je

L(M) = {w ∈ Σ∗ | δ̂(q0, w) ∩ F 6= ∅}
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Př́ıklad
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Ekvivalence DFA a NFA

Věta 2.43. Pro každý NFAM = (Q,Σ, δ, q0, F ) existuje ekvivalentńı

deterministický konečný automat.

Důkaz. Definujeme DFA M′ = (Q′,Σ, δ′, {q0}, F
′)

• Q′ = 2Q, tj. stavy automatu M′ jsou všechny podmnožiny Q.

• δ′(P, a) =
⋃

q∈P δ(q, a).

• Množina koncových stav̊u F ′ je tvǒrena právě těmi podmnožinami Q,

které obsahuj́ı nějaký prvek množiny F .
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Korektnost

• M′ je deterministický konečný automat.

• M a M′ jsou ekvivalentńı:

indukćı k délce w ∈ Σ∗ dokážeme: δ̂(q0, w) = δ̂′({q0}, w)

Základńı krok |w| = 0: Plat́ı δ̂(q0, ε) = {q0} = δ̂′({q0}, ε).

Indukčńı krok: Nechť w = va, pak

δ̂(q0, va) =
⋃

p∈δ̂(q0,v)
δ(p, a) = δ′(δ̂(q0, v), a) (viz definice δ′)

= δ′(δ̂′({q0}, v), a) (indukčńı předpoklad) = δ̂′({q0}, va).

Pak L(M) = L(M′), neboť

w ∈ L(M) ⇐⇒ δ̂(q0, w) ∩ F 6= ∅ ⇐⇒

δ̂′({q0}, w) ∩ F 6= ∅ ⇐⇒ δ̂′({q0}, w) ∈ F ′ ⇐⇒ w ∈ L(M′). ✷
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Algoritmus transformace NFA na ekvivalentńı DFA
Vstup: Nedeterministický konečný automat M = (Q,Σ, δ, q0, F ).

Výstup: Ekvivalentńı DFA M′ = (Q′,Σ, δ′, {q0}, F ′)

bez nedosažitelných stav̊u a s totálńı přechodovou funkćı.

1 Q′ := {{q0}}; δ′ := ∅; F ′ := ∅; Done := ∅;

2 while (Q′
rDone) 6= ∅ do

3 M := libovolný prvek množinyQ′
rDone

4 if M ∩ F 6= ∅ then F ′ := F ′ ∪ {M} fi

5 foreach a ∈ Σ do

6 N :=
⋃

p∈M δ(p, a)

7 Q′ := Q′ ∪ {N}

8 δ′ := δ′ ∪ {((M,a), N)} od

9 Done := Done ∪ {M}

10 od

11 M′ := (Q′,Σ, δ′, {q0}, F
′)
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Důsledky determinizace konečných automat̊u

Věta 2.44. Pro každé n ∈ N existuje NFA o n stavech takový, že

ekvivalentńı DFA má i po minimalizaci 2n stav̊u.

Důkaz: vynechán.
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Rozš́ı̌reńı konečných automat̊u II

Automaty s εεε-kroky
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Definice 2.46. Nedeterministický konečný automat s ε-kroky je

M = (Q,Σ, δ, q0, F ), kde význam všech složek je stejný jako v definici

NFA s výjimkou přechodové funkce δ. Ta je definována jako totálńı

zobrazeńı δ : Q× (Σ ∪ {ε}) → 2Q.

Rozš́ı̌rená p̌rechodová funkce

Definujeme funkci Dε : Q → 2Q následuj́ıćım předpisem.

Dε(p) je nejmenš́ı množina X ⊆ Q taková, že plat́ı:

• p ∈ X,

• pokud q ∈ X a r ∈ δ(q, ε), pak také r ∈ X.

Rozš́ı̌reńı funkce Dε na množiny stav̊u: pro Y ⊆ Q polož́ıme

Dε(Y ) =
⋃

q∈Y

Dε(q).
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Př́ıklad - výpočet Dε
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Definice rozš́ı̌rené přechodové funkce δ̂ : Q× Σ∗ → 2Q

• δ̂(q, ε) = Dε(q),

• δ̂(q, wa) =
⋃

p∈δ̂(q,w)Dε(δ(p, a)).

Lemma 2.47. V přechodovém grafu automatu M existuje cesta

p1
ε
→ . . .

ε
→ pm

a
→ q1

ε
→ . . .

ε
→ qn, kde m,n ≥ 1, a ∈ Σ, právě když

qn ∈ δ̂(p1, a).

Jazyk přij́ımaný automatem M s ε-kroky je

L(M) = {w ∈ Σ∗ | δ̂(q0, w) ∩ F 6= ∅}.
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Př́ıklad - výpočet rozš́ı̌rené p̌rechodové funkce

pro automat s εεε-kroky
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Ekvivalence automat̊u s εεε-kroky a NFA

Věta 2.48. Ke každému NFA M = (Q,Σ, δ, q0, F ) s ε-kroky existuje

ekvivalentńı NFA (bez ε-kroků).

Důkaz. Konstrukce M = (Q,Σ, γ, q0, G) bez ε-kroků:

γ(q, a) = δ̂(q, a) pro každé q ∈ Q, a ∈ Σ

G =

{
F pokud Dε(q0) ∩ F = ∅,

F ∪ {q0} jinak.

Korektnost: Dokážeme, že pro libovolné p ∈ Q, w ∈ Σ+ plat́ı

δ̂(p,w) = γ̂(p,w) (indukćı vzhledem k délce slova w).

Algoritmus ✷
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Uzávěrové vlastnosti regulárńıch jazyk̊u

Věta 2.49. a 2.51. Tř́ıda regulárńıch jazyků je uzav̌rená na sjednoceńı,

pr̊unik, rozd́ıl a komplement.

Důkaz. synchronńı paralelńı kompozice automat̊u + komplement. ✷

Př́ıklad. L1 = {aibicj | 2i ≥ j ≥ 0}

L2 = {a}∗.{b}∗

L3 = {anbn | n ≥ 0}

L1 ∩ L2 = L3

Jazyk L2 je regulárńı, L3 neńı regulárńı =⇒ L1 neńı regulárńı.
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Věta 2.52. Tř́ıda regulárńıch jazyků je uzav̌rená na žretězeńı.

Důkaz.

Nechť L1 a L2 jsou regulárńı jazyky, rozpoznávané NFA M1 =

(Q1,Σ1, δ1, q1, F1) a M2 = (Q2,Σ2, δ2, q2, F2), kde Q1 ∩Q2 = ∅.

Definujeme NFA s ε-kroky M1 ⊙M2 = (Q1 ∪ Q2,Σ1 ∪ Σ2, δ, q1, F2),

kde

δ = δ1 ∪ δ2 ∪ {((p, ε), {q2}) | p ∈ F1}.
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Korektnost: Chceme dokázat L(M1 ⊙M2) = L(M1).L(M2)

⊇: Nechť u ∈ L(M1), tedy ∃r ∈ F1 splňuj́ıćı r ∈ δ̂1(q1, u).

Nechť v ∈ L(M2), tedy δ̂2(q2, v) ∩ F2 6= ∅. Pak

δ̂(q1, uv) =
⋃

p∈δ̂(q1,u)

δ̂(p, v) ⊇ δ̂(r, v) ⊇ δ̂(q2, v) = δ̂2(q2, v).

Protože δ̂2(q2, v) ∩ F2 6= ∅, tak δ̂(q1, uv) ∩ F2 6= ∅.

Tedy uv ∈ L(M1 ⊙M2).

⊆:

✷
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Věta 2.53. Tř́ıda regulárńıch jazyků je uzav̌rená na iteraci.

Důkaz.

Nechť L je regulárńı jazyk akceptovaný NFA M = (Q,Σ, δ, q0, F ).

Definujeme NFA s ε-kroky M∗ = (Q ∪ {p},Σ, δ′, p, {p}), kde p 6∈ Q a

δ′ = δ ∪ {((p, ε), {q0}} ∪ {((q, ε), {p}) | q ∈ F}.
✷
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Uzávěrové vlastnosti regulárńıch jazyk̊u - Shrnut́ı
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Regulárńı výrazy

Definice 2.58. Množina regulárńıch výraz̊u nad abecedou Σ,

označovaná RE(Σ), je definována induktivně takto:

1. εεε, ∅∅∅ a aaa pro každé a ∈ Σ jsou regulárńı výrazy nad Σ

(tzv. základńı regulárńı výrazy).

2. Jsou-li E,F regulárńı výrazy nad Σ, jsou také (E.F ), (E+F ) a (E∗)

regulárńı výrazy nad Σ.

3. Každý regulárńı výraz vznikne po konečném počtu aplikaćı kroků 1–2.

IB102 Automaty, gramatiky a složitost, 7. 10. 2013 19



Každý regulárńı výraz E nad abecedou Σ popisuje (jednoznačně určuje)

jazyk L(E) nad abecedou Σ podle těchto pravidel:

L(εεε)
def
= {ε}

L(∅∅∅)
def
= ∅

L(aaa)
def
= {a} pro každé a ∈ Σ

L(E.F )
def
= L(E).L(F )

L(E + F )
def
= L(E) ∪ L(F )

L(E∗ )
def
= L(E)∗
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Př́ıklady

IB102 Automaty, gramatiky a složitost, 7. 10. 2013 21



Ekvivalence konečných automat̊u a reg. výraz̊u

76 54
01 23RE

76 54
01 23DFA

76 54
01 23NFA

Věta 2.43
oo

76 54
01 23NFA s ε-kroky

Věta 2.48
oo

Věta 2.60. Nechť E je regulárńı výraz. Pak existuje konečný

automat rozpoznávaj́ıćı L(E).

Důkaz. Pro libovolnou abecedu Σ lze zkonstruovat konečné automaty,

které rozpoznávaj́ı jazyky popsané základńımi regulárńımi výrazy, tj. ∅,

{ε} a {a} pro každé a ∈ Σ. Tvrzeńı věty pak plyne z uzav̌renosti

jazyků rozpoznatelných konečnými automaty v̊uči operaćım sjednoceńı,

žretězeńı a iteraci. ✷
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Př́ıklad
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76 54
01 23RE

76 54
01 23DFA

76 54
01 23NFA

Věta 2.43
oo

76 54
01 23NFA s ε-kroky

Věta 2.48
oo

Věta 2.62. Nechť L je akceptovaný nějakým DFA, pak L je

popsatelný nějakým regulárńım výrazem.

Důkaz bude podán později pomoćı regulárńıch přechodových graf̊u.

Kleeneho věta 2.63. Libovolný jazyk je popsatelný regulárńım

výrazem právě když je rozpoznatelný konečným automatem.

Ekvivalentńı formulace: Tř́ıda jazyků rozpoznatelných konečnými

automaty je nejmenš́ı ťŕıda, která obsahuje všechny konečné množiny a

je uzav̌rena na sjednoceńı, žretězeńı a iteraci.

IB102 Automaty, gramatiky a složitost, 7. 10. 2013 24



Regulárńı p̌rechodový graf

Definice 2.64.

Regulárńı p̌rechodový graf M je pětice (Q,Σ, δ, I, F ), kde

• Q je neprázdná konečná množina stav̊u.

• Σ je vstupńı abeceda.

• δ : Q×Q → RE(Σ) je parciálńı přechodová funkce.

• I ⊆ Q je množina počátečńıch stav̊u.

• F ⊆ Q je množina koncových stav̊u.
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Př́ıklad
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Slovo w ∈ Σ∗ je grafem M akceptováno, právě když

• existuje posloupnost stav̊u q0, . . . , qn, kde n ≥ 0, q0 ∈ I, qn ∈ F

• a δ(qi−1, qi) je definováno pro každé 0 < i ≤ n

taková, že

• w lze rozdělit na n část́ı w = v1 . . . vn tak, že

• vi ∈ L(δ(qi−1, qi)) pro každé 0 < i ≤ n.

Slovo ε je akceptováno také tehdy, je-li I ∩ F 6= ∅.
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Převod regulárńıho p̌rechodového grafu na NFA

Motivace

Věta 2.65. Pro libovolný regulárńı přechodový graf M =

(Q,Σ, δ, I, F ) existuje ekvivalentńı NFA M′ s ε-kroky.
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Důkaz. Algoritmus konstrukce NFA M′ s ε-kroky.
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Krok 1 Ke grafu M přidáme nový stav q0 a hranu q0
ε
→ q pro každé

q ∈ I. Stav q0 bude (jediným) počátečńım stavem automatu M′,

prvky F jeho koncovými stavy.
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Krok 2 Opakovaně realizuj kroky (a) a (b) dokud přechodový graf

obsahuje alespoň jednu hranu ohodnocenou symbolem, který nepaťŕı

do Σ ∪ {ε}, tedy je tvaru F +G, F.G, F ∗ nebo ∅.

(a) Odstraň všechny hrany, které jsou ohodnoceny symbolem ∅.

(b) Vyber libovolnou hranu p
E

→ q, kde E 6∈ Σ ∪ {ε}, odstraň ji a

proveď následuj́ıćı:

onmlhijkp
F+G

//onmlhijkq =⇒ onmlhijkp
F

//

G

//

onmlhijkq

onmlhijkp
F.G

//onmlhijkq =⇒ onmlhijkp
F

//onmlhijks
G

//onmlhijkq

onmlhijkp
F ∗

//onmlhijkq =⇒ onmlhijkp
ε

//onmlhijks
ε

//

[\
✁
✁
✁
✁

_^]F
��

onmlhijkq
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Konečnost algoritmu M obsahuje pouze konečně mnoho hran,

tj. konečně mnoho regulárńıch výraz̊u. Každý regulárńı výraz obsahuje

jen konečně mnoho výskyt̊u +, . a ∗. V každém kroku 2(b) jeden výskyt

odstrańıme.

Korektnost algoritmu

• Výsledný graf je přechodovým grafem nedeterministického konečného

automatu M′ s ε-kroky.

• Př́ımo z definice regulárńıho přechodového grafu se snadno ově̌ŕı,

že kroky 1 a 2 popsaného transformačńıho algoritmu zachovávaj́ı

ekvivalenci automat̊u, proto L(M) = L(M′).

✷

IB102 Automaty, gramatiky a složitost, 7. 10. 2013 32


