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Kleeneho véta 2.63. Libovolny jazyk je popsatelny regularnim
vyrazem pravé kdyZ je rozpoznatelny kone¢nym automatem.
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Prevod DFA na regularni prechodovy graf

Motivace

Véta 2.66. Pro kazdy regularni prechodovy graf M =
(Q,3,90,1, F) existuje ekvivalentni reguldrni p¥echodovy graf M’ =
{z,y}, 2,0, {x},{y}), kde o' mlZe byt definovano pouze pro dvojici

(z,9).
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Dikaz. Algoritmus transformace

Krok 1 Ke grafu M pfidame novy pocateéni stav x a novy koncovy
stav y. P¥iddme také hrany z = ¢ pro kazdé ¢ € I a r — y pro

kazdé r € F'.
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Krok 2 Kazdy stav p rlzny od x,y nyni odstranime spolu s hranami,
které do p vchazeji nebo z p vychazeji. Pokud do p nevede hrana z
jiného uzlu, je nedosazitelny z pocatecniho stavu. Pokud z p nevede
hrana do jiného uzlu, nelze z p dosahnout koncovy stav. V obou
pripadech p odstranime bez nahrady.

Pro kaZzdou dvojici vstupni hrany vedouci do p z jiného uzlu a
vystupni hrany vedouci z p do jiného uzlu p¥idame pfimy prechod.
Pak p odstranime.

St =

e
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Po odstranéni vSech stavu ruznych od = a y zustanou tyto dva stavy
spolu s (Zadnou nebo jednou) hranou z = do y.

Kone€nost algoritmu  Kazdym krokem 2 snizime pocet stavi.

Korektnost algoritmu / definice reguldrniho prechodového grafu
pfimo ovéfime, Ze kroky 1 1 2 zachovavaji ekvivalenci. O
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Ekvivalence koneé¢nych automatu
a regularnich gramatik

Pojem reguldrniho jazyka byl definovan dvakrat — nejprve pomoci
regularni gramatiky a pak jesté jednou pomoci kone¢ného automatu.
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Prevod regularni gramatiky na koneé¢ny automat

Lemma 2.69. Ke kazdé regularni gramatice G = (N, X, P, S) existuje
nedeterministicky koneény automat M = (Q, 3,9, qo, F') takovy, Ze
L(G) = L(M).

Dukaz.
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Konstrukce kone¢ného automatu
O Q:{Z‘AEN}U{CH}, kde QfQN.
° =25

e J je nejmensi funkce Q x ¥ — 2% spliiujici:

— Pokud A — aB je pravidlo v P, pak B € §(4, a).
— Pokud A — a je pravidlo v P, kde a # ¢, pak q; € 6(A, a)

7 {S,qr} pokud S — ¢ je pravidlo v P,
o p—
{qr} jinak.

IB102 Automaty, gramatiky a slozitost, 14.10.2013



Korektnost  Nejprve indukci vzhledem ke k dokazeme, Ze pro kazdé
ai,...,ar € 2 a B e N plati

S=%ay...apB <+—= BES(?,al...ak).

e Zakladni krok k = 0:  Z definice 4 plyne §(S,¢) = {S}. Proto

S="B «+<— B=S <+— B-=

Vs

— BeiS,e)
e Indukéni krok:
S="ai...ar11B
<= dC &€ N takové, ze S =" ay...arC = ay...ap11 B
<= 3C € N takové, 7¢ C € 6(S,a1...a5) AN C — ap41B
= 3C € N takové, 2 C € 6(S,a1...ax) N B € 6(C,ap1)
— Bed(S,ar...an).
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Dokazali jsme: S=*ay...arB <= BE¢€ 5(?, ai ...ax)
UkaZeme, Ze w € L(G) <= w € L(M):
o W —=¢:

ecL(G) <<= S—eccP & ScF < € L(M)

o W =wva, kdev € X* a € X

va € L(G) S =*vB = va
S=*vB N B—acP
B ed(S,v) A qr€d(B,a)

gr € 0(S,va) <= wa € L(M)

ITil
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Prevod kone¢ného automatu na regularni gramatiku

Lemma 2.71 Pro kazdy koneény automat M = (Q,>,9,qo, F)
existuje reguldrni gramatika G = (N, X, P, S) takova, ze L(M) = L(G).

Dukaz.
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Bez Ujmy na obecnosti predpokladejme, ze M je nedeterministicky.

e N={7]qcQ}U{S} kde S ¢Q

e P je negimensi mnozina pravidel spliujici:
— Pokud p € §(q,a), je § — ap pravidlo v P.
— Pokud p € 6(q,a) ap € F, je g — a pravidlo v P.
— Pokud p € §(qo,a), je S — ap pravidlo v P.
— Pokud p € 6(qg,a) ap € F, je S — a pravidlo v P.
— Pokud ¢q¢ € F', je S — ¢ pravidlo v P.

Gramatika G = (N, X, P, S) je zfejmé regularni.

A

Plati:  d(qo,a1...ax) N F #0, kde k> 0,a1,...,ar € X

<— S=%a1...ax -
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Rozhodnutelné problémy pro tfidu reg. jazyku

Reguldrni jazyk — popsany nékterym z uvazZovanych formalismi.
Otazky: Mame-li dany kone&né automaty M a M’ nad X
ekvivalence: jsou M a M’ ekvivalentni? (plati L(M)=L(M’")?)
inkluze (jazyk(): plati L(M) C L(M') 7

pFislusnost (slova k jazyku): je-li ddno w € ¥*, plati w € L(M) ?
prazdnost (jazyka): je L(M) =107

univerzalita (jazyka): je L(M) =X* 7

kone&nost (jazyka): je L(G) kone&ny jazyk?
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Véta 2.74 Problém prazdnosti (L(M) = D) a problém univerzality
(L(M) = >*) jsou rozhodnutelné pro reguldrni jazyky.

Dikaz. L(M) je prazdny, pravé kdyZ mezi dosaZitelnymi stavy
automatu M neni Zadny koncovy stav.
Univerzalita: L(M) = ¥* <= co-L(M) = 0. O

Véta 2.77 Problém ekvivalence je rozhodnutelny pro reguldrni jazyky.

Dukaz. Pro libovolné L, Lo plati:
(Li=Ls) <= (L1Nco-Ls) U (co—LyN Ly) = 1.

Pro L1, Lo zadané automaty lze uvedené operace algoritmicky realizovat.
Alternativné: minimalizace a kanonizace. O
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Véta 2.76 Problém, zda jazyk L zadany automatem M je konecny,
resp. nekonecény, je rozhodnutelny.

Dikaz. Necht M je DFA. L je nekoneény pravé kdyz M akceptuje
alesponi jedno slovo w € ¥* s vlastnosti n < |w| < 2n, kde n = card(Q).

(=) L nekonelny, pak existuje u € L takové, Ze |u| > n.

Je-li |u| < 2n, jsme hotovi.

Necht |u| > 2n. Z lemma o vkladani plyne, Zze u = zyz, kde 1 < |y| < n
axz € L. Plati |zz| > n. Pokud |zz| > 2n, cely postup opakujeme.

(<) |w| > n, pak M na w musi projit dvakrat stejnym stavem.
Proto w = xyz tak, Ze |y| > 1 a plati xzy'z € L pro kazdé i € Ny (viz
dikaz lemmatu o vkladani), tedy L je nekonelny.

Existenci w € L takového, 72e n < |w| < 2n, lze algoritmicky ovéFit
(slov je kone¢n& mnoho, “vyzkousime” kaZdé z nich). O
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Aplikace reg. jazyku a kone€nych automatu

vyhledavani vzora (pattern matching) v textu (editory, textové systémy),
DNA sekvencich, . . .
Napriklad v Unixu:

grep - vyhledavani podle zadaného regularniho vyrazu
egrep - vyhledavani podle zadaného rozsifeného regularniho vyrazu
fgrep - vyhledavani podle zadaného fetézce

Zpracovani lexikalnich jednotek naptiklad pfi automatizované konstrukci
prekladadll (lex, flex)

Zpracovani obrazii (image processing)
Kone¢né automaty nad nekoneé¢nymi slovy
Specifikace a verifikace kone¢né stavovych systémii

Kone¢né automaty s vystupem
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Bezkontextové jazyky

Bezkontextova gramatika (context-free grammar, CFG) G je
Ctvefice (IV, X, P, S), kde
e N je neprazdna konec¢na mnozina neterminalnich symbolu,

e ¥ je kone¢nd mnoZina terminalnich symboli takovd, Ze NNX = ()
(znaleni: V = N UY),

e S € N je pocatecni neterminal,

e PC N x V™ je kone¢nd mnozina pravidel.

Jazyk je bezkontextovy, pokud je generovany néjakou bezkontextovou
gramatikou.
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Derivac¢ni stromy pro bezkontextové gramatiky

Definice 3.1. Necht G = (N, X, P, S) je CFG.
Strom 1" nazveme derivaénim stromem v G pravé kdyz

/

1. kofen ma navésti .S, vnitfni uzly maji ndvésti z IV, listy maji navésti

z NUXU{e},
2. ma-li vnit¥ni uzel ndvésti A a jeho vSichni synové nq, ..., ng
maji v usporadani zleva doprava navésti Xq,..., X, €V, pak

A—)Xl...XkEP,
3. kazdy list s navéstim < je jedinym synem svého otce.

Vysledkem deriva¢niho stromu 7' nazveme slovo vzniklé zietézenim
naveésti listl v usporadani zleva doprava.

IB102 Automaty, gramatiky a slozitost, 14.10.2013 19



Vztah mezi derivaénimi stromy a relaci ="

Véta 3.3. Necht G = (N, X, P,S) je CFG. Pak pro libovolné
a € (N UX)* plati S =* « pravé kdyZ v G existuje derivaéni strom s
vysledkem «.

Diikaz. Oznatme G4 =24 (N,3, P, A), kde A € N. Dokédzeme, Ze pro
kazdé A € N plati

A="a < v G4 existuje derivaéni strom s vysledkem «

(<) Necht « je vysledkem deriva&niho stromu, ktery ma k vnitfich

uzld. Indukci vzhledem ke k£ ukdZeme, Ze pak A =™ «.
Zakladni krok £ = 1:
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Indukéni krok £ > 1:
(IP) Tvrzeni plati pro stromy s nejvySe k — 1 vnitfnimi uzly.
Strom 1" s k uzly:

e je-li X, list, oznaCme a; = X
e neni-li X; list, pak «; je vysledkem podstromu 7; s kofenem X;
o Vysledek T" je a1 ... ay.

Plati: X, =% «a; (pro X;, které neni listem, podle (IP))
A— X;...X, € P (zdefinice deriv. stromu)

Dostavame A= X;... X,, =" o1...q,.
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(=) Necht A =* «. Ukdzeme, Ze v G4 existuje derivalni strom
s vysledkem «. PouZijeme indukci k délce odvozeni A =* «.

Zakladni krok A = a: Pak a = A a odpovidajici derivaéni strom
ma jen jeden uzel (koFen je list) s oznadenim A.

Indukéni krok A "2 o, k > 0
(IP) Pro kazdé B € N plati: pokud B =* 8 v nejvySe k krocich,
pak v Gp existuje derivaéni strom s vysledkem 5.

k+1 k <k
AQ;C\{ — A= X1...X,,=> a1...qa,, kde X; = «;

Konstrukce stromu s vysledkem a:
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Jednoznacnost derivacénich stromu

Derivace je sekvence S = a1 = as = ... = .

Leva (resp. prava) derivace je takova derivace, kde kaZzdé a;.1 1 vznikne
z «; prepsanim nejlevéjSiho (resp. nejpravéj$iho) neterminalu.

Kazdému deriva¢nimu stromu odpovida jedinad leva derivace.
Kazdé levé derivaci odpovida jediny deriva¢ni strom.

Analogicky pro pravou derivaci.

Existuje pro kazdé w € L(G) pravé jeden derivani strom?
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Definice 3.7. CFG G se nazyva viceznatna (nejednoznacnd) pravé
kdyZ existuje w € L(G) majici alespori dva riizné derivani stromy.

V opaéném ptipadé fikdme, Ze G je jednoznacna.

Bezkontextovy jazyk L se nazyvad vnitfné (inherentné) viceznaény,
pravé kdyz kazda bezkontextova gramatika, ktera jej generuje, je

viceznacéna.
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