Kanonické tvary bezkontextovych gramatik

e redukované bezkontextové gramatiky
e gramatiky bez e-pravidel

e gramatiky bez jednoduchych pravidel
e gramatiky bez levé rekurze

e Chomského normdlni forma

e Greibachové normalni forma
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Redukované bezkontextové gramatiky

Definice 3.7 Symbol X € N U X je nepouzitelny v CFG ¢ =
(N, >, P, S) pravé kdyz v G neexistuje derivace tvaru

S ="wXy =" wry

pro 7?3dné w,x,y € X*. Rekneme, %¢ G je redukovand, jestlize
neobsahuje zadné nepouZitelné symboly.
X je nepouzitely typu | <= neexistuje w € X*
(tj- nenormovany) spliiujici X =* w

X je nepouzitely typu Il <= neexistuji o, 8 € (N U X)*
(tj- nedosazitelny) spliujici S =* a X[
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Nalezeni nepouzitelnych symbolu typu |
(neexistuje w € ¥*: A =" w)

Vstup: CFGG=(N,X%, P, S)

Vystup: N, ={A|Jw e ¥*. A =" w} (normované neterminaly)
17:=0; Nog:=10

crepeat 7:=1+41

3 NiZ:Ni_lU{A‘A%&EP,CkE(Ni_luz)*}

4 until NZ = Ni—l
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Korektnost algoritmu

Konecnost.
Spravnost vysledku: Dokazeme A € N, <— dw € ¥X*. A =™ w.

(=) Indukci k 7 dokdZeme A€ N, — Jw € T*. A =* w.

Zakladni krok ¢ = 0: Plati trividln&, protoZze Ny = 0.

Indukéni krok: (IP) Tvrzeni plati pro i. DokaZeme pro i + 1.

e Ac N;. Tvrzeni plyne z (IP).

e Ac N;ji1~N;. Pakexistue A — X;... X, € P,
kde kazdé X; je terminal nebo neterminal patfici do V;.
Podle (IP) existuje w; tak, Ze X; =" w;.

Tedy A = Xq...Xp =" w1 Xo... X = ... =% w;...

kde wl...wkEZ*.
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(<=) Indukci k n dokaZzeme
A= w,weX* = Ae N, pro n&jaké i.

Zakladni krok n =1: A — w € P okamzité dava 1 = 1.

Indukéni krok: (IP) Predpokladejme, Ze dokazované tvrzeni plati pro
véechna n’ < n.

Nechf A "' w. A= X,...X;, = w, kde ngwj an; <n.
Pokud X; € N, pak podle (IP) X; € N;. pro n&aké i;.

Pokud X; € X, klademe ¢; = 0.

Polozme ¢ = 1 4+ max{iy,...,ix}. Pak ztejm& A € N,.
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Disledek 3.10. Existuje algoritmus, ktery pro libovolnou danou CFG
G rozhoduje, zda L(G) = 0.

Diikaz. Stadi ovéfit, zda S € N.. O

Véta. Necht G = (N,X, P, S) je CFG takovd, ze L(G) # (. Pak
existuje ekvivalentni CFG G’ bez nepouZitelnych netermindli typu |.

Dikaz. Sta&i spocditat mnoZinu N, a polozit G’ = (N, X, P/, S), kde
P'= PN N,x (N,UX)" =
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Nalezeni nepouzitelnych symbolu typu Il
(neexistuji o, 3 € (N UX)* : § =" aXp)

Vstup: CFGG=(N,X%, P, S)
Vystup: CFG G' = (N’ Y, P’,S) bez nedosaZitelnych symboli
spliujici L(G) = L(G’)

11:=0; V;:={S5}

crepeat 7:=1+41

3 Vi=V, 1U{X eNuUX|dAeV, 1. A—dXp € P}
+ until V,=V,_4

s N'=NNVy X :=XNnV; PP:=Pn(V; x V¥)

Korektnost: X €¢ N'UY <= da,f € (N UY)*. §S=*aXp
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Priklad
G =({S,A,B},{a,b,c,d,e}, P,S), kde P obsahuje pravidla

S — aSb | ¢ | aB
A — dA | d
B — eB
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Eliminace nepouzitelnych symbolu

Véta 3.11. Kazdy neprazdny bezkontextovy jazyk L je generovan
néjakou redukovanou CFG.

Dikaz. Necht L je generovan n&jakou CFG G.
Krok 1. Z G odstranime symboly typu | (vysledek oznacme G ).
Krok 2. Z G; odstranime symboly typu Il (vysledek ozna¢me G5).
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Korektnost:  Sporem dokazeme, Z7e G je redukovand CFG.
Predpokladejme, ze Go ma nepouzitelny symbol X.

o v Gy existuje derivace S = aX [
e v3echny symboly z G5 jsou téZ v G4
e pro n&jaky terminalni Yetéz w plati S = aXp =5 w

e zadny symbol z derivace a X5 =5 w neni krokem 2 eliminovan a
proto aXf =g w

Vime tedy, Ze existuje derivace S = aX [ =, w, kde w je terminalni
fetéz. To je ve sporu s predpokladem, Ze X je v Gy nepouzitelny. O
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e-pravidla

Definice 3.13. Rekneme, e CFG G = (N,3, P, S) je bez e-pravidel
pravé kdyz bud

1. P neobsahuje Zadné e-pravidlo (tj. pravidlo tvaru A — £ ) nebo

2. v P existuje pravé jedno e-pravidlo S — ¢ a S se nevyskytuje na
pravé strané zadného pravidla z P.
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Priklad

G = ({S,A,B},{a,b,c}, P,S), kde P obsahuje pravidla

S — aAbBc
A — BB | a| ¢
B — AcA | b
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Algoritmus pro odstranéni c-pravidel

Vstup: CFG G = (N,X, P,S)

Vystup: CFGG' = (N', X, P',S") bez e-pravidel spliiujici L(G)=L(G")
1 Zkonstruuj N, ={A e N | A= ¢}

2 MnoZinu pravidel P’ zkonstruuj takto:

s foreach A — X;...X,, € Pdo

¢+ ptidej do P’ v8echna pravidla tvaru A — g ... «,, spliiujici

5 (a) pOkUd Xz ¢ Ng pak Q; = Xz

6 (b) pokud X; € N, pak «; je bud X;, nebo &

7 (c) ne v8echna «; jsou €

s od

9 if S € N, then pfidej do P’ pravidla " — S |e (5" ¢ NUX);
10 N':=NU{5"}

11 else N':=N; §':=5Hfi
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Priklad
G = ({S,A,B},{a,b,c}, P,S), kde P obsahuje pravidla

S — aAbBc | AB
A — BB | a| ¢
B — AA | b
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Korektnost algoritmu

Konecnost.
Vysledna gramatika je bez =-pravidel.

Ekvivalence gramatik.
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Jednoducha pravidla

Jednoduchym pravidlem nazyvame kazdé pravidlo tvaru A — B, kde
A, BeN.

S — aAbBc
A — aA | B | a
B — bB | b
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Algoritmus pro odstranéni jednoduchych pravidel
Vstup: CFG G = (N,X, P,S) bez e-pravidel
Vystup: CFG G’ = (N, X, P’,S) bez jednoduchych a e-pravidel, kde
L(G) = L(G)
1 foreach A € N do
2 1:=0; N;:={A}
3 repeat 1:=1+1

4 N;: =N, Uu{C|B—-CeP,BeN,; 1}
5 until NV, = N,_4

6 Ny:=N;

7 od

s P':=1()

o foreach A € N do
0w P :=PU{A—a|Be&NyAB— aé¢c P neni jednoduché}
11 od
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Priklad

G=({S,A,B,C} {a,b,c}, PS),
kde P obsahuje pravidla

S — ABC
A — adA
B — bB
C — cC

| a

s Y
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Korektnost algoritmu

Konecnost.
Vysledna gramatika neobsahuje jednoducha pravidla.

Ekvivalence gramatik:

L(G") € L(G) Necht w € L(G'), pak existuje derivace
S = ag =g 1 =gl ... =g Qp = W.
Pokud bylo pfi kroku a; =g/ a;+1 pouzito pravidlo A — (3, pak
existuje néjaké B € N4 takové, Ze v G plati A =" B a B — 0.
Tedy v G plati A =* (8 a a; =" a;11.

L(G) € L(G") Necht w € L(G), pak existuje leva derivace
S=ay=>ga1 =>g... =g a, =w.
Tu lze rozdélit na useky tak, ze v celém Useku se pouZila pouze
jednoducha pravidla anebo Zadné jednoduché pravidlo. Useky
s jednoduchymi pravidly Ize nahradit.
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Vlastni bezkontextova gramatika

Definice 3.17. CFG G = (N, X, P, S) se nazyva necyklicka, pravé
kdyZ? neexistuje A € N takovy, ze A =71 A.

G se nazyva vlastni, pravé kdyZ je bez nepouzitelnych symbolii, bez
e-pravidel a necyklicka.

Véta 3.18. Ke kaZdému neprazdnému bezkontextovému jazyku
existuje vlastni bezkontextova gramatika, ktera jej generuje.

Dukaz. Z bezkontextové gramatiky pro neprazdny jazyk odstranime
e-pravidla a jednoducha pravidla. Odstranénim nepouzitelnych symboli
pak ziskame vlastni gramatiku. O
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Chomského normalni forma

Definice 3.19. Bezkontextovd gramatika G = (N,X, P, S) je

v Chomského normalni formé (CNF) PLLEN G je bez e-pravidel a
kazdé pravidlo z P ma jeden z téchto tvaru:

1. A— BC, kde B,C € N
2. A —=a, kdea € X
3. — ¢

Véta 3.21. KaZdy bezkontextovy jazyk Ize generovat bezkontextovou
gramatikou v Chomského normalni formé.
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Priklad

G = ({5, A, B}, {a,b}, P,S),
kde P obsahuje pravidla

S — AS | a
A — AB | AA | a
B — b
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Lemma o substituci

Lemma 3.20. (o substituci)
Necht G = (N, 3, P, S) je CFG. Necht A — a1 Bas € P.
Necht B — (1| ... | B, jsou v8echna pravidla v P tvaru B — a.

Definujme G’ = (N, X, P',S), kde
P = (P AN {A — CleCMQ}) U {A — alﬁl&g ‘ e ‘ alﬁrag}.

Pak L(G) = L(G").
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Algoritmus transformace do CNF

1. L=0
2. L #(

Gramatiku pro L pfevedeme na vlastni a bez jednoduchych pravidel.

€

a
A
ab
aB

Ab
AB

P e >
A

<
1

aBcD
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Lemma o vkladani pro bezkontextové jazyky

Véta 3.24. Necht L je CFL. Pak existuji p,q € N (zavisejici na L)

takova, Ze kazdé slovo z € L delsi nez p lze psat ve tvaru z = uwvway,
kde

e alespori jedno ze slov v, x je neprazdné (tj. vx # ¢),

o lvwz| < q a

o uv'wz'y € L pro kazdé i € N.

Poznamka 3.25. Tvrzeni zistava v platnosti i kdyZ namisto konstant
p, q budeme v8ude psat jen (jedinou) konstantu n.
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Dikaz Lemmatu o vkladani pro bezkontextové jazyky

Necht L je generovan gramatikou v CNF.

délka cesty z kofene do listu
= pocet modrych hran
— pocet neterminalu na cesté - 1

hloubka stromu
= maximalni délka cesty

Derivaéni strom hloubky k& ma max. 2% listii == slovo délky nejvyse 2F.
Derivaéni strom pro slovo deléi nez 21 ma cestu délky alesponi k.
Tato cesta obsahuje alesponi £ + 1 neterminalu.
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Dikaz Lemmatu o vkladani pro bezkontextové jazyky

Necht L generovdn gramatikou G = (N, X, P, S), kterd je v CNF.
Oznaéme k = card(N) a poloZme p = 2F=1 ¢ = 2.

Necht z € L je slovo deldi neZ p. Pak v libovolném deriva&nim stromu
slova z existuje cesta délky alespon k. Zvolme pevné jeden takovy
strom T" a v ném (libovolnou) nejdelsi cestu C'.
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Na cesté C' lze zvolit t¥i uzly uq, us, ug s vlastnostmi:

1.

uzly w1, us jsou oznaleny tymz netermindlem, feknéme A,

. uq lezi blize ke kofenu nez us,

2
3. ug Je list a
4

. cesta z uy do uz ma délku nejvyse k.
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Pouziti Lemmatu o vkladani pro bezkontextové jazyky

Lemma o vkladani je implikace P = (), kde P je vyrok, ze L je CFL
a () jsou uvedené vlastnosti.

Obménu Lemmatu o vkladani =) =— —P lze pouZit k dikazu, Ze
néjaky jazyk L neni CFL — stadi, kdyZz ukdzeme platnost —(Q).

—():

1. Pro libovolnou konstantu n € N
2. existuje slovo z € L delSi nez n takové, ze

3. pro v8echny slova u, v, w, z,y spliujici
z = wvwxy, vr #e a |lvwzx| <n

4. existuje i € Ny takové, Ze uwv'wz'y &€ L.
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Priklad pouziti Lemmatu o vklad

L ={ab'c"|i>1}

1. Pro libovolnou konstantu n € N
2. existuje slovo z € L delSi nez n takové, ze

3. pro vSechny slova u, v, w, x,y spliujici
z = uwvwxy, vrFe a |lvwx| <n

4. existuje i € Ny takové, Ze uwv'wz'y &€ L.

— L neni CFL.
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