Vlastnosti bezkontextovych jazyku

Véta 3.58. (a 3.61.) Trida bezkontextovych jazykii (£,) je uzaviena
vzhledem k operacim
1. sjednoceni

. Zretézeni
Ilterace

pozitivni iterace

oA W N

prunik s regularnim jazykem

Véta 3.60. T¥ida bezkontextovych jazykii (£2) neni uzavfena
vzhledem k operacim

1. pranik

2. doplnék
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Sjednoceni

Ly je generovan CFG G; = (N1, 24, P1, 51) a
Lo je generovan CFG Gy = (Na, g, P, S5)

Bez (jmy na obecnosti miZeme pfedpoklddat N1 N Ny = ).

Definujeme G = (N7 U No U {S}, 31 U, P, S),
kde S' je novy symbol a

P=P1UP2U{S%51,S—>SQ}

Kazda derivace v G zacne pouZitim bud S — S1 nebo S — 5-.
Podminka N1 N Ny = () zarugi, Ze p¥i pouziti S — Sy (resp. S — S5)
Ize v dalSim derivovani pouzivat jen pravidla z P; (resp. P).

Jazyk L = L1 U Lo je generovan gramatikou G.
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Zietézeni

Ly je generovan CFG G; = (N1, Y4, P1, 571) a
Lo je generovan CFG Gy = (Na, g, Py, S5)

Bez ijmy na obecnosti miZeme p¥edpoklddat N1 N Ny = (.

Definujeme G = (N7 U No U {S}, 31 U, P, S),
kde S je je novy symbol a

P=P1UP2U{S%3152}

Jazyk L = L1.L+ je generovan gramatikou G.

IB102 Automaty, gramatiky a slozitost, 18.11.2013



Iterace a pozitivni iterace
Ly je generovan CFG G = (Ny, %1, P, 57)
Definujeme G = (N1 U{S},31, P,S), kde S je je novy symbol a

P=PU{S =SS, | ¢}

Jazyk L = L7 je generovan gramatikou G.

Definujeme G = (N1 U {S},31, P, S), kde S je je novy symbol a

P:P1U{S%Ssl ‘ Sl}

Jazyk L = L je generovan gramatikou G.
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Korektnost konstrukce pro iteraci

Dokazeme L(G) = L7.
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Prunik a doplnék
Ly ={a™b"c™ | m,n > 1} Lo ={a™b"c™ | m,n > 1}
Oba tyto jazyky jsou CFL.

Kbyby Lo byla uzavfena vzhledem k operaci priniku, pak i L1 N Le =
{a™b"c™ | n > 1} musel byt bezkontextovy, coZ vSak nent.

Neuzavfenost Lo vidi doplitku plyne z jeji uzavienosti na sjednoceni,
neuzavrenosti na prunik a z De Morganovych pravidel:

Ly N Ly = co—(co—L1 Uco—Ls),

tj., kdyby L5 byla uzavfena na doplnék, musela by byt uzavfena i na
prunik, coz vsak neni.

IB102 Automaty, gramatiky a slozitost, 18.11.2013 6



Prunik s regularnim jazykem

L = L(P), kde P je PDA P = (Q1, Z,F,51,q1, Z(),Fl)
R = L(A), kde A je deterministicky FA A = (Q2, %, 2, g2, F5)

Sestrojime PDA P’ takovy, ze L(P')=L N R.
P/ — (Q) E) Fa 67 qo, ZO) F)v kde

o () = Q1 X Q2
® ¢ = (q1,92)
0F=F1><F2

e §:prokazdé pe Q1, g€ Q2, a € XU{e}, Z €T plati:
5((p,q),a. Z) = {((¥,d)7) | @) € 61(p,a,Z) a db2(q.a) = ¢}

Zfejmé& plati w € L(P') «<— w e L(P)NL(A).
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Rozhodnutelné problémy pro bezkontextové jazyky

Problém pftislusSnosti
Existuje algoritmus, ktery pro libovolnou danou CFG G a slovo w
rozhoduje, zda w € L(G) &i nikoliv.

Problém prazdnosti

Existuje algoritmus, ktery pro libovolnou danou CFG G rozhoduje, zda
L(G) = 0 &i nikoliv.

Problém konecnosti
Existuje algoritmus, ktery pro libovolnou danou CFG G rozhoduje, zda
L(G) je koneény ¢&i nikoliv.
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Konecnost

Véta 3.68. Ke kazdé CFG G lze sestrojit &isla m,n takova, Ze L(G) je
nekonelény pravé kdyz existuje slovo z € L(G) takové, Ze m < |z| < n.

Dikaz. Predpokladejme, ze G je v CNF.
Necht p, g jsou &isla s vlastnostmi popsanymi v Lemmatu o vklddan.

PoloZme m =pan=p+q.

(<) Jestlize z € L(G) je takové slovo, Ze |z| > p, pak existuje
rozd&leni z = uvwxy spliujici v # ¢ a ww'wx'y € L(G) pro vechna
i > 0. Tedy jazyk L(G) obsahuje nekone¢né mnoho slov tvaru
wv'wz'y, je tedy nekonegny.
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(=) Necht L(G) je nekone&ny. Pak obsahuje i nekone¢n& mnoho slov
délky vétsi nez p — tuto mnoZinu slov oznaéme M. Zvolme z M
libovolné takové slovo z, které ma minimalni délku a ukazme, Ze musi

platit p < |z] < p+q.

Kdyby |z| > p + ¢, pak (opét dle Pumping lemmatu pro CFL) Ize z
psat ve tvaru z = uvwzy, kde v # ¢, [vwz| < ¢ a w'wz'y € L(G)
pro vsechna 7 > 0.

Pro i = 0 dostadvame, Ze uwy € L(G) a souasné |uwy| < |luvwzxy|.

Z nerovnosti |uvwzy| > p+ q a |vwzx| < q plyne, Ze |uwy| >
(p+q) —q=p. Tedy uwy € M, coZ je spor s volbou z jako slova
z M s minimalni délkou. Celkem tedy musi byt |z| < p + q. O

IB102 Automaty, gramatiky a slozitost, 18.11.2013 10



Vlastnost sebevlozeni

Definice 3.70. Necht G = (N, X, P,S) je CFG. Rekneme, ¥e G ma
vlastnost sebevloZeni, jestlize existuji A € N a u,v € X7 takova, Ze
A =T uAv.

CFL L ma vlastnost sebevlozeni, jestlize kazda bezkontextova
gramatika, ktera jej generuje, ma vlastnost sebevlozeni.

Véta 3.71. CFL L ma vlastnost sebevlozeni, pravé kdyz L neni
regularni.

Dukaz ve skriptech obsahuje zavaznou chybu. Kdo mi jako prvni posle
mail s popisem chyby, ziskd 1 tvrdy bod. Deadline: 30.11.2013
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Nerozhodnutelné problémy pro bezkontextové jazyky

Problém regularity
Neexistuje algoritmus, ktery pro libovolnou danou CFG G rozhoduje,

zda L(G) je reguldrni ¢i nikoliv.
(Tedy neni rozhodnutelné, zda L(G) ma vlastnost sebevlozZeni ¢i nikoliv.)

Problém univerzality
Neexistuje algoritmus, ktery pro libovolnou danou CFG G rozhoduje,

zda L(G) = X* &i nikoliv.

Problémy ekvivalence a inkluze také nejsou rozhodnutelné (plyne
z nerozhodnutelnosti problému univerzality).
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Deterministické zasobnikové automaty

Definice 3.72. Rekneme, ¢ PDA M = (Q,>,1,9,q0, Zo, F) je
deterministicky (DPDA), jestliZe jsou splnény tyto podminky:

1. pro v8echna ¢ € Q a Z € T plati: kdykoliv d(q,e,7Z) # (), pak
6(q,a,7Z) =) pro véechna a € ¥;

2. pro zadné q € Q,Z € I"a a € ¥ U {e} neobsahuje d(q,a, Z) vice
nez jeden prvek.

Rekneme, Ye L je deterministicky bezkontextovy jazyk (DCFL),
pravé kdyz existuje DPDA M takovy, Ze L = L(M).
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Vlastnosti deterministickych bezkontextovych jazyku

Véta 3.82. T¥ida DCFL je uzavfena na dopliiek.

Intuice: DPDA ma nad kazdym slovem pravé jeden vypoclet. Pro
dopliiek staci zaménit koncové a nekoncové stavy.

Komplikace 1: DPDA nemusi dodist vstupni slovo do konce, protoze
se vyprazdni zasobnik nebo prechod neni definovan.

Resent:
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Komplikace 2: DPDA nemusi dodist vstupni slovo do konce, protoze
prestane Cist vstup a neustale provadi e-kroky pod kterymy zasobnik
neomezené roste.

=[Q] =]
max{|v| | (p',7v) € é(p,e, Z), p,p' € Q, Z € T'}

zasobnik neomezené roste piti e-krocich <= béhem posloupnosti
e-kroku jeho délka vzroste o vice nez r-s -t

Resent:

S
T
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Komplikace 3: DPDA nemusi dodist vstupni slovo do konce, protoze
prestane Cist vstup a neustale provadi e-kroky pod kterymy zasobnik
neroste neomezeng, tj. po jistém poctu krokl se jeho obsah opakuje.

s=|Q| t=]|T]
r=max{|y| | (p',y) €(p,e,Z), p,p' € Q, Z €'}

A4

ResSeni:
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Komplikace 4: DPDA docte slovo, ale pak pod e-kroky prochazi
koncové i nekoncové stavy (tj. nékterd slova jsou akceptovana pivodnim
DPDA i DPDA se zaménénymi koncovymi stavy).

Resent:
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Prunik a sjednoceni

Véta. Trida DCFL neni uzavrena na prinik.
Dikaz. L; = {a"b"c™ | m,n > 1} a Ly = {a™b"c™ | m,n > 1} jsou
DCFL, ale L1 N Ly = {a™b™c™ | n > 1} neni ani bezkontextovy. O

Véta. Trida DCFL je uzaviena na prinik s reguldrnim jazykem.

Véta. Trida DCFL neni uzaviena na sjednoceni.

Dukaz. Plyne z uzavrenosti na dopliiek, neuzavienosti na prinik a z
De Morganovych pravidel:

Ly N Ly = co—(co—Lq Uco—Ly)

(Z uzavfenosti na sjednoceni by plynula uzavfenost na prinik.) O
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Vztah deterministickych a nedeterministickych CFL

Véta. Trida DCFL tvofi vlastni podtFidu tfidy bezkontextovych jazyki.
/ejména existuji bezkontextové jazyky, které nejsou DCFL.

Priklad. Jazyk co-{ww | w € {a,b}*} je CFL, ale neni DCFL.
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Aplikace (deterministickych) bezkontextovych jazyki

e syntaxe programovacich jazyki je definovana pomoci CFG
(dob¥e uzavorkované vyrazy, if - then - else konstrukty)

e DTD (Document Type definition) umoZiiuje definovat bezkontexové
jazyky - vyuZiti ve znackovacich jazycich (HTML, XML,. . .)

e nastroje pro tvorbu parseril/ptekladacl vyuZzivaji rlizné algoritmy pro
linearni deterministickou syntaktickou analyzu:
LALR(1) - Yacc, Bison, javacup
LL(k) - JavaCC, ANTLR
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Turinguv stroj — syntaxe
Definice. (Deterministicky) Turingdv stroj (Turing Machine, TM)
je devitice M = (Q, X, I',>, 1, 6, Qo, Qacc, Grej), kde
e () je kone¢nd mnozina, jejiz prvky nazyvdme stavy,
e > je kone¢na mnoZina, tzv. vstupni abeceda,
e [' je kone¢nda mnoZina, tzv. pracovni abeceda, > C T,
e > c I'~ X je leva koncova znacka,

e LI €'~ X je symbol oznalujici prazdné polic¢ko,

® 0: (Q~{GaccsGrej}) X' = Q xI'x{L, R}
je totalni prechodova funkce,

® (o € () je pocatecni stav,
® (..c € () je akceptujici stav,

® ¢.j € () Je zamitajici stav.
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Déale poZadujeme, aby pro kazdé g € () existoval p € () takovy, Ze
6(q,>) = (p,>>, R) (tj. > nelze pFfepsat ani posunout hlavu za okraj

pasky).
Oznacdeni. LY =y ugu...

Definice. Konfigurace Turingova stroje je trojice (¢, z,n) € Qx{yU" |
y € I'"} x Ny, kde

® ¢ je stav,

e yLI“ je obsah pasky,

e 1 znadi pozici hlavy na pasce.

Pocatecni konfigurace pro vstup w € 3* je trojice (qg, >wl®,0).
Akceptujici konfigurace je kazda trojice tvaru (qacc, 2,1).
Zamitajici konfigurace je kazda trojice tvaru (gyej, 2,1).
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Vypocet Turingova stroje

Oznaceni. Pro libovolny nekoneény ¥etéz z nad I', 2, oznaluje n-ty

v 4 " - v v/ v v V4 n v .
symbol Yeté€zu z (2o je nejlevéjsi symbol fetézu z). Déle s;'(z) oznaluje
fetéz vznikly ze z nahrazenim z,, symbolem b.

Definice. Na mnoZiné vsech konfiguraci stroje M definujeme binarni
relaci | (krok vypoctu) takto:

)
(q,s7(2),n+1) pro 4(p, zn) = (q,b, R)

(p,2,n) S

(@,s3(2),n=1)  prod(p,zn) = (¢,0, L)
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Vypotet TM M na vstupu w je maximalni (kone¢nd nebo
nekoneénd) posloupnost konfiguraci Ky, K1, Ks,..., kde Kj je
pocatetni konfigurace pro w a K; |~ K;11 pro v8echna i > 0.

Stroj M akceptuje slovo w pravé kdyz vypolet M na w je konecny a
jeho posledni konfigurace je akceptujici.

Stroj M zamita slovo w pravé kdyz vypolet M na w je konecny a jeho
posledni konfigurace je zamitajici.

Stroj M pro vstup w cykli pravé kdyz vypocet M na w je nekonelny.

Jazyk akceptovany TM M definujeme jako
L(M) ={w € ¥ | M akceptuje w}.
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Ukazky Turingovych stroji

Simulator TM: http://www.fi.muni.cz/~xbarnat/tafj/turing/

Rizné drovné popisu TM

e formalni
e neformdlni implementadni

e vysokoUroviiovy
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Vicepaskovy Turinguv stroj

Definice. k-paskovy Turingiiv stroj je definovdn stejné jako TM
s vyjimkou pfechodové funkce 9, kterd je definovana jako totalni funkce

01 (Q N {qaces Grej}) X I'* = QxT*x {L,R}k.

Konfigurace maji tvar (q, 21, ..., 25,11, ..., n5) € Qx (T* {LU*})FxNE.
Pocateéni konfigurace pro w € ¥* je (qo, >wl“, >U“, ... . >UY,0,...,0).
Definice akceptujici/zamitajici konfigurace a |~ se zméni podobné.
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Ekvivalence vicepaskového a jednopaskového TM

Véta. Pro kazdy vicepaskovy Turinguv stroj existuje ekvivalentni

(jednopdskovy) TM.

Dukaz.

1. Neprazdny obsah k pasek a polohy hlav zapiSeme za sebe na 1 pasku.
2. Simulaca jednoho kroku = zjistit informace pod hlavami, zapsat nové

a posunout hlavy.
3. Je-li treba dalsi policko néjaké pasky, posuneme zbyvajici obsah. O
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Nedeterministicky Turinguiv stroj

Definice. Nedeterministicky Turingliv stroj M je definovan stejné

jako TM s vyjimkou ptrechodové funkce 9, ktera je definovana jako
totaIni funkce 0 : (Q ~ {Gace, Grej}) X I’ — 20XITXALE}

VSechny pojmy se definuji stejné jako u deterministického TM. Drobné
zmény jsou jen u definice kroku vypo¢tu |+~ a akceptace slova.

(p,2,m) e (@85 (2),n+ 1) Jestlize (q,b, R) € 6(p, 2n)
(p,z,m) b= (g,s1(2),n—1) jestlize (q,b,L) € é(p, zn)

M akceptuje slovo w, pravé kdyz existuje vypolet z pocatelni
konfigurace pro w do néjaké akceptujici konfigurace.
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Ekvivalence nedeterministického a deterministického TM

Véta. Pro kaZdy nedeterministicky Turingdv stroj N  existuje
ekvivalentni deterministicky TM.

Intuice:
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Diikaz. Sestrojime 3-paskovy deterministicky TM prozkoumdavajici
vypoltovy strom stroje N. Tento 3-padskovy stroj lze pFevést na
jednopaskovy deterministicky TM.

Necht k£ = max{|d(q, 2)| | ¢ € Q ~ {qacc, Grej}, 2z € '},

1. paska obsahuje vzdy pouze vstup, neméni se.
2. paska slouZzi k simulaci nedeterministického stroje.

3. paska obsahuje ¥etézec {1,...,k}* urlujici, ktery uzel stromu je

pravé prohledavan.
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Hleddme akceptujici konfiguraci ve vypocétovém stromé prohleddnim do
Sitky. Kontrola jednoho uzlu vypoctového stromu:

1. Zkopiruj prvni pasku na druhou.

2. Na 2. pasce simuluj N, nedeterministické volby ¥e$ podle &isel na
3. pasce. Narazis-li na akceptujici stav, akceptuj. V ostatnich
pfipadech (pf¥isluind volba neexistuje nebo N dojde do zamitajiciho
stavu nebo dosly &isla na 3. pasce) pokud pokraluj dalsim krokem.

3. Nahrad obsah ¥et&zce na 3. pasce jeho naslednikem v lexikografickém

usporadani a zacni znovu.
[]
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Dalsi varianty Turingova stroje

e Turinglv stroj s oddélenou vstupni paskou
e Turinglv stroj s oboustranné nekonecnou paskou
e Stroj se dvéma zdasobniky

e Stroj se vstupni paskou a dvéma poditadly

V8echny tyto varianty maji tutéz vyjadrovaci silu.
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Churchova teze

Churchova (Church-Turingova) teze: KaZdy proces, ktery Ize
Intuitivné nazvat algoritmem, se da realizovat na Turingové stroji.

Dalsi ekvivalentni formalismy:

e Minského stroje
e )\-kalkul
e while-programy
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Turingovy stroje a tridy jazyku

Véta. Jazyk L je rekursivné spoletny (tj. generovany gramatikou typu 0)
<= L je akceptovany néjakym Turingovym strojem.

Definice. Turingliv stroj se vstupni abecedou X se nazyva uplny, je-li
kazdy jeho vypocet konecny (akceptujici nebo zamitajici).

Jazyk se nazyva rekursivni, pokud je akceptovany néjakym udplnym
Turingovym strojem.
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Prehled jazykovych t¥id

Jazyky Gramatiky (typ) Automaty
rekursivné spoletné frazové (0) Turingovy stroje
rekursivni : uplné Turingovy stroje
kontextové kontextové (1) | linedrn& ohrani¢ené TM
bezkontextové bezkontextové (2) | zasobnikové automaty
deterministické CFL : deterministické PDA
regularni regularni (3) koneéné automaty

T¥ida na niz8im radku je vzdy vlastni podtfidou tfidy na vyssim radku.
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Problémy jako jazyky

Problém rozhodnout, zda dané w ma vlastnost P lze ztotoznit s mno-
zinou {w | w ma vlastnost P}.

Objekty w Ize kédovat jako slova (w). Problém pak ztotoZnime s jazy-
kem {(w) | w ma vlastnost P}.

Priklad. Problém rozhodnout, zda dany kone¢ny graf je souvisly,
ztotoznime s jazykem {(G) | G je konecny souvisly graf}.
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Rozhodnutelnost problému

Definice. Problém P je

e rozhodnutelny < {(w) | w ma vlastnost P} je rekursivni

e nerozhodnutelny <= {(w) | w ma vlastnost P} neni rekursivni

e Castecné rozhodnutelny (semirozhodnutelny) <—
<= {(w) | w ma vlastnost P} je rekursivné spocetny
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Problém zastaveni (Halting Problem)

Problém zastaveni je problém rozhodnout, zda dany TM M akceptuje
dané slovo w nad jeho vstupni abecedou. Problém ztotoznime s

jazykem {{(M,w) | M je TM, w je slovo nad jeho vstupni abecedou a
M akceptuje w}.

Véta. Problém zastaveni je ¢astecné rozhodnutelny.

Dukaz. Stadi dekéddovat M a w a simulovat vypolet M na w. O
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Véta. Problém zastaveni je nerozhodnutelny.

Dukaz. Predpokladejme, Ze existuje TM ‘H rozhodujici problém
zastaveni. Tedy H vstupu (M, w) akceptuje, pravé kdyz pokud M
akceptuje w.

S vyuzitim H zkonstruujeme TM D: dostane-li D na vstupu zakdédovany
stroj (M), zeptd se stroje H, zda M akceptuje svij vlastni kéd (M)
a nasledné odpovéd otodi. Tedy

D akceptuje (M), pokud M neakceptuje (M) a

D neakceptuje (M), pokud M akceptuje (M).

Nyni spustime D na vstupu (D):
D akceptuje (D), pokud D neakceptuje (D) a
D neakceptuje (D), pokud D akceptuje (D).

To je spor. Stroj H tedy neexistuje a problém zastaveni je nerozhodnu-
telny. O
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