11 Pokrocilé kresleni grafti

Tato lekce se soustfed'uje na ndsledujici otdzku: Jak vhodn& nakreslime nerovinny graf?
UkdZeme si dva riizné pohledy.
Jednak mimo tradi&niho kresleni grafii ,,na papir", tj. do roviny, si Ize pfedstavit kresleni grafi
na sloZit&jsi povrchy (plochy), tfeba na povrch duse pneumatiky. Co ndm takovéto rozsitené
kresleni grafti pfinese nového?

Nebo zlstaneme v roving, ale povolime k¥izeni hran a budeme hledat ,esteticky pékna“
nakresleni, & dokonce jiné modely jako rovinna pokryti.

Struény prehled lekce

e O ,vys8ich" plochach, orientovatelné a neorientovatelné plochy.

Kresleni grafi na plochy, popis nakresleni, Euler(v vztah.

Grafy na plochdch a zakdzané minory.

Prisetikové &islo grafu, zdkladni definice a fakta.

Zlehka o kuriéznim problému rovinného pokryti.
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11.1 Co jsou to plochy
Nejprve si strué¢né uvedeme dileZity vysledek klasické topologie — klasifikaci ploch.
Véta 11.1. KaZdd plocha (tj. kompaktni 2-manifold bez hranice) je homeomorfni

— Sy sfére,
— Sy, sféfe s h p¥idanyma ,,usima* (handle),
— Ny, stéFe s k pFidanymi , k¥izicimi misty* (crosscap).

PFidavani usi na sféru je snadno predstavitelnd konstrukce (viz ndsledujici ilustrace nalevo).
Avsak crosscap je velmi obtizné vizualizovat v Euklidovské geometrii, takZe pro ilustraci si jej
tém&F¥ ekvivalentn& miZeme nahradit p¥ipojovanim Mébiova prouzku (viz ilustrace napravo) k
hranici polosféry.

Definice: Crosscap na plo$e je kruZnice, jejiz protilehlé dvojice bodi jsou ztotoznény
(vnitfek kruhu p¥itom ploe uZ nepat¥).
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Znateni: Plocha Sy je zndmy torus (ilustrace ndsledujici vlevo), neboli povrch duse
kola.

Plocha Ny je projektivni rovina a vypusté&nim kruhu z N7 vznikd zmingny Mobidv
prouzek.

Plocha N5 je tzv. Kleinova I3hev (ilustrace vpravo), jejimz podélnym roz¥fiznutim vzni-
knou dva Mobiovy prouzky.

Plochy Sg a Sy, jsou orientovatelné, kdezto Nj, jsou neorientovatelné.

Co za plochu v8ak vznikd kombinovanym p¥idavanim usi a crosscapd? - Na to je snadna
odpové&d, vzniknou jen znovu uZ vy¥e popsané plochy.

Lema 11.2. Mdme-li plochu % vzniklou ze stéry pFidanim k > 2 crosscapi a h usi,
tak X je homeomorfni ploSe vzniklé ze sféry pFidanim k — 2 crosscapii a h + 1 usi.
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Znaceni: Klasicka topologie pouZiva nasledujici zpisob reprezentace vy&sich ploch —
plocha je zobrazena jako pravidelny mnohouhelnik, jehoZ strany jsou v naznacenych
orientacich po dvojicich ztotoznény.

Napftiklad ztotoZznénim protilehlych dvojic stran ¢tverce v naznaenych smérech vznikaji
(zleva) projektivni rovina a torus.

N1 S1
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11.2 Kiresleni grafii na plochy

Definice 11.3. Nakreslenim grafu G na plochu X

myslime zobrazeni, ve kterém jsou vrcholy zndzornény jako rizné body na ¥ a hrany
jako oblouky spojujici body svych koncovych vrchold. P¥itom hrany se nesmi nikde
k¥izit ani prochézet jinymi vrcholy neZ svymi koncovymi body.

Na vyssi plochy pfenasime i dalsi pojmy rovinného kresleni, jako pojem stény.

Definice: Nakresleni grafu G na plochu ¥ je buiikové, pokud je kazda jeho st&na (bez
své hranice) homeomorfni otevfenému disku.

Fakt: Buiikové nakresleni 2-souvislého grafu G je jednozna&né uréeno svymi sténovymi
kruznicemi a jako takové definuje i plochu ¥ aZz na homeomorfismus.

(Neboli plochu X Ize ,slepit” z jednotlivych diski stén podél spole¢nych hran u stén.)

Tvrzeni 11.4. Burikové nakresleni grafu G na orientovatelnou plochu 3 je jednozna&né
uréeno rotaénim schématem vychazejicich hran u svych vrcholi.

Rota&ni schéma u kazdého vrcholu v nakresleni uréuje cyklické poradi hran (v globalné
zvolené orientaci) vychdazejicich z tohoto vrcholu v naSem nakreslent.
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Kresleni na uréenou plochu

Tvrzeni 11.5. Do projektivni roviny Ize bez k¥iZeni hran nakreslit uplné grafy K5 i Kg,
na torus také K, kdeZto na Kleinovu lahev K7 nakreslit nelze.

K K K7

Mnohé poznatky o kreslitelnosti grafii Ize zobecnit z rovinnych na vys$i plochy. Z téch
jednoduchych je nejddlezit&jsi Euleriv vztah (V&ta 8.2).

Véta 11.6. Necht buiikové nakresleni souvislého grafu G na plose ¥ ma f stén. Pak

V(G + [ = EG)] = x(%),
kde x(X) (Eulerova charakteristika plochy) je2—2h pro¥ = Sy a2 —Fk pro ¥ = N.

Z Eulerova vztahu vyplyvaji dlleZitd omezeni na maximalni polet hran — jednoduchy
n-vrcholovy graf nakresleny na toru nebo Kleinové Iahvi nemize mit vice nez 3n hran.
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11.3 Pvekazky kresleni na plochy

Podle Vé&ty 8.5 lIze rovinnost zadaného grafu pomé&rné& rychle algoritmicky rozhodnout
i najit nakresleni. | tento silny vysledek ma stejn& silné zobecnéni na vyssi plochy
(Mohar), ale uz bohuZel neni vhodny pro praktické implementace.

Véta 11.7. Pro kaZdou pevnou plochu Y. existuje algoritmus, ktery v linedrnim &ase
pro dany graf bud nalezne jeho nakresleni na X, nebo ur& minimalini pfekaZku nakres-
litelnosti na 3.

Poznamka: Za zminku stoji fakt, Ze obecné&jsi problém urcit nejjednodussi plochu, na kterou
Ize dany graf nakreslit, je uz N'P-tézky.

T

Z jiné strany Ize zobeciovat Kuratowského Vétu 8.8 na vyssi plochy.

Fakt: Vlastnost grafu byt nakreslitelny na uréenou plochu se zachovava pro viechny
jeho podgrafy i minory.

TYebaZe je zndmo, Ze zobecnéni Kuratowského véty s koneénym poltem prekaZek je
platné pro kaZzdou plochu, konkrétni seznam zakazanych minort &i podrozdéleni zname
pouze u jediné vy33i plochy (Archdeacon):
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Véta 11.8. Graf G je nakreslitelny do projektivni roviny, pravé kdyZ neobsahuje Zadny
minor isomorfni nékterému z nasledujicich 35 grafii.
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Vyznam grafii na plochach

Pavodni motivace vyzkumu kresleni grafii na plochy je p¥irozend — byla to p¥edeviim snaha o
FeSeni problému &Ety¥ barev. Nyni viak jiZ mame V&tu o EtyFech barvach, takZe co dale motivuje
vyzkum kresleni grafi na vyssi plochy, mimo ,,péknych obrazka*?

S grafy nakreslenymi na plochach se setkdme ve dvou zdkladnich teoretickych oblastech:

e Algebraické — studium pravidelnych ,map" na plochach.

e Strukturdini grafové — celd Robertson-Seymourova teorie grafovych minord,
tfebaZe na prvni pohled s kreslenim grafii nema nic spole¢ného, stoji na grafech
nakreslenych na plochach.

Abychom si posledni ponékud pr¥ekvapivy poznatek blize vysvétlili, uvedeme si struéné
nasledujici asi nejdilezit&jsi mezivysledek Robertson—Seymourovy teorie.

Véta 11.9. Mé&me nerovinny graf H. Pak kaZdy graf G, ktery neobsahuje minor iso-
morfni H, md stromovou dekompozici (Definice 10.4) ndsledujici vlastnosti:

KaZzdy jeji balik (bez ohledu na velikost) indukuje podgraf, ktery je aZ na omezené&
mnoho ,, lokdlnich vyjimek" nakreslitelny na néjakou plochu ¥ takovou, Ze H na %
nakreslit nelze.
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11.4 O prusecikovém cisle grafi

Mimo Definici 11.3 je pfirozené uvaZovat jesté jedno zobecnéni rovinnych nakresleni:
Jak pFistupovat k hezkym kreslenim nerovinnych grafi do roviny?

Definice 11.10. Obecnym nakreslenim grafu G do roviny
(viz také Definice 8.1) rozumime zobrazeni, ve kterém jsou vrcholim G p¥itazeny rizné
body roviny a hrandm jednoduché k¥ivky spojujici koncové vrcholy.

P¥itom je poZadovano,
— aby se Zadné t¥i hrany neprotinaly v jednom bod& (jiném neZ koncovy vrchol),

— aby Zddnd hrana neprochdzela jinym vrcholem
— a aby se kazd4 protinajici se dvojice hran ,k¥izila* (ne jednostr. dotyk).
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P¥iklad 11.11. Podivejme se na ndsledujici t¥i (obecnd) nakresleni do roviny. Jsou

7 v -

vSechna ,, optimaini”, tj. je pocet jejich kFiZeni nejmensi mozny?

NN

Snadno vidime, Ze prvni graf |ze nakreslit i bez k¥iZeni a druhy graf jen s jednim k¥izenim.
Naopak t¥eti graf uz s méné k¥izenimi nakreslit nelze. Uméli byste toto dokazat? = O

Definice: Prisetikové ¢islo grafu G v roviné je definovano jako nejmensi mozZny polet
k¥izeni dvojic hran p¥es viechna nakresleni G do roviny. Zna&ime cr(QG).

Prot se o prisetikové &islo zajimame?

V dnedni dobé je problém priisetikového &isla velmi dilezity v praktickych oblastech
VLSI designu (Leighton) a , lidsky ¢itelné" vizualizace grafii v riiznych schématech.
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Priklad 11.12. Ur&eme prisetikovd &isla ndsledujicich dvou grafii:

Odpovéd 2 a 3. O

A¢ prozatim miZe studovana problematika vypadat jako h¥i¢ka &i hratka, ve skute&nosti
se jedna o nezvykle obtizny grafovy problém. To ostatné& nejlépe ilustruje uz nasledujici:

Fakt: P¥esné obecné hodnoty prisecikovych €isel nejsou zndmy ani pro tplné &i Gplné
bipartitni grafy!
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Vypocetni sloZitost priiseikového ¢isla

Véta 11.13. Problém uréit, zda prisecikové &islo cr(G) < k pro G a k na vstupu je
NP-ipiny. Toto plati i kdyZ G je kubicky 3-souvisly graf.

Dokonce je-li dan rovinny graf G a dvojice jeho nespojenych vrcholid u, v, tak problém
urcit pro k na vstupu, zda priiseikové &islo cr(G + wv) < k, je N'P-dplny.

Zamyslete se sami, pro¢ by problém prisetikového &isla mé&l viibec nalezet do t¥idy
NP, neni to tak zfejmé. ..

V praxi se ukazuje, Ze ur&eni priseikového &isla je pfimo zoufale t&Zky problém, jest& mnohem
beznad&jn&jsi nez t¥eba zjist&ni barevnosti. Snad jedinym existujicim ,,pozitivnim" (i kdyZ zcela
nepraktickym) p¥esnym algoritmickym vysledkem je ndsledujici:

Véta 11.14. Pro fixni k Ize otestovat, zda c¢r(G) < k, v linedrnim &ase vzhledem k
poctu vrcholid grafu (zdvislost na parametru k je vSak doslova ,, brut3ini™).

Dalsi existujici pozitivni algoritmické vysledky se pak tykaji uz jen aproximaci prise&ikového
&isla nebo vypocti pro konkrétni malé grafy (¥fadové v desitkdch vrcholi).
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11.5 O problému rovinného pokryti

Na zavér si jako kuriozitu uvedeme zajimavy, tfebaZe okrajovy, problém zndmy od
80-tych let pod ndzvem Negamiho hypotéza plandrnich pokryti nebo Negamiho 12 co
hypotéza. Avak k velmi podobné otdzce nezavisle ve stejné dobé dospél i Fellows.
Problém je hezky pfedeviim svou ,chytlavosti” a jednoduchosti zadani.

Definice: Rikdme, e graf H pokryvd graf G, pokud existuje surjektivni zobrazen{
T : V(H) — V(Q) takové, Ze sousedé kazdého vrcholu v grafu H jsou bijektivné
zobrazeny na sousedy vrcholu 7(v) grafu G.

us3 7(u3)
v Uo 7(v) T(u2)
H uy — 7(u) G
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Negamiho hypotéza rovinnych pokryti

Hypotéza 11.15. Souvisly graf G ma pokryti (n&akym) kone&nym rovinnym grafem,
pravé kdyz GG samotny je nakreslitelny do projektivni roviny.

Zde je ptiklad dvojitého pokryti grafu K5 rovinnym grafem o 10 vrcholech.

T(v1) =7(v2) =0

H G=Ks

Fakt: Je-li G nakreslitelny do projektivni roviny, pak univerzalni pokryti projektivni
roviny sférou okamZité dd nakresleni dvojitého rovinného pokryti grafu G.
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Lema 11.16. K dikazu Hypotézy 11.15 sta&i ovéfit, Ze Zddny z 32 souvislych
zakdzanych minorii z Véty 11.8 nema konecné rovinné pokryti.

Kupodivu pro vétsinu z onéch 32 grafl to lze dokdzat velmi snadno. Dal3i vysledky,
na kterych se podileli Archdeacon, Fellows, Negami, Thomas a autor, vedly k dale
uvedenym poznatkiim, které jsou tim nejsilngj$im, co o YeSeni Negamiho hypotézy
vime.

Véta 11.17. Pokud graf K1 222 nemd kon. rov. pokryti, je Hypotéza 11.15 pravdiva.

Véta 11.18. Existuje jen 16 ndsledujicich konkrétnich grafii (aZ na trividlni modi-
fikace), pro které by Hypotéza 11.15 mohla byt nepravdiva.
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O rovinnych emulatorech

Mirnou modifikaci konceptu planarniho pokryti predstavuje tato definice, podana Fel-
lowsem nezdvisle na Negamim.

Definice: Rikame, e graf H je emuldtorem grafu G, pokud existuje surjektivni zo-
brazeni 7: V(H) — V(G) takové, Ze sousedé kazdého vrcholu v grafu H jsou surjek-
tivné zobrazeny na sousedy vrcholu 7(v) grafu G.

Na rozdil od rovinnych pokryti mohou mit emuldtory pomé&rné& bohatsi strukturu, p¥esnéji
Feleno sousedé mohou byt “duplikovéni”, viz tento p¥iklad emuldtoru trojihelnika:
C2 bz

as az

bs C1

al c
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JelikoZ je na prvni pohled z definice “jasné”, Ze duplikace sousedil nem{Ze byt pfinosna
pro existenci plandrnich emuldtori (ve srovndni s pokrytimi), jiz Fellows vyslovil
domnénku, Ze souvisly graf ma kone¢né rovinné pokryti pravé tehdy, kdyZ ma koneény
rovinny emulator. ' PFesto se na zavér roku 2008 objevilo skute¢né prekvapeni:

Véta 11.19. (Rieck a Yamashita) Existuje graf, ktery neni projektivni a nemd
konecné rovinné pokryti a pfesto ma konecény rovinny emulator.

Problematika, které grafy maji kone&né rovinné emulatory, je stéle Siroce otevfena.
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