7 Barevnost a dalSi tézké problémy

Pro motivaci této lekce se podivdme hloubgji do historie poéatkl grafii v matematice. Kromé
slavného problému sedmi mostii v Krdlovci (dnednim Kaliningradg) je za dal3i historicky milnik
vyvoje teorie grafli povaZovdn problém ¢&tyF barev pochdzejici z poloviny 19. stoleti: Kolik
nejméné barev je t¥eba pouZit na obarveni politické mapy pro rozlieni sousednich stati?

Na rozdil od sedmi mostd, problém &ty¥ barev ziistal nevyteseny po vice nez 100 let a stimuloval
rozvoj skoro v8ech modernich oblasti teorie grafti.

Né&kteFi viak kladou prapolatky grafii v matematice daleko p¥ed Eulerovymi sedmi mosty &i
problémem &ty¥ barev, aZ ke stfedovéké otazce, zda lze Sachovym koném obejit celou Sachovnici
bez opakovdni. Tato otdzka vede v modernim pojeti k dal§imu zajimavému a obtiznému
problému tzv. Hamiltonovské kruZnice v grafu. ..

Struény prehled lekce

e Definice barevnosti grafu, zdkladni vlastnosti.

e Varinaty problému barveni.
e Dalsi ,obtizné" problémy jako Hamiltonovskd kruznice.
e Algoritmicka sloZitost (NP-tplnost) zakladnich grafovych problémi.
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7.1 Barevnost grafu

Nejprve si uved me pojem barevnosti — pfedstavme si, Ze hrany grafu nam ¥ikaji, Ze
jejich koncové vrcholy musi byt barevn& odlisené (tfeba proto, Ze reprezentuji sousedni
staty, nebo proto, Ze jinak jsou si pFili§ podobné a je t¥eba je jinak rozlisit, atd).
Samoziejmé& bychom mohli kazdému vrcholu grafu dat jinou barvu, ale k &¢emu by pak
takovy problém byl? My bychom chtéli pouZit barev celkem co nejménég.

Definice: Obarvenim grafu G pomoci k barev myslime libovolné zobrazenf
c:V(G)—={1,2,...,k}

takové, Ze kazdé dva vrcholy spojené hranou dostanou riizné barvy, tj. c(u) # ¢(v) pro
viechny {u,v} € E(G).

Definice 7.1. Barevnost grafu G
je nejmensf Eislo x(G) pro které existuje obarveni grafu G' pomoci x(G) barev.

Cisla 1,2, ...,k z predchozi definice tak nazyvdme barvami vrcholi (je to pohodIngjsi,
neZ popisovat barvy b&nymi jmény jako bild, ¢ervend, atd).

Poznamka: Uvédomme si, Ze barevnost Ize definovat pouze pro graf bez smy&ek, protoze oba
konce smy¢ky maji vZdy stejnou barvu a nic vic s tim ,,nenadélame”.
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Lema 7.3. Mé&me jednoduchy graf (bez smy&ek) G a jeho libovolny podgraf H C G.
Pak x(H) < x(G).

Diikaz: Z¥ejmé postadi pouZit restrikci obarveni grafu G na vrcholy podgrafu H. O

Rikame, %e barevnost grafu je monoténni na podgrafy.

Lema 7.4. Necht G je jednoduchy graf (bez smy&ek) na n vrcholech. Pak x(G) < n
a rovnost nastava pravé kdy? G ~ K,, je tuplny graf.

Diikaz: Sta&i kazdy vrchol obarvit jinou barvou a mame skute¢né obarveni n barvami
dle definice. Navic pokud nékterd dvojice u,v vrcholl neni spojend hranou, mizeme
volit lep3i obarveni c¢(u) = ¢(v) = 1 a zbylé vrcholy riiznymi barvami 2,3,...,n — 1,
tj. pak x(G) < n. O
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P¥iklad 7.5. Vratme se k pFikladu , barveni” mapy z tivodu lekce a ukaZme si, jak mapy
souviseji s grafy a jejich barevnosti.

<

Jednotlivé oblasti na mapé (pfedpokldddme, Ze kaZdy stdt md souvislé tzemi, tj. staty =
oblasti) prohldsime za vrcholy na%eho grafu a sousedni dvojice statd spojime hranami. Neza-
pomeiime, Ze ,sousedni” znamend sdileni celého tseku hranice, ne jen jednoho rohu.

P¥i troSe snahy také najdeme lepsi obarveni uvedené mapy vyuZivajici pouhych t¥i barev:
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Véta 7.6. Neprdzdny graf G md barevnost 1 pravé kdyZ nemd Zadné hrany.
G ma barevnost < 2 pravé kdyZ nema Zadnou kruZnici liché délky jako podgraf.

Diikaz: Pokud graf nemd hrany, miZeme v8echny vrcholy obarvit stejnou barvou 1.
Naopak pokud maji v8echny vrcholy stejnou barvu, nemize graf mit Zadnou hranu.

Druha ¢&3ast: Na jednu stranu, lichou kruZnici nelze obarvit dvéma barvami, viz obrazek.
Na druhou stranu si pfedstavme, Ze zvolime libovolny vrchol v grafu G s barvou 1 a
ostatni vrcholy obarvime takto: Vrcholy, jejichZ vzdélenost od v je lichd, obarvime 2.
Vrcholy, jejichZ vzdalenost od v je sudd, obarvime 1.

2

7 1

1 2

Pokud bychom tak ziskali tfeba dva vrcholy spojené hranou f v sudé vzdilenosti od v,
ziskdme uzav¥eny sled S liché délky pfes f a v. Stejn& tak pro dva vrcholy v liché vzdélenosti.
Ponechame-li ze sledu S ty hrany, které se opakuji lichy polet krat, dostaneme Eulerovsky
podgraf T lichého pottu hran. Jak jiz vime (Oddil 5.1), T pak obsahuje kruZnici a tudiZ jej lze
induktivné sestrojit jako hranové-disjunktni sjednoceni kruznic. Avsak sjednoceni kruznic sudé
délky nevytvoFi T' liché velikosti, spor. Proto na%e obarveni za danych p¥edpokladii nemiiZze
dat stejnou barvu sousednim vrcholiim, a tudiZ dvé& barvy stadi. O
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7.2 Jak obarvit graf

Hladové obarvovani

Definice: Graf G je k-degenerovany, pokud kazdy podgraf G obsahuje vrchol stupn&
nejvyse k.

P¥ikladem k-degenerovaného grafu je kaZzdy graf stupn& nejvy%e k, ale na druhou stranu k-
degenerované grafy mohou mit vysoké stupng&. (Nesta&i viak mit jen nizky nejmensi stupefil)

Véta 7.7. KaZdy k-degenerovany graf Ize spravné hladové obarvit k + 1 barvami.

Diikaz: Jelikoz graf G je k-degenerovany, vybereme libovolny jeho vrchol vy stupné&
nejvySe k a rekurzivni aplikaci tohoto postupu obarvime podgraf G — vy, ktery je
podle definice také k-degenerovany. Nakonec si vimneme, Ze < k sousedé vrcholu vy
dostanou nejvyse k rliznych barev, takZe v; dobarvime zbylou barvou. O

Dilezité aplikace této véty uvidime v pFisti lekci, av8ak jedno zajimavé zesilenf
(Brooksovu vétu) si uvedeme nyni:
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Véta 7.8. Necht G je souvisly jednoduchy graf maximalniho stupné k > 2. Pak
X(G) < k aZ na pkipady, kdy G je tplny graf nebo lichd kruZnice.

Dikaz (ndznak): Pro k = 2 plyne tvrzeni z V&ty 7.6. Necht tedy k > 3. V jednom
sméru je jasné, ze x(Kk+1) = k + 1. Naopak tedy p¥edpoklidejme, Ze G neni lplny.
Zarovefi se omezme jen na pripad, e G ma v3echny stupn& rovné k, nebot jinak lze
aplikovat postup z Véty 7.7.

e Prvnim krokem nahlédneme, Ze pak G obsahuje dva nespojené vrcholy u,v se
spolegnym sousedem w. Pokud ale je graf G—{u, v} nesouvisly, pak graf p¥islugné
rozdélime a indukci po ¢astech obarvime.

e Pridejme tedy pFedpoklad, Ze G—{u, v} je souvisly. Druhym krokem nahlédneme,
7e graf H vznikly z G — w ztotoZnénim u s v do jednoho vrcholu je (kK — 1)-
degenerovany.

e TudiZ graf H hladové obarvime k barvami podle Véty 7.7. Po opétovném ,,rozpo-
jeni" vrcholid u, v ziskdme obarveni G —w k barvami takové, Ze u, v maji stejnou

barvu. Nyni w m3a v sousedstvi nejvyse k — 1 barev a G cely obarvime.
O
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Grafy vysoké barevnosti

Ke sprdvnému pochopeni barevnosti grafu je nezbytné se zamyslet, které grafy maji
vysokou barevnost. Jednd se nap¥iklad o grafy obsahujici velké kliky (Gplné podgrafy).
Je to v8ak v&e?

Neni! Lze nalézt grafy s libovoln& vysokou barevnosti neobsahujici ani trojihelniky.
T¥eba znamda Mycielského konstrukce nam dava toto:

Tvrzeni 7.9. Graf ziskany z grafu G ndsledujici konstrukci (viz obrdzek) md barevnost
X(G) + 1 a neobsahuje trojihelniky, pokud je neobsahuje ani G.

Nejobecnéji Ize ¥ici nasledujici prekvapivé silné tvrzeni nalezené Erdésem:

Véta 7.10. Pro kaZzdd c¢,r > 0 existuje graf s barevnosti alespofi ¢ a neobsahujici
kruZnice krat$i neZ r.
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7.3 Variace na barevnost a jiné

Definice 7.11. Hranova barevnost grafu G.
Hleddme obarveni ¢.(E(G)) — {1,2,...,k} takové, ze 24dné dv& hrany se spoletnym
vrcholem nedostanou stejnou barvu.

Nejmensi moZny pocet barev k, pro které hranové obarveni existuje, se nazyva hranova
barevnost x.(G) grafu.

Na rozdil od béZzné barevnosti umime hranovou barevnost velmi dob¥e aproximovat za
pouZiti této Vizingovy véty.

Véta 7.12. Pro kaZdy jednoduchy graf plati A(G) < x.(G) < A(G) + 1.

Plati, Ze v&tsina graft spliiuje A(G) = x.(G). Umite jednoduse sestrojit (a dokazat) p¥iklady
pro druhy p¥ipad?

Problém p¥esného uréeni hranové barevnosti grafu v3ak stale zlistava algoritmicky velmi
obtizny a také lzce souvisi s problémem ¢ty¥ barev.
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Vybéry barev z vlastnich seznamii

Jesté jiny pfistup, tentokrat zpét s barvenim vrcholl, pfedstavuje myslenka urdit
kazdému vrcholu jeho vlastni seznam barev k vyb&ru (ktery se miZe ligit od ostatnich).

Definice 7.13. Vybérova barevnost grafu G.

Je dan graf G spolu s p¥itazenymi ,seznamy barev* L : V(G) — (%) (k-prvkové
podmnoziny). Nyni hleddme obarveni c.,(V(G)) — N takové, Ze zadné dva sousedni
vrcholy nedostanou stejnou barvu a navic ¢.,(v) € L(v) pro kazdy vrchol v.

Nejmensi moznd délka k& seznami barev, pro kterou vyb&rové obarveni vzdy existuje
(tj. pro kazdou moZnou takovou volbu seznamii), se nazyva vybé&rovd barevnost ch(G)
grafu.

Vybérova barevnost mize (kupodivu!) byt libovolng ,vzdalena® b&?né barevnosti.

Tvrzeni 7.14. Pro kaZdé k nalezneme bipartitni graf s vyb&rovou barevnosti vétsi
neZ k.

Fakt: Hranovd vybérova barevnost tplnych bipartitnich grafii Gzce souvisi se zndmym

o

problémem tzv. “latinskych obdélnikid”.
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Hamiltonovské grafy

i

Mimo samotné ,barvici* problémy si jako typickou ukadzku dal3i t&zké grafové dlohy
uvedeme jinou historicky znamou otdzku:

Definice: Kruznice C' obsazend v grafu G se nazyva Hamiltonovska, pokud C' prochazi
vdemi vrcholy G. Obdobné& mluvime o Hamiltonovské cesté P v GG, pokud cesta P C GG
prochdzi viemi vrcholy G.

Graf G je Hamiltonovsky, pokud obsahuje Hamiltonovskou kruZnici.

MoZn3d to zni pfekvapivé, ale i problém Hamiltonovské kruZnice Gzce souvisel s FeSenim
problému &ty¥ barev. To je vS8ak mimo rdmec naseho textu.

Misto toho si ukdZeme nasledujici krasny vysledek Diraca:

Véta 7.15. KaZdy jednoduchy graf na n > 3 vrcholech s minimalnim stupném > n /2
Jje Hamiltonovsky.

Diikaz (ndznak): Necht P je nejdeldi cesta v grafu G s vrcholy po Yad& ug, uq, . . . , uy.
Podle jeji maximality leZi kazdy soused ug i ug na P. Pak existuje 0 < i < k takové,
Ze upu;41 € E(G) a zdroven upu; € E(Q). Pak ugu;r1 Pugu; P tvofi kruZnici v G a
snadno plyne, Ze se jedna o Hamiltonovskou kruZnici. O
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7.4 N P-aplnost grafovych problémii

Definice sloZitostni t¥idy NP se tykd vyhradn& rozhodovacich problémii (s odpovédi
+ANO/NE"). D3 se neformaln& ¥ici, e problém pat¥i do t¥idy NP, pokud jeho odpovéd
ANO lze prokazat (ve smyslu ,,uhodnout a ov&Fit") vypoctem, ktery b&Zi v polynom. &ase.

NP-tplné problémy jsou zhruba ¥edeno ty, které ve t¥idé N'P maji nejvyssi obtiZnost YeSeni.

Od jednoho N'P-tipIného problému A se dostaneme k jinému B tzv. polynomidlnim pFevodem:
Ukdzeme, jak bychom ze znamého postupu feseni B efektivné nalezli ¥eSeni lib. instance A.

Nyni si ukdZeme vhodnymi prevody, Ze on&ch ,nejobtizn&jgich” (A P-dplnych)
problémi je v teorii grafi mnoho, bohuZel by se dalo Fici v&tSina. To ostatn& ukazuje,
pro¢ jsme zatim v praxi tak malo Gspé&3ni p¥i pocitatovém FeSeni mnohych praktickych
problémii — p¥esné a efektivni ¥edeni N'P-liplnych (loh se toti? povaZuje za nemoZné.

Problém 7.16. 3-SAT (splnitelnost logickych formuli ve spec. verzi)
Nasledujici problém je N'P-tiplny:

Vstup: Logickd formule ® v konjunktivnim normalnim tvaru takova, Ze kazda klauzule
obsahuje nejvyse 3 literdly.

Vystup: Existuje logické ohodnoceni proménnych tak, aby vyslednd hodnota ® byla 1
(pravda)?

P¥ikladem formule problému 3-SAT je tfeba @ = (z1V-z3Vaa) A(x2V—ma) A(—21VE2VEs).
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Problém 7.17. 3-COL (3-obarveni grafu)
Ndsledujici problém je N'P-tipiny:

Vstup: Graf G.
Vystup: Lze vrcholy G korektné obarvit 3 barvami?

Diikaz (ndznak): UkdZeme si polynomidlni p¥evod z problému 3-SAT.

Sestrojime graf G pro danou formuli ®. Zikladem grafu je trojihelnik, jehoZ vrcholy
oznatime X, T, F'. KaZzdé proménné x; ve ® pFitadime dvojici vrcholl spojenych s X.
Kazdé klauzuli ve ® p¥iradime podgraf na 6 vrcholech (z nichZ t¥i jsou spojenés T'), jako
na obrazku. Nakonec volné ,pilhrany” z obrazku pospojujeme dle toho, jaké literdly
vystupuji v klauzulich.

—
T1

—x (xl\/—wi\/...)

Pak G ma 3-obarveni pravé kdyz je ® splnitelna, jak si lze ovéFit na obrazku. O
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Problém 7.18. IS (nezavisla mnozina)
Ndsledujici problém je N'P-tipiny:

Vstup: Graf G a pfirozené &islo k.
Vystup: Lze v G najit nezévislou podmnoZinu velikosti (aspoii) k?

Diikaz: UkdZeme polynomidlni pfevod z problému 3-COL.
Necht H je graf na n vrcholech, ktery je za kol obarvit tfemi barvami. PoloZime k = n
a graf GG sestrojime ze t¥i disjunktnich kopii grafu H takto:

v Tv

Pokud ¢: V(H) — {1,2,3} je obarveni H tfemi barvami, v grafu G lze vybrat k = n
nezdvislych vrcholdl tak, Ze pro kazdy v € V(H) vezmeme c(v)-tou kopii vrcholu v
v grafu G. Naopak pokud I je nezavisld mnoZina v grafu G o velikosti k& = n, pak
z kazdého trojihelniku T, v € V(H) nalezi do I pravé jeden vrchol. Podle toho jiz
uréime jednu ze t¥ barev pro vrchol v v H. O
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Problém 7.19. VC (vrcholové pokryti)
Ndsledujici problém je N'P-tipiny:

Vstup: Graf G a pfirozené &islo k.
Vystup: Lze v G najit vrcholové pokryti, tj. mnozinu C' C V(G) takovou, Ze kazda
hrana G m3 alespoii jeden konec v C, o velikosti nejvyse k7

Diikaz: Uk4Zeme polynomialni pfevod z problému IS. Necht G je graf na n vrcholech,
v n€mZ mdame najit nezdvislou mnoZinu I velikosti ¢. V&imnéme si, Ze doplnék C' =
V(G)\ I nezdvislé mnoZiny I je vlastn& vrcholovym pokrytim. TakZe v nasem p¥evodu
stadi pouzit stejny graf G a k =n — /. O

nezdvisld mnoZina vrcholové pokryti
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Problém 7.20. DOM (dominujici mnozina)

Ndsledujici problém je N'P-tipiny:

Vstup: Graf G a pfirozené &islo k.

Vystup: Lze v G najit dominujici mnoZinu, tj. mnoZinu D C V(G) takovou, Ze kazda
vrchol G ma nékterého souseda v D, o velikosti nejvyse k?

Diikaz (ndznak): Problém dominujici mnoZiny jasné patfi do NP a jeho Ulplnost je
dokazéna nasledujicim schematickym polynomialnim pfevodem.

H

Pro dany graf H vytvofime graf G pfidanim, pro kazdou hranu e € E(H), nového
vrcholu v, spojeného hranami do obou koncovych vrcholii hrany e. (Tak se vlastné
z kazdé hrany stane trojihelnik s tfetim novym vrcholem, viz naznateny obrazek.)
Ciselny parametr k ziistane tentokrat nezm&n&n. Nyni zbyvé dokazat, Ye G ma vr-

cholové pokryti velikosti k, pravé kdyZ H ma dominujici mnoZinu velikosti také k, coz
neni obtizné. O

Fl: MA010: Barevnost a dalsi

Petr Hlinény, FI MU Brno, 2013



Problém 7.21. HC (Hamiltonovsky cyklus)
Ndsledujici problém je N'P-tipiny:

Vstup: Orientovany graf G.

Vystup: Lze v G najit orientovanou kruZnici (cyklus) prochazejici vsemi vrcholy?
Problém 7.22. HK (Hamiltonovska kruZnice)

Ndsledujici problém je N'P-tiplny:

Vstup: Graf G.

Vystup: Lze v G najit kruznici prochazejici viemi vrcholy?

Dikaz:

<

P,

%

PouZijeme snadny p¥evod z pfedchoziho problému HC. KaZdy vrchol v orientovaného
grafu H nahradime tfemi vrcholy tvoficimi cestu P, délky 2 v grafu G. Orientované
hrany grafu H pfichazejici do v pak p¥ivedeme do prvniho vrcholu cesty P,, hrany
odchazejici z v naopak vedeme z posledniho vrcholu cesty P, . O
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7.5 P¥ibéh problému vrcholového pokryti

A¢ se to nezda, nékdy i zcela okrajovd a ponékud bandini otdzka miZe nakonec vést k
dalekosdhlym zavé&riim a novym teoriim. .. Co t¥eba pro¢ zdanlivé velmi ,,podobné" problémy
jako vrcholové pokryti VC a dominujici mnoZina DOM maji (p¥estoze oba NP-dplné) tak
rozdilné algoritmické chovani? Vysvétleni [R. Downey and M. Fellows, Parameterized complex-
ity, Springer 1999] by nas dovedlo aZ ke zcela novému pohledu na vypo&etnf sloZitost problémd,
ktery jde ,jaksi mimo" klasickou polynomidlni hierarchii a umozZiiuje v jistych situacich docela

rozumné Yedit i nékteré problémy, které jsou jinak N'P-t&zké.

TakZe v &em spotivéd zasadni rozdil v nasich znalostech o ¥eSeni problémd dominujici
mnoZiny a vrcholového pokryti?

e Pokud se v analyze zaméFfime na hodnotu parametru k vstupu, tak dominujici
mnoZinu velikosti k stejné nedokdZeme nalézt rychleji neZ probranim prakticky
vSech k-tic vrcholl grafu G.

To je i pro malé fixni hodnoty k, tfeba k = 10, 20, v praxi neproveditelné.
e Av3ak vrcholové pokryti velikosti k& dokaZeme nalézt jednoduchym algoritmem v

gase O(2% - n), coz pro malé fixni hodnoty k, tfeba opét k = 10, 20, dava skvéle
pouZitelny linedrni algoritmus!
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Algoritmus 7.24. k-VC (vrcholové pokryti)
Pro fixni' k ,,pomé&rné& rychle* vyresime nasledujici problém.

Vstup: Graf G.
Vystup: Lze v G najit vrcholové pokryti o velikosti nejvyse k7
Pro inicializaci polozime C' =0 a F' = E(G).

e Pokud F' = ), vracime C jako vrcholové pokryti.
Jinak pokud |C| > k, vracime odpovéd NE.

e Vybereme libovolnou hranu f = wv € F' a pro oba jeji konce x = u, v udéldme:

— C" = CU{x} a novd mnoZina hran F’ vznikd z F odebranim vdech hran
vychazejicich z vrcholu z v G.

— Rekurzivn& zavoldme tento algoritmus pro G, C’ a F”.

Kolik tento algoritmus provede rekurzivnich voldni celkem? Kazdy prichod generuje
dvé& dalsi voldni, ale jen do fixni hloubky k rekurze, takZe ve vysledku bude ¢as vypo&tu
asymptoticky jen O(2F - n).

Poznamka: Dnes je ji7 zndmo, Ze faktor 2% Ize promyslen&j&im p¥istupem ,vylepit" na mno-
hem meni zéklad mocniny. (2006: 1.2738%)
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