8 Rovinnost a kresleni grafi

V p¥imé ndvaznosti na pfedchozi lekci se zamé&Fime na druhy dileZity aspekt slavného problému
Ety¥ barev, ktery byl plvodné formulovdn pro barevné rozliseni stdtd na politické mapé. . .

Jak takova obarvovand politickd mapa souvisi s kreslenim grafii? JednoduSe — souvislé staty
miiZeme reprezentovat jako vrcholy grafu a hranami pak zaznamenat ,sousednost” mezi stdty.
DaleZité je, Ze takto vznikly graf miZeme zfejmé& zakreslit v roviné bez k¥iZzeni hran a nazyvame
jej proto rovinnym grafem.

Struény prehled lekce

e Kresleni grafi, definice rovinného grafu a zakladni vlastnosti.
e Rozpoznavani rovinnych grafii (Kuratowského véta).
e Barveni map a rov. grafii - problém &ty¥ barev a nastin jeho feSeni.

e Trochu o praktickém kresleni graf(i.
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8.1 Rovinné kresleni grafu

Definice 8.1. Rovinnym nakresleni grafu G

myslime zobrazeni, ve kterém jsou vrcholy znazornény jako riizné body v roviné a hrany
jako oblouky spojujici body svych koncovych vrchold. P¥itom hrany se nesmi nikde k¥iZit
ani prochdzet jinymi vrcholy neZ svymi koncovymi body.

Graf je rovinny pokud ma rovinné nakresleni.

Dulezitym p¥ikladem rovinnych grafti jsou grafy (t¥irozm&rnych Euklidovskych) mnohost&ni,
tfeba graf &ty¥sténu, krychle, osmisténu, dvandctisténu, atd.

Plati, Ze grafy mnohosténi jsou vZdy rovinné a 3-souvislé. Naopak kazdy rovinny 3-souvisly
jednoduchy graf je grafem n&jakého mnohost&nu. (Dikaz tohoto tvrzeni je obtizny.)
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Definice: St&nami rovinného nakresleni grafu nazyvdme (topologicky) souvislé oblasti
roviny ohrani¢ené timto nakreslenim grafu.

Rovinny graf mize mit vice podstatné riznych nakresleni, ale 3-souvisly rovinny graf ma ve
vdech svych rovinnych nakreslenich , stejné stény" (Dusledek 8.11).

Definice. Dudlni (multi)graf rovinného nakresleni grafu G ziskdme tak, Ze stény
nahradime vrcholy dudlu a hranami spojime sousedici dvojice stén.

Dudlni multigraf k rovinnému grafu je vZdy rovinny, coZ je relativné snadné dokdzat topolog-
icky. Na druhou stranu vSak ¢asto bude obsahovat ndsobné hrany a dokonce i smycky.
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8.2 Euleriv vztah o poctu stén

su

Nyni si uvedeme zajimavy a vlastné | jediny rozumny kvantitativni“ vztah o rovinnych
nakreslenich grafli. Jedna se o slavny Euler(v vztah, ktery ¥ika:

Véta 8.2. Necht rovinné nakresleni souvislého grafu G m3 f stén. Pak
V(G +f—EG) =2.
Diikaz: Necht potet vrcholii v G je v a hran h.

e Pokud je G strom, tj. nem3 kruZnice, ma ve svém nakresleni jedinou st&nu (viz
Jordanova véta o kruZnici) a dle V&ty 5.3 ma presn& h = v — 1 hran. Potom plati
v+f—h=v+1—(v=-1)=2.

e Pokud G obsahuje kruznici C, pak vypustime jednu jeji hranu e. Tim se pocet
hran snizi o 1, ale zarovefi se snizi o 1 pocet stén, protoZe kruznice C' plvodné
oddélovala (viz Jordanova v&ta o kruZnici) dv& stény ptilehlé k hran& e od sebe,
ale nyni tyto dvé stény ,splynou” v jednu. Pocet vrcholi se nezméni. Proto se

nezmé&ni hodnota v+ f—h=v+(f—-1)—(h—1)=2.
Tvrzeni tak plyne z principu matematické indukce. O

Poznamka: V3imné&te si dob¥e, Ze Eulerlv vztah viibec nezdvisi na tom, jak je graf G
nakresleny, je to vlastnost grafu jako takového.
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Euleriv vztah ma mnoho aplikaci a disledkd.

Disledek 8.3. Jednoduchy rovinny graf na v > 3 vrcholech ma nejvyse 3v — 6 hran.
Jednoduchy rovinny graf na v > 3 vrcholech a bez trojihelniki ma nejvyse 2v —4 hran.

Diikaz: Mazeme predpokladat, Ze graf je souvisly, jinak bychom pfidali dal3i hrany.
Necht polet vrcholii v G je v, stén je f a hran h. Jelikoz nemdme smyZky ani nasobné
hrany, md kazdd sténa v nakresleni grafu na obvodu aspofi 3 hrany, p¥itom kaZdou
hranu zapo&itame ve dvou pfilehlych st&ndch. Pak tedy plati h > %-3]‘, neboli %h > f.
Dosazenim do vztahu Véty 8.2 ziskdme

2 1

2=v+f—-h<v+-h—h=v—=h

3 3
h<3(v—2)=3v—-6.

Druh3d &ast se dokazuje obdobng, ale nyni vime, Ze graf nem3d ani trojihelniky, a tudiz
mad kazdd sténa v nakresleni grafu na obvodu aspoii 4 hrany. Pak tedy plati A > %-4f,
neboli %h > f. Dosazenim do vztahu Véty 8.2 ziskdme

2 1
2: — < — — = —_ =
v+ f h_v+4h h=wv 2h

h<2(v-—2)=2v—4.

Tim jsme hotovi. O
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Poznamka: Kdy nastdvd rovnost v Dusledku 8.37 Snadno analyzou dikazu zjistime, Ze
jednoduchy rovinny graf ma 3v — 6 hran, pravé kdyz vdechny jeho stény vcetn& vn&jsi jsou
trojihelniky. Obdobn& pro druhou &st tvrzeni se viemi sté€nami velikosti 4.

Disledek 8.4. KaZdy jednoduchy rovinny graf obsahuje vrchol stupné nejvyse 5.
KaZdy jednoduchy rovinny graf bez trojihelniki obsahuje vrchol stupné nejvyse 3.

Diikaz: Pokud by v3echny vrcholy mély stupn& alespon 6, cely graf by mél aspofi
%~6@ = 3v hran, coZ je ve sporu s Dlsledkem 8.3. Néktery vrchol musi tudiZ mit mensi
stupeni nez 6.

Obdobné& postupujeme u druhého tvrzeni. O
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8.3 Rozpoznani rovinnych grafii

P¥i praktickém vyuZiti rovinnych grafii je potfeba umét abstraktné zadany graf rovinn&
nakreslit bez k¥izeni hran. Na rozdil od problému uréeni barevnosti grafu se nastésti
jedna o efektivné algoritmicky YeSitelny problém.

N s

Prvni algoritmus béZici v linedrnim &ase byl podan Hopcroftem a Tarjanem 1974 a od té
doby se objevilo nékolik jednodussich algoritm, ale stale nejsou dostateéné ptistupné,
abychom je mohli ukdzat v omezeném &ase na predndsce.

Véta 8.5. Rozhodnout rovinnost a nalézt pFislusné nakresleni daného grafu lze v
linedrnim &ase (vi&i poctu vrcholi).

Misto obecnych algoritmi pro rovinné kresleni grafii se zde podivdme na otdzku, jak
oddvodnit nerovinnost (malého) grafu.
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P¥iklad 8.6. Ukazme, Ze nasledujici dva grafy, Ks a K3 3 nejsou rovinné.

Ks K33

P¥i zdivodnéni vyuZijeme znalosti pfedchoziho oddilu. Viimnéme si, Ze graf K5 ma 5 vrcholi
a 10 > 3-5—6 hran. Podobn& graf K33 ma 6 vrcholi a 9 > 2.6 —4 hran, pfitom neobsahuje
Zadné trojuhelniky. Proto podle Disledku 8.3 Zadny z nich neni rovinny. m|

Disledek 8.7. Grafy K5 a K3 3 nejsou rovinné.

Definice: Podrozdélenim grafu G rozumime graf, ktery vznikne z G nahrazenim
nékterych hran novymi cestami libovolné (kladné) délky.

Dilezity abstraktni popis vech rovinnych grafii nalezl K. Kuratowski:

Véta 8.8. Graf G je rovinny pravé kdyZ neobsahuje podrozdéleni grafii K5 nebo K3 3
Jjako podgrafy.
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Pt¥iklad 8.9. Které z ndsledujicich dvou grafi jsou rovinné? Najd&te rovinné nakresleni (véetné
ocislovanych vrcholii), nebo zdiivodnéte nerovinnost grafu.

A B

Po chvili zkoumani urtité p¥ijdeme na to, Ze graf A se dd nakreslit rovinné takto:

x Y c

N L L\,

Graf B na druhou stranu rovinny neni podle Véty 8.8, protoZe je v ném obsaZeno podrozdé&leni
grafu K3 3, které je ukdzano na tomto obrdzku:

A
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Jednoznaénost rovinného nakresleni

Fakt: V 2-souvislém rovinném grafu je kazda sténa ohraniend kruznici.

Diky tomuto faktu Ize snadno nadefinovat, Ze dvé rovinnd nakresleni 2-souvislého grafu
jsou ekvivalentni, pokud jejich stény tvofi stejné soubory kruZnic.

Kli¢ovym vysledkem nyni je:

Lema 8.10. KruZnice C' v 3-souvislém rovinném grafu G je st&nou jeho nakreslent,
pravé kdyZ podgraf G — V (C) je souvisly graf.

Dikaz: V jednom sméru, pokud G' = G —V(C) je souvisly, pak podle Jordanovy véty
o kruznici lezi cely G’ uvnit¥ jedné oblasti C, tudiZ druha oblast C' je st&nou v kaZzdém
nakresleni G.

Naopak pokud C' ohraniluje st&nu v nékterém rovinném nakresleni grafu GG, dokdzeme,
%e kazdé dva vrcholy mimo C' lIze spojit cestou disjunktni s C. Necht tedy z,y €
V(G)\V(C) a oznatme X (& Y') mnozinu té&ch vrchold C dosaZitelnych z x (z y) po
cestach neprochdzejicich pres C'. Jelikoz x,y naleZi stejné stén& kruZnice C', mnoZiny
X,Y se na C ,neptekryvaji*, presnéji je lze od sebe oddé&lit odebranim n&kterych dvou
vrcholli ¢,d € V(C). Pak v8ak {c,d} je Fezem v grafu G odd&lujicim z od y a to
odporuje predpokladu 3-souvislosti, spor. a

Disledek 8.11. KaZda dvé rovinnd nakresleni 3-souvislého grafu jsou ekvivalentni.
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Pouziti pro isomorfismus

Zajimavou aplikaci Disledku 8.11 je algoritmus pro rozpozndvani isomorfismu rovinnych
grafil, ktery mimo porovndvani rovinnych nakresleni 3-souvislych komponent pouZivd
metody rozkladu grafu na “vice-souvislé” komponenty a testovani isomorfismu stromi:

Véta 8.12. Problém isomorfismu rovinnych grafi je FeSitelny v linedrnim &ase.

Zavérem si jeSté bez dikazu uvedeme, Ze rovinné grafy vidy maji pékné nakresleni v
roviné.

Véta 8.13. KaZdy jednoduchy rovinny graf Ize nakreslit v rovin& (bez k¥iZeni hran)
tak, Ze hrany jsou tsecky.
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8.4 Barveni map a rovinnych grafa

Vzpomeiime si na jiZ zmifiovany prevod mapy na graf — jedna se vlastn& o vytvoreni dudlniho
grafu k této mapé. Aby v dudinim grafu k mapé& nevznikly smy€ky, v mapé nesmi Zadny stat
sousedit sam se sebou, coZ je pfirozeny poZadavek.

V roce 1976 Appel a Haken, a pak znovu v roce 1993 Robertson, Seymour, Sanders
a Thomas, dokazali tuto vétu, kterd rozfesila problém &ty¥ barev a kterd je jednim z
nejslavnéjsich vysledkl diskrétni matematiky viibec:

Véta 8.14. KaZdy rovinny graf bez smycek Ize obarvit 4 barvami.

Dikaz této véty je nesmirn& slozity (v3ak byl také hleddn po vice nez 100 let a k
jeho Gplnému provedeni je stéle tfeba potitac), a proto si uvedeme slabsi a mnohem
jednodussi tvrzeni:

Tvrzeni 8.15. KaZdy rovinny graf bez smycek Ize obarvit 6 barvami.
KaZdy rovinny graf bez smy&ek a bez trojihelnikii Ize obarvit 4 barvami.

Diikaz: Podle Diisledku 8.4 najdeme v kazdém podgrafu G vrchol v stupné nejvyse 5,
a tudiz je G 5-degenerovany a obarvime jej podle Vé&ty 7.7. Druhou &ast dokdzeme
obdobné, kdyZ nalezneme vrchol stupné < 3. O
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Véta 8.16. KaZdy rovinny graf bez smy&ek ma vybérovou barevnost nejvyse 5.

Diikaz (ndznak): Pomé&rn& p¥imotarou indukei Ize dokdzat nisledujici zesilené tvrzent:

V374

Necht rovinny graf G s vn&jsi sté&nou ohranienou kruZnici C ma viechny ostatni stény
trojiihelniky. Necht kaZdy vrchol mimo C' m4 p¥ifazen seznam 5 barev, vrcholy C' maji
seznamy 3 barev a jisté dva sousedni vrcholy x,y na C maji pfimo pFedepsané (rizné)
barvy. Pak G Ize vybérové& obarvit.

e Necht z # y je druhy soused = na C. Pokud n&ktera hrana f ze z nendlezejici C
ma druhy konec také na C, pak podél f ,rozdélime" G na podgraf G; obsahujici
x,y a podgraf Go sdilejici hranu f s Gy. Indukci nejprve obarvime G, pak Go
taktéZ splni indukéni predpoklad a i jej dobarvime.

e Jinak budeme indukci barvit podgraf Gs = G — z; pfitemZ vem sousedim
z uvnitf G odebereme ze seznamu (jejich p&ti) barev dvé z barev seznamu u
vrcholu z rizné od barvy x. Nasledné dobarvime vrchol z, pro n&jz mame t¥i

moZnosti a jen jeho dva sousedé na C' s nim mohou byt v konfliktu.
O
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8.5 Praktické ,,pruzinové* kresleni grafii

Zavérem se podivejme na trochu jinou problematiku — jak prakticky nakreslit dany
(nerovinny) graf, aby v3e ,vypadalo hezky".

Jeden ze zdkladnich heuristickych p¥istupt ke kresleni grafii se d4 shrnout nasledovné:

Metoda 8.17. PruZinové kresleni grafu

e Vytvotime ,fyzikdIni“ model grafu, kde vrcholy budou kuli¢kami, které se
vzdjemné odpuzuji, a hrany budou pruZinami, které své koncové vrcholy vzajemné
pritahuji.

e N3$ model budeme iterovat jako dynamicky systém, az do konvergence pozic
vrcholll. Zde je potfebné modelovat i ,,tlumeni* pohybi vrcholl, aby nedoslo k
rozkmitani systému.

e | kdyZ kreslime graf do roviny, je uZite¢né za&it modelovat systém s dimenzi navic
(aby mé&ly vrcholy ,vice mista k pohybu®) a teprve v priib&hu &asu dodatetnou
silou p¥idanou dimenzi ,eliminovat”, neboli zkonvergovat pozice vrcholl do zv-
olené roviny.
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