9 Povidani o priinikovych grafech

Od této lekce teorie grafti se zlehka zam&fme na nékolik vybranych partii teorie
grafl blizkych autorovu srdci. . .

Nasim prvnim vyb&rem jsou priinikové grafy, coz jsou grafy, jejichZ vrcholy jsou jisté mnoZiny
a hrany spojuji pronikajici se dvojice. Na&i hlavni motivaci studia téchto grafi je jejich geo-
metricka ndzornost a aplikovatelnost v redlnych situacich.
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Struény prehled lekce

e Co jsou priinikové grafy, ptiklad intervalovych grafi.
e Chordalni grafy a jejich vlastnosti.
o Nékteré dalsi Casto studované t¥idy prinikovych grafa.

e Reprezentace grafii kfivkami a tGsetkami.
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9.1 Pranikové a intervalové grafy

Definice 9.1. Prinikovym grafem mnoZinového systému M
nazveme graf Iy na vrch. V.= M s mnoZinou hran F = {{A,B} CM:ANB # @}.
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Poznamendvdme také, Ze nejéastéji studované typy prinikovych grafii maji ,geomet-
rickou povahu”, tj. jejich mnoZiny jsou definovany jako geometrické objekty.

Fakt: T¥idy prinikovych grafii jsou vzdy uzavfené na indukované podgrafy.

Tvrzeni 9.2. KaZdy jednoduchy graf je isomorfni priinikovému grafu né&jakého
vhodného systému mnoZin.
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Intervalové grafy

Z celého spektra moznych typi prinikovych grafii se blize podivdme na priinikové grafy
intervaldl na p¥imce — intervalové grafy (zkratka INT).
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Vzpomeiite si, Ze s intervalovymi grafy jsme se vlastné setkali uz v Problému 6.5 ¥eSicim
p¥idéleni pracovnich ukol, tj. barveni p¥isluiného intervalového grafu.

Lema 9.3. KaZda kruZnice délky vétsi neZ tFi v intervalovém grafu md chordu, tj. in-
dukuje hranu spojujici nesousedni vrcholy kruZnice.
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Véta 9.4. T¥idu vSech intervalovych grafii Ize charakterizovat pomoci nasl. tvrzeni.

e Graf je intervalovy pravé kdyZ neobsahuje Zadny z ndsledujicich zakdzanych in-
dukovanych podgrafii:
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e Jednoduchy graf je intervalovy, pravé kdyZ neobsahuje indukovanou kruznici Cy
a jeho doplnék ma tranzitivni orientaci.
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9.2 Chordalni grafy

Definice 9.5. Chordalni graf (také zvan triangulovany) G je takovy,
ktery neobsahuje indukovanou kruZnici del3i neZ t¥i jako sviij podgraf.

Véta 9.6. KaZdy chordaini graf G obsahuje simplicidlni vrchol, tj. vrchol s takovy, Ze
vSichni sousedé s tvoFi kliku v G.

Diikaz: Dokazujeme posloupnost t¥i snadnych tvrzeni o chordalnim grafu G.
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Rekneme, e graf H je bisimplicidlni, pokud H je tiplny nebo H obsahuje dva nespojené
simplicidlni vrcholy.

1. Pro kazdou kruZnici C' a hranu e v chorddInim grafu G existuje hrana f takova,
ze E(C)\ {e} U{f} obsahuje trojihelnik.

2. Necht uv je hranou G' a N¢(v), tj. sousedé v, tvo¥i bisimplicidIni podgraf v G.
Pokud v je simplicidlni mezi sousedy u, ale ne v celém G, pak existuje vrchol w
spojeny s v a nespojeny s u takovy, Ze w je simplicidlni mezi sousedy v.

3. Tudiz pokud G neni bisimplicidlni, ale sousedé kazdého jeho vrcholu indukuji
bisimplicidIni podgraf, pak G obsahuje kruznici C' odporujici bodu 1.

4. Tudiz G je bisimplicidlni.

Petr Hlinény, FI MU Brno, 2013 FI: MAOQ10: Priinikové grafy



Simplicidlni dekompozice

P¥imym ddsledkem Véty 9.6 je existence simplicialni dekompozice libovolného
chordélniho grafu:

Disledek 9.7. Vicholy kaZdého chorddiniho grafu G lze sefadit do posloupnosti
v1,Va,. .., U, tak, Ze kaZdév;, i =2,...,n, je simplicidlni v podgrafu G indukovaném
na {’Ul, . 7'U1'—1}-

Fakt: Simplicidlni dekompozici lze vyuZit k efektivnimu rozpozndvani intervalovych i
chordalnich grafi.
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Pranikova reprezentace

Véta 9.8. Graf G je chorddini pravé kdyZ existuje strom T takovy, Ze G je priinikovym
grafem vhodné kolekce podstromii v T

Dikaz (ndznak): Ve sméru doleva pouze stru€né& konstatujeme, Ze kaZdy prinikovy
graf podstromi v n&jakém stromé nutné musi byt chorddlni. Naopak povedeme diikaz
indukci podle poctu vrcholG G, p¥icemz baze pro jeden vrchol je zfejma.

Jinak necht v je simplicidlni vrchol chordélniho grafu G. Indukci sestrojime priinikovou
reprezentaci také chordélniho grafu G —v. Pak sousedé v tvofi kliku, tudiZ v priinikové
reprezentaci grafu G — v se v nékterém uzlu stromu v8ichni pfekryvaji. Na tomto misté
p¥iddme novy list stromu, ktery bude reprezentovat v a bude p¥ekryt reprezentanty
sousedi v. O
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9.3 Dalsi t¥idy pranikovych grafi
Definice: Zavedeme nidsledujici tfidy prinikovych grafi:

e Hranovy graf L(G) je priinikovym grafem hran E(G) v b&ném grafu G.

o Kruhové-intervalové grafy (CA) jsou priinikovymi grafy intervali na kruZnici.

o Kruznicové grafy (CIR) jsou priinikovymi grafy tétiv v kruZnici.

SAvAsde:
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e Diskové grafy (DISC) jsou prinikovymi grafy kruhd v roving. Lze uvaZovat také
jen jednotkové kruhy (unit-DISC).

e Kvddrové grafy (BOX) jsou prinikovymi grafy kvadrii ve dvou, tfech & vice
dimenzich, se sténami rovnob&znymi se soufadnicemi.
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Slozitost rozpoznavani

Castou a diile¥itou otdzkou u (jakychkoliv) typii reprezentaci grafii je, které abstraktni
grafy maji reprezentaci daného typu a jak Ize takovou reprezentaci algoritmicky sestrojit.
Problému se ¥ika rozpoznavani daného typu grafi.

Véta 9.9. Hranové, CA a CIR grafy Ize rozpozndvat algoritmy v polynomidlnim &ase.
Problémy, zda dany abstraktni graf je DISC nebo BOX, jsou NP-iplné.

Véta 9.10. Dany graf je hranovym grafem né&jakého jednoduchého grafu, pravé kdyz
neobsahuje Zadny z nasledujicich indukovanych podgrafii:
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Jiné druhy reprezentace

e Dotykové ... grafy jsou variantou prinikovych grafii geometrickych objektd, ve
které se poZaduje, aby vnittky objektd byly po dvou disjunktni.

Napfiklad [Koebe]:

Véta 9.11. Graf je rovinny pravé kdyZ je dotykovym grafem kruhi v roviné.
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e Obdélnikové , dualy” — jedna se o prinikové dotykové reprezentace grafu pomoci
neptekryvajicich se obdélnik( se stranami rovnob&znymi osam.

o

N

— V této reprezentaci neni dovoleno setkani ¢ty¥ obdélniki v jednom rohu.

v

— Ve striktnim podani musi obdélniky reprezentace vyplnit plochu ,bez dér”.

Fakt: Pouze rovinné grafy mohou mit obdélnikovy dudl, av8ak ne v8echny rovinné maji.

Navic striktni obdéInikové dudly vzdy reprezentuji kvazitriangulace (viechny sté&ny a%
na vn&jsi jsou trojthelniky).

Petr Hlinény, FI MU Brno, 2013 FI: MAOQ10: Priinikové grafy



9.4 Prunikové grafy kfivek a usecek

Definice: KFivkovymi (nitovymi) grafy nazveme priinikové grafy oby&. kfivek v roving.

Tvrzeni 9.12. KaZdy rovinny graf je nitovy.

Tvrzeni 9.13. Existuji grafy, které jsou nitové, ale kaZdd jejich takovd reprezentace
obsahuje dvojici kFivek majicich exponencialné mnoho vzdjemnych priselikii.
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Slozitost rozpoznavani

Co se tyce algoritmické sloZitosti, je pak rozpoznani nitovych grafli t&7ké. Vzhledem
k Tvrzeni 9.13 je mnohem obtiZn&j3i dokazat p¥isludnost problému do tfidy NP, nez
jeho t&zkost, viz [Kratochvil / Schaeffer a Stefankovig].

Véta 9.14. Problém rozpoznat, zda dany graf je nitovy, je N'P-iplny.

Useéky misto k¥ivek
Velmi podobné je definovadna tfida tseckovych grafii, coz jsou prinikové grafy usecek
v roving. Opét je dokdzdno, Ze jejich rozpoznavani je N'P-t&zké [Kratochvil], ale

prislugnost problému do t¥idy NP ziistdva otevfend kvili ndsledujicimu.

Tvrzeni 9.15. Existuji grafy, které jsou tiseckové, ale kaZdd jejich takova reprezentace
obsahuje dsecku, k zapisu jejiZz soufadnic je tfeba exponencidlné mnoho bitii.

Ve srovnani s jednoduchym Tvrzenim 9.12 vynikne tento docela dlouho otevieny
problém, neddvno dotedeny [Chalopin, Goncalves]:

Véta 9.16. KaZdy rovinny graf je dse¢kovym grafem.
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»Zapalkové* grafy

Vyse jsem zminili obecny pojem geometrickych dotykovych grafii, nyni se z tohoto thlu
pohledu podivime na dotykové grafy tsecek v roving:

Timto pojmem nazyvame ty prinikové grafy lsecek v roving, u nichZ je dodatetnou
podminkou, Ze Zadné dvé (secky se neprotinaji ve svych vnit¥nich bodech.

(Jakoby ,,zdpalkové" reprezentace v roving.)
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Véta 9.17. Graf je dotykovym gratem disjunktnich horizontdlnich a disjunktnich ver-
tikdlnich dselek, pravé kdyZ se jednd o rovinny bipartitni graf.

Véta 9.18. Problém rozpoznat dotykovy graf dsecek je N'P-iplny.
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