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Ndahodné veliginy
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Nahodna velitina X na pravdépodobnostnim prostoru (£2,.A, P)
je takova funkce X : Q — R, %e vzor X~1(B) pat¥i do A pro
kaZdou Borelovskou mnoZinu B € B na R (tj. X : Q — R je tzv.
borelovsky méfitelnd). MnoZinova funkce

Px(B) = P(X Y(B)) = P({w € Q; X(w) € B})

se nazyva rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X.
Definice ndhodné veli¢iny zajistuje, Ze pro viechny

—00 < a < b < o existuje pravdépodobnost P(a < X < b), kde
pouzivame stru¢né znaleni pro jev A = (w € Q; a < X(w) < b)).
Distribuéni funkci (distribution, cumulative density function)

nahodné veli¢iny X je funkce F : R — R definovana pro vSechny
x € R vztahem

F(x) = P(X < x).
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Diskrétni nahodné veli¢iny

Pfedpokladejme, Ze ndhodna veli¢ina X na pravdépodobnostnim
prostoru (€2, A, P) nabyva jen kone&n& mnoha hodnot
X1, X2, ..., %Xn € R. Pak existuje tzv. pravdépodobnostni funkce
f(x) takova, zZe
F(x) = {P(X = X;) .p?ro X = X;
0 jinak.

Evidentn& >~7 | f(x;) = 1.
Takové nahodné veli¢ing se ¥ika diskrétni.
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Spojité nahodné veli¢iny

| kdyZ hodnoty ndhodné veli¢iny X nejsou diskrétni, mizeme
postupovat podobné s uZitim diferencidlniho a integrdlniho pottu.
Intuitivn& Ize uvaZovat takto: hustotu f(x) pravdépodobnosti
pro X si predstavime jako

P(x < X < x+dx) = f(x)dx.

To znamena, Ze chceme pro —co < a< b <

Pla< X < b) = /b F(x)dx. (%)

Nahodna veli¢ina X, pro kterou existuje jeji hustota
pravdé&podobnosti spliiujici (*), se nazyva spojita.
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Ptiklady k procviceni

P¥iklad

Rozhodnéte, které z nasledujicich funkci jsou hustotami (mimo
vymezeny interval je vZdy funkce nulovd, c¢ je vhodna konstanta —
v pfipadg, Ze jde o hustotu, tuto konstantu urlete):

Q@ cx pro x € (0,1),

@ cx pro x € (—1,2),

© cxsinx pro x € (=7, %),
Q ce* pro x € (0,00),
o
o

ce ™ pro x € (0,00),

_c _
1+x2°
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Pyiklad

V lese tvaru trojihelnika s vrcholy v bodech (—1,0),(1,0) a
(0,1/3) se ztratilo dit&. Pravdépodobnost vyskytu ditéte v ur&ité
Casti lesa je tmérnd velikosti této &asti, nikoliv umisténi této &asti.
Urcete

© rozdéleni vzdalenosti ditéte od zvolené strany lesa,

@ rozdéleni vzdalenosti ditéte od nejbliZsi strany lesa.
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Vlastnosti distribuéni funkce

Necht X je ndhodna veli¢ina, F(x) je jeji distribu&ni funkce.

© F je neklesajici.

@ F je zprava spojitd, limy_,_ o F(x) =0 a limy_o F(x) = 1.

© Je-li X diskrétni s hodnotami x, ..., x,, pak je F(x) po
&astech konstantni, F(x) =3 ., P(X =x;) a F(x) =1
kdykoliv x > x,.

Q Je-li X spojitd, pak je F(x) diferencovatelna a jeji derivace se
rovnd hustot& X, tj. plati F'(x) = f(x).
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Distribuéni funkce - ptiklady

0 0_C._o.—o
1

0 -/ ‘
1 — X
0 "



Obdobné definujeme distribuéni funkce a hustotu a
pravdépodobnostni funkci pro spojité a diskrétni ndhodné vektory.
Hovofime také o simultannich pravdépodobnostnich funkcich a
hustotach.

Pro dv& prom&nné (vektor (X, Y) ndhodnych veli&in):

P(X=xiNY =y, =X Ny =Y
f(x,y) _ { ( Xi )/l) X Xi Ny =VYi
0 jinak.
u diskrétnich a pro v8echny a, b € R pro spojité:

a b
P(—oo < X <a,—co <Y <b)= / / f(x,y)dxdy.

Marginalni rozloZeni pro jednu z promé&nnych obdrzime tak, Ze
pFes ostatni poséitdme nebo zintegrujeme.
Ndhodné veli¢iny X a Y jsou stochasticky nezavislé, jestlize je
jejich simultanni distribuéni funkce spliiuji

F(x,y) = G(x) - H(y)
kde G a H jsou distribu&ni funkce veli¢in X a Y.
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Ptiklady k procviceni

Priklad

V zésilce s 10 vyrobky je 8 kvalitnich (z nich je 5 prvni jakosti a 3
jsou druhé jakosti) a 2 zmetky. Ze zasilky vybereme bez vraceni 2
vyrobky. Ndhodnd veli¢ina X necht zna&i potet vybranych
kvalitnich vyrobki a Y pocet vybranych vyrobki prvni jakosti.
Urcete sdruzenou i margindlni pravdépodobnosti funkci a
rozhodnéte, zda jsou ndhodné veli¢iny X a Y stochasticky
nezavislé.

Priklad
Spojity ndhodny vektor (X, Y) ma hustotu

| A

f(x,y) = 24x2y(1 — X)

pro 0 < x,y < 1 a jinde nulovou. DokaZte, ze X a Y jsou
stochasticky nezavislé.




Typy diskrétnich nahodnych veli&in
[ Jelelelololele}

Typy diskrétnich ndhodnych veligin

Rovnomérné (diskrétni) rozdéleni popisuje ndhodnou velitinu,
kterd mize nabyvat kone¢né mnoha hodnot se stejnou
pravdépodobnosti, znatime X ~ Rd(n) (napf. X ~ Rd(6)
odpovidd hodu kostkou).

Alternativni rozdéleni popisuje pokus se dvéma mozZnymi
vysledky, ¢asto nazyvanyni zdar, resp. nezdar. Nahodna veli¢ina
X ~ A(p) nabyva hodnoty 1 (zdar) s pravdépodobnosti p.
Distribu¢ni a pravdépodobnostni funkce jsou tedy tvaru:

0 t<O0 p t=1
Fx(t)=<1—-p 0<t<1 fx(t)y=<1—p t=0.
1 t>1 0 jinak



0®@000000
Binomické rozdéleni Bi(n, p) odpovidd n—krat nezavisle

opakovanému pokusu popsanému alternativnim rozdélenim,
pFi¢emZ nase ndhodn3d veli¢ina mé&¥i polet zdaril. Je tedy

Dpt(l—p)"t te{0,1,...
Bl = { PP LS (0L
0 jinak

Na obrézku jsou pravdépodobnostni funkce pro Bi(50,0.2),
Bi(50,0.5) a Bi(50,0.9). Rozdé&leni pravdépodobnosti dobte
odpovida intuici, Ze nejvice vysledkl bude blizko u hodnoty np:

L B R e e e e e e e ) gepopopepopeper®
o 2 @ @ = o o
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Binomické rozdéleni

S binomickym rozdé&lenim se potkdvame velice €asto v praktickych
Ulohach. Jednou z nich je ndhodnd veli¢ina, kterd popisuje pocet X
predmétd v jedné zvolené p¥ihrddce z n moznych, do nichZ jsme
ndhodné rozdélili r pfedmétd. Umisténi kteréhokoliv pfedmétu do
pevné zvolené pfihrddky ma pravd&podobnost 1/n (kaZda z nich je
stejn& pravd&podobna). Zjevn& tedy bude pro jakykoliv potet
k=0,...,r

o= () (3 (e

jde proto o rozlozeni X typu Bi(r,1/n).
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Binomické — Poissonovo rozdéleni

Jestlize ndm bude vzristat pocet pfihrddek n spole¢né s poctem
predméti r, tak, Ze v priiméru ndm na kaZdou pfihradku bude
pripadat (pfiblizn&) stejny polet prvki A\, miZeme dobfe vyjadfit
chovani naseho rozdéleni veli¢in X, pfi limitnim pfechodu n — oc.
Takovéto chovani popisuje nap¥. fyzikalni soustavy s velikym
poctem molekul plynu nebo branky ve fotbalovych zapasech.
Standardni dpravy vedou p¥i lim,_o0 rn/n = X k vysledku:

lim P(X, = k)= lim <’>("—1)r—k

n—o00 n—oo \ k nn
 im Ml =D (— kA1) TN
n—o00 (n—l)k k! n
Ak ] _%1 I'n )\k a0
—mnl";o<1+ ) T

protoZe obecné funkce (1 4 x/n)" konverguji stejnomérn& k funkci
e* na kazdém omezeném intervalu v R.
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Binomické — Poissonovo rozdéleni

0.20+

0.151

010+

005+

Tetky znazortiuji Poissonovo rozd&leni (A = 5), &erven& Bi(10, 3),
mod¥e Bi(20, 1) a zelen& Bi(1000, 555).
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Poissonovo rozdéleni Po(\)

Poissonovo rozdéleni popisuje ndhodné veli¢iny
s pravdépodobnostni funkci

Me A keN
F(k) = { M€
x(k) {0 jinak.

Jak jsme odvodili vyZe, toto diskrétni rozd&leni (rozloZzené do
nekone&n& mnoha bodi) dobfe aproximuje binomicka rozdéleni
Bi(n, A) pro konstantni A > 0 a velikd n.

Snadno ové&fime

K
fo >\ A —Azkl e MA_ 1

k
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Poissonovo rozdéleni

Dobfe modeluje vyskyt jevi:
@ s otekavanou konstantni hustotou na jednotku objemu — nap¥.

bakterie ve vzorku (popis otekdvaného vyskytu k bakterii p¥i
rozdéleni vzorku na n stejnych &asti)

@ rozdéleni udélosti, které se vyskytuji ndhodné& v €ase a bez

zavislosti na predchozi historii — v praxi jsou takové procesy
¢asto spojeny s poruchovosti strojii a zaFizeni

polet branek ve fotbalovém zapase (za 90 minut)

polet telefonnich hovori za minutu na call centru

polet aut p¥ijizdéjicich na k¥fizovatku
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Geometrické rozdéleni

Geometrické rozdéleni md ndhodna veli¢ina X ~ Ge(p), kterd
udava celkovy potet nezdari, které v posloupnosti opakovanych
pokusl pfedchazeji prvnimu zdaru, pfi¢emz pravdépodobnost
Uspéchu v kazdém pokusu je rovna p .

1-p)t- rot=20,1,...
fe(t) = (L=p)-p P
0 jinak.

Hypergeometrické rozdéleni. M&me N pfedmétl, z nichZ pravé
M ma danou vlastnost. Z té&chto N predmétd ndhodné vybereme n
predmétl bez vraceni. Ndhodna veli¢ina X ~ Hg(N, M, n) udava
polet vybranych prvki s danou vlastnosti. Z¥ejmé& tato ndhodna
veliS§ina miZe nabyvat pouze celodiselnych hodnot z intervalu
[max{0, M — N + n}, min{n, M}]. Pro t z tohoto intervalu pak

(%) (=)

(n)

fx(t) =
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Typy spojitych nahodnych veli¢in

Rovnomérné spojité rozdéleni Rs(a, b) je nejjednodudim
ptikladem spojitého rozdé&leni. llustruje, Ze p¥i jednoduse
formulovaném poZadavku na chovéni rozdéleni ndm nezbude moc
prostoru pro jeho definici. Nyni chceme, aby pravdépodobnost
kazdé hodnoty v predem daném intervalu (a, b) C R byla stejna, tj.
hustota fx naseho rozdéleni nahodné veli¢iny X ma byt konstantni.
Pak ov8em jsou pro libovolnd redlnd Cisla —oo < a < b < oo jen
jediné mozné hodnoty

0 t<a 0 t<a
fx(t) =4 5= te(ab) Fx(t)=<{ 2 te(ab)
0 t>b 1 t>bh
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Exponencialni rozdéleni Ex()\) je dalsim rozdé&lenim, které je
snadno uréeno poZadovanymi vlastnostmi nahodné veliciny.
Pfedpokladejme, Ze sledujeme nahodny jev, jehoZ vyskyty

v nepfekryvajicich se ¢asovych intervalech jsou nezavislé. Je-li tedy
P(t) pravd&podobnost, Ze jev nenastane b&hem intervalu délky t,
pak nutn& P(t + s) = P(t)P(s) pro v8echna t,s > 0.
P¥edpokladejme navic diferencovatelnost funkce P a P(0) = 1.
Pak jist& In P(t 4+ s) = In P(t) + In P(s), takZe limitnim pfechodem

im InP(t+s)—InP(t)

s—04 S

= (In P)’(0).

Ozna&me si spotenou derivaci zprava v nule jako —\ € R. Pak
tedy pro P(t) plati In P(t) = —At 4+ C a po&ate¢ni podminka dava
jediné Yeseni

P(t) = e .

Vsimnéme si, Ze z definice nasich objektd vyplyva, Ze A > 0.
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Nyni uvaZme ndhodnou veli¢inu X udédvajici (ndhodny) okamzik,
kdy nds jev poprvé nastane (je vidét analogie s geometrickym
rozdélenim?). Z¥ejm& tedy je distribu&ni funkce rozdéleni pro X
dana

1—e ™ t>0

0 t <0.

Fx(t)zl—P(t):{

Je vidét, Ze skute¢né jde rostouci funkci s hodnotami mezi nulou a
jednickou a spradvnymi limitami v £oo.
Hustotu tohoto rozdéleni dostaneme derivovanim distribuéni
funkce, tj.

Xe ™ t>0

f =
o t<0.
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Normalni rozdéleni

Jde o nejdileZit&jsi rozdéleni. Uved me nejprve motivaci pro jeho
zavedeni.
Pokud budeme v binomickém rozdéleni Bi(n, p) zvy%ovat n p¥i

zachovani tsp&nosti p, bude mit pravdépodobnostni funkce porad
pFiblizné stejny tvar.

oo

99900096000000005000000000000
inae0050RABOTOO0ODORTIELD

A

100 150 200 250 0 0 a0

&

:
0
Ep—

o0

Bi(500,0.5) Bi(5000,0.5) graf funkce e /2
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Normalini rozd&leni N(0, 1)

Vzhledem k uvedené motivaci se nabizi hledat vhodné spojité
rozdéleni, které by mélo hustotu danou né&jakou obdobnou funkci.
- 2 ~ 7 v - v/

Protoze je e */2 vidy kladna funkce, pottebovali bychom spogist

b _—x2/2 y . . . . N v
fa e dx coZ neni pomoci elementarnich funkci mozné. Je viak
mozné (i kdyZ ne (plIn& snadné) ov&Fit, Ze pFisludny nevlastni
integral konverguje k hodnoté

/ e /2 gy = V27,

Odtud vyplyvé, Ze hustota rozd&leni ndhodné veli¢iny miZe byt

1 —X
fx(x) = Wor ’/2,

Rozd&leni s touto hustotou se nazyva normalni rozdéleni N(0, 1).
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Normalini rozd&leni N(0, 1)

P¥islusnou distribuéni funkci

Fx(x) :/ e /2 dx

oo

nelze vyjadfit pomoci elementarnich funkci, pfesto se s ni
numericky b&Zn& potitd (pomoci tabulek nebo softwarovych
aplikaci).

Hustoté fx se také casto Fika Gaussova k¥ivka.

Abychom uméli presnéji zformulovat asymptotickou blizkost
normalniho a binomického rozdéleni pro n — oo, musime si
vytvotit dalsi ndstroje pro praci s ndhodnymi veli¢inami. Budeme
k tomu pouZivat funkce dvojim rliznym zptisobem.
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Ptiklady k procviceni

Necht m3 X binomické rozd&leni s parametry n =4, p = 2/3.
Uréete rozd&leni transformované nihodné velitiny Y = (X — 2)? a
nakreslete graf jeji distribuéni funkce.

M&jme nihodnou veliginu X hustoty f(x) = 2xe™ pro x > 0 (a
jinde nulové). Ur&ete hustotu pravdépodobnosti ndhodné velitiny
Y = X2.
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Transformace nahodnych veli¢in

Priklad

Necht ma ndhodnd veli¢ina X rovnomé&rné rozd&leni na intervalu
(0, r). Ur&ete distribu&ni funkci a hustotu pravd&podobnosti
rozdéleni objemu koule o poloméru X.

| A

Regeni

Urceme nejprve distribuéni funkci F (pro 0 < d < %ﬂr3)

3/3d
4 d ir
F(d)=P|2rx3<d| =P |x<{/2| =12
3 41 r
celkem
0 pro x<0
F(x)=19 ¢/ X3 pro 0<x< Smr’

3

1 pro x > %ﬂ'r
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Ptiklad (rozdg&leni (1))

Necht Z ma normované normalni rozdéleni. Uréete hustotu
transformované nahodné veli¢iny X = Z2.

Regeni

Z¥ejmé je pro x < 0 distribuéni funkce nulovd, pro x > 0
dostdvame: Fx(x) = P[Z%2 < x] = P[-/x < Z < /x| =

/ﬁ 1 24 2/X L -detar
= e z= — _t3e
—/x V21 0 2V2mw

Nl
(0]
NIX

a derivaci podle x dostaneme hustotu fx(x) = \/%TTX
Rozdé&leni ndhodné veli¢iny s touto hustotou se nazyva

(Pearsonovo) x? rozd&leni s jednim stupn&m volnosti a zna&i se
X ~ x%(1).
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Misto ndhodné veli¢iny X, nap¥. ,ro¢ni plat zaméstnance",
budeme vy¢islovat jinou zavislou hodnotu ¥ (X), nap¥. ,ro€n
pfijem zaméstnance po zdanéni a vetné socidlnich davek".
V systému se zna&nou socialni solidaritou je prvni veli¢ina hodné
variabilni, zatimco druhd mize byt skoro konstantni. Statisticky se
proto budou zna¢né odlisovat.

P¥ipomeiime si pfechod od binomického k Poissonovu rozdélent:

sy s
[

Isty

Véta (Poissonova)

Je-li X, ~ Bi(n, pn) takovd, Ze lim,_,oc npp = A @ X ~ Po(\), pak
lim P[X, = k] = P[X = K]

prok=0,1,....




Nejjednodussi funkci, po konstantach, je afinni zavislost

P(x) = a+ bx.

V ptipadé afinni transformace diskrétni nahodné veli¢iny

X = %(y — b) je proto pravdépodobnostni funkce nenulova pravé v
bodech y; = ax; + b. Ukdzeme si, Ze v pFipadé& rozdéleni X, typu
Bi(n, p) pFevadi transformace x = y+/np(1 — p) + np ndhodnou
veli¢inu X, na rozdéleni Y, s distribu¢ni funkci blizkou distribu&ni
funkci spojitého rozdé&leni N(0,1).

D¥ive uvedend Poissonova véta popisuje asymptotické chovani
binomického rozdéleni p¥ n — oo a p — 0, nasledujici v&ta pak
chovani v pfipadé konstantni pravdépodobnosti zdaru p.

Vé&ta (de Moivre-Laplaceova)

Pro ndhodné veli¢iny X, s rozdélenim Bi(n, p) plati

X_
lim P |a< —22_"P

s m < b| = @(b) — (P(a),

kde @ je distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdélent.
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Hodime kostkou celkem 12000 krat. Urcete pravdépodobnost toho,
Ze pocet hozenych Sestek je mezi 1800 a 2 100.

Regeni

PYesnd pravdépodobnost je ddna vyrazem

,%LO{JSOO (12200)(%)"(%)12000_", co? je obtizn& vy&islitelné.

Vyuzijeme tvrzeni Moivre-Laplaceovy véty, pfepsaného do tvaru

B—np A—np
sy (o 2 o Az ) o

pro n — 0.
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Redeni (pokr.)
Volbou p =1/6,A = 1800, B = 2100, n = 12000 dostdvdme odhad

2100 — 2000 ® 1800 — 2000

\/12000 - £2 12000 - 2

= d(v/6) — d(—2v/6) ~ 0,992.

Pozndmka

Statistické tabulky — viz nap¥. https://is.muni.cz/auth/el/
1433/podzim2013/MB103/um/StatTab.pdf nebo sbirka ptikladi
[BMO].

P¥iklad

Pravdépodobnost narozeni chlapce je 0,515. Jaka je
pravdépodobnost, Ze mezi tisici novorozenci bude alespoii tolik
déveat jako chlapci?



https://is.muni.cz/auth/el/1433/podzim2013/MB103/um/StatTab.pdf
https://is.muni.cz/auth/el/1433/podzim2013/MB103/um/StatTab.pdf
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Ptiklad

Nezavisle opakujeme pokus s vysledky 1 a 0, které maji neznamé
pravdépodobnosti p a 1 — p. Parametr p chceme odhadnout
pomoci relativnich &etnosti X,/n (X, je polet jednicek p¥i n
pokusech). Vime, Ze je X, ~ Bi(n, p), proto nam
Moivre-Laplaceova véta umozni urdit polet pokust n potfebny

k zajisté&ni pozadované presnosti odhadu J se spolehlivosti 1 — 3.

Reseni

VyuZijeme Moivre-Laplaceovu vétu zapsanou ve tvaru

n—o0

(=) - v
np(1 — p) np(1 — p)

0= Iim‘PH);"—p‘<6]—
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Regeni

Hleddme nejmensi n, splfiujici nerovnost
P[|Xn/n— p| < 6] > 1 — B, kterou miZeme podle véty
aproximovat nerovnosti

(ets) ol i)
np(1—p) np(1—p)

nd
:2¢<np(1_p)>—121—ﬁ.

Ta je ekvivalentni s podminkou nd/\/np(1 — p) > z(/2), kde
z(p) je ¥eSeni rovnice ®(z(p)) =1 — p (tzv. kritickd hodnota

normovaného normélniho rozdéleni). Pro 6 =0,05a1— 3 =10,9
mdme z tabulek z(3/2) ~ 1,645 a s vyuZitim zfejmého odhadu
p(1 — p) < 1/4 dostavame n > (z(3/2)/26)? ~ 270,6.
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Ptiklady k procviceni

Ndhodné vybranad konzerva v armadnim skladu je vadnd s
pravdépodobnosti 0,1. Kolik konzerv musi zasobovaci distojnik ze
skladu vzit, aby mezi nimi bylo s pravdépodobnosti 99% alespoii 60
bezvadnych konzerv. (P¥edpoklddejte, Ze konzervy jsou vyddvany
ndhodng).
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