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Ptiklady k procviceni

Necht m3 X binomické rozd&leni s parametry n =4, p = 2/3.
Uréete rozd&leni transformované nihodné velitiny Y = (X — 2)? a
nakreslete graf jeji distribuéni funkce.

M&jme nahodnou veliginu X hustoty f(x) = 2xe™ pro x > 0 (a
jinde nulové). Ur&ete hustotu pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny
Y = X2.
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Transformace nahodnych veli¢in

Priklad

Necht ma ndhodnd veli¢ina X rovnomérné rozd&leni na intervalu
(0, r). Ur&ete distribu&ni funkci a hustotu pravd&podobnosti
rozdéleni objemu koule o poloméru X.

| A

Regeni

Ur¢eme nejprve distribuéni funkci F (pro 0 < d < %ﬂr3)

3/3d
4 d ir
F(d)=P|2rx3<d| =P |x< /2| =12
3 4 r
celkem
0 pro x<0
F(x)=19 /2 X3 pro 0<x< Smr’

3

1 pro x > %ﬂ'r
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Ptiklad (rozdg&leni x%(1))

Necht Z ma normované normalni rozdéleni. Urgete hustotu
transformované nahodné veli¢iny X = Z2.

Regeni

Z¥ejmé je pro x < 0 distribuéni funkce nulovd, pro x > 0
dostdvame: Fx(x) = P[Z%2 < x] = P[-/x < Z < /x| =

/ﬁ 1 24 2/X L -detar
= e z= — _t2e
—/x V21 0 2V2mw

Nl
(0]
NIX

a derivaci podle x dostaneme hustotu fx(x) = \/%TTX
Rozdé&leni ndhodné veli¢iny s touto hustotou se nazyva

(Pearsonovo) x? rozdg&leni s jednim stupn&m volnosti a zna&i se
X ~ x%(1).
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Jemny dvod k limitnim vétdm

Misto ndhodné veli¢iny X, nap¥. ,ro¢ni plat zaméstnance",
budeme vy¢islovat jinou zavislou hodnotu 1(X), nap¥. , ro&ni Zisty
pfijem zaméstnance po zdanéni a v¢etné socidlnich davek".

V systému se znaénou socialni solidaritou je prvni veli¢ina hodné&
variabilni, zatimco druhd mize byt skoro konstantni. Statisticky se
proto budou zna¢né odliSovat.

P¥ipomeiime si pfechod od binomického k Poissonovu rozdélent:

Véta (Poissonova)

Je-li X, ~ Bi(n, pn) takovd, Ze lim,_,oc npp = A @ X ~ Po(\), pak
lim P[X, = k] = P[X = ]
n—o00

prok=0,1,....




Nejjednodussi funkci, po konstantach, je afinni zavislost

P(x) = a+ bx.

V ptipadé afinni transformace diskrétni nahodné veli¢iny

X = %(y — b) je proto pravdépodobnostni funkce nenulova pravé v
bodech y; = ax; + b. Ukdzeme si, Ze v pFipadé& rozdéleni X, typu
Bi(n, p) pFevadi transformace x = y+/np(1 — p) + np ndhodnou
veli¢inu X, na rozdéleni Y, s distribu¢ni funkci blizkou distribu&ni
funkci spojitého rozdé&leni N(0,1).

D¥ive uvedend Poissonova véta popisuje asymptotické chovani
binomického rozdéleni p¥ n — oo a p — 0, nasledujici v&ta pak
chovani v pfipadé konstantni pravdépodobnosti zdaru p.

Vé&ta (de Moivre-Laplaceova)

Pro ndhodné veli¢iny X, s rozdélenim Bi(n, p) plati

X_
lim P |a< —22_"P

s m < b| = @(b) — (P(a),

kde @ je distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdélent.
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Hodime kostkou celkem 12000 krat. Urcete pravdépodobnost toho,
Ze pocet hozenych Sestek je mezi 1800 a 2 100.

Regeni

PYesnd pravdépodobnost je ddna vyrazem

,%LO{JSOO (12200)(%)"(%)12000_", co? je obtizn& vy&islitelné.

Vyuzijeme tvrzeni Moivre-Laplaceovy véty, pfepsaného do tvaru

B—np A—np
sy (o E ) o Aom ) Lo

pro n — 0.
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Redeni (pokr.)

Volbou p =1/6, A = 1800, B = 2100, n = 12000 dostdvame odhad

P 2100 — 2000 5 1800 — 2000 _

\/12000 - 2 \/12000 - £2

= &(v/6) — &(—2v/6) ~ 0, 992.

Statistické tabulky — viz nap¥. https://is.muni.cz/auth/el/
1433/podzim2013/MB103/um/StatTab.pdf nebo sbirka ptikladi
[BMO].

P¥iklad
Pravdépodobnost narozeni chlapce je 0,515. Jaka je

pravdépodobnost, Ze mezi tisici novorozenci bude alespoii tolik
dévéat jako chlapci?



https://is.muni.cz/auth/el/1433/podzim2013/MB103/um/StatTab.pdf
https://is.muni.cz/auth/el/1433/podzim2013/MB103/um/StatTab.pdf
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Ptiklad

Nezavisle opakujeme pokus s vysledky 1 a 0, které maji neznamé
pravdépodobnosti p a 1 — p. Parametr p chceme odhadnout
pomoci relativnich &etnosti X,/n (X, je polet jednicek p¥i n
pokusech). Vime, Ze je X, ~ Bi(n, p), proto nam
Moivre-Laplaceova véta umozni urdit polet pokust n potfebny

k zajisté&ni pozadované presnosti odhadu J se spolehlivosti 1 — 3.

Reseni

VyuZijeme Moivre-Laplaceovu vétu zapsanou ve tvaru

0= Iim‘P[X"—p’<5}—
n—o00 n

[ (=7) * (t=s)
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Regeni

Hleddme nejmensi n, splfiujici nerovnost
P[|Xn/n— p| < 6] > 1 — B, kterou miZzeme podle véty
aproximovat nerovnosti

s (6) s <_né) _
np(1—p) np(1 —p)
nod
22t 1212

Ta je ekvivalentni s podminkou nd/\/np(1 — p) > z(/2), kde
z(p) je FeSeni rovnice &(z(p)) = 1 — p (tzv. kritickd hodnota

normovaného normélniho rozdéleni). Pro 6 =0,05a1— 3 =10,9
mdme z tabulek z(3/2) ~ 1,645 a s vyuZitim zfejmého odhadu
p(1 — p) < 1/4 dostavame n > (z(3/2)/26)? ~ 270,6.
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Ptiklady k procviceni

Nahodné& vybrand konzerva v armadnim skladu je vadna
s pravdépodobnosti 0,1. Kolik konzerv musi zasobovaci distojnik
ze skladu vzit, aby mezi nimi bylo s pravd&podobnosti 99% alespofi
60 bezvadnych konzerv. (Pfedpokladejte, Ze konzervy jsou
vyddvany ndhodng).
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St¥edni hodnota

P¥i statistickém zkoumani hodnot ndhodnych veli¢in (nap¥.
zpracovani vysledki n&jakého mé&Feni) hleddme vypovédi o ndhodné
veli¢iné pomoci riiznych z ni odvozenych Z&isel.

Jako nejjednodu¥si priklad miiZe slouzit stfedni hodnota! E(X)
nahodné veli¢iny X, kterd je definovana

E(X) = >oixi - tx(xi) pro diskrétni veli¢inu
a J75 x - fx(x)dx  pro spojitou velitinu.

Obecné stfedni hodnota ndhodnych veli¢in nemusi existovat,
protoZe ptislusné sumy ¢&i integraly nemusi konvergovat.

!Casto se misto E(X) pige EX.
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Stfedni hodnota transformované ndhodné veli¢iny

Stfedni hodnotu miZeme p¥imo vyjadfit také pro funkce Y = ¢(X)
ndhodné veli¢iny X. V diskrétnim p¥ipadé miZeme pfimo spocist

E(Y)=2_wP(Y =)

:ny Z P(X:X,')

J P(x;)=y;

- Z W(x)P(X = x;) = Z (xi)fx (x7)-

Je tedy E(¢(X)) p¥imo spotitatelnd pomoci pravdépodobnostni
funkce fx.

Podobné vyjadfujeme stfedni hodnotu funkce ze spojité ndhodné
veliciny:

E((X)) = / () (x) dx,

pokud tento integral absolutné konverguje.
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Spo&téme st¥edni hodnotu binomického rozdéleni.

Reseni

Pro X ~ Bi(n, p) je

k=0
! n—1)! _ e
:”pkz_:l(n—(k)!(k)— P (=P =
n—1
_ (n_l)! n—1—j __
= LA S
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Zakladni vlastnosti stfedni hodnoty

Necht a,b € R a X, Y jsou ndhodné veli¢iny s existujici stfedni
hodnotou. Pak

e E(a) =3,

e E(a+ bX) =a+ bE(X),

o E(X+Y)=EX)+E(Y),

e jsou-li X a Y nezavislé, pak E(XY) = E(X)- E(Y).

Dikazy téchto tvrzeni jsou p¥imocaré, zkuste si je udélat!
Analogicka tvrzeni plati i pro ndhodné vektory.
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Spoltéme jesté jednou stfedni hodnotu binomického rozdéleni,
tentokrat s vyuZitim vlastnosti stfedni hodnoty.

Reseni

Vyjad¥ime polet zdarii v n pokusech jako po&et zdari
v jednotlivych pokusech

X=3,
k=1

pficemz nahodné veliiny Y} maji véechny alternativni rozdé&leni
A(p). Snadno spotitdme E(Yyx) =1-p+0-(1—p) = p. Déle vime,
ze stfedni hodnota soultu je souc¢tem st¥ednich hodnot, proto

E(X)=>_E(Yx) = np.
k=1
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Kvantily

Dalsimi uzite¢nymi charakteristikami jsou tzv. kvantily. Pro ryze
monotdnni distribuéni funkci Fx (tj. spojitou ndhodnou velig¢inu X
s v8ude nenulovou hustotou, jako je tomu napFf. u normalniho
rozdéleni) jde prost& o inverzni funkci F)?l :(0,1) - R. To
znamend, ¥e hodnota y = F~1(a) je takovd, ze P(X < y) = a.
Obecngji, je-li Fx(x) distribu&ni funkce ndhodné veli¢iny X, pak
definujeme kvantilovou funkci?

Fl(a) =inf{x € R; F(x) > a}, a € (0,1)

Z¥ejmé jde o zobecnéni pfedchozi definice.

Nejéastéji jsou pouzivané kvantily s a = 0.5, tzv. median,

s a = 0.25, tzv. prvni kvartil, o = 0.75, tzv. tFeti kvartil, a
podobné pro decily a percentily (kdy je « rovno ndsobkiim desetin
a setin). K t&mto hodnotdm se vratime v popisné statistice pozdgji.

2Uviédomte si, Ze jsme se jiz s kvantily setkali, jen jsme jim tak zatim nefikali.
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Rozptyl a smérodatna odchylka

Tyto &iselné charakteristiky rozdé&leni ndhodné veli¢iny nepopisuji
n&jakou st¥edni &i typickou hodnotu (jako stfedni hodnota i
median), ale miru ,kolisdni" ndhodné veli¢iny kolem st¥edni
hodnoty.

Rozptylem (varianci) ndhodné veli¢iny X, kterd ma kone¢nou
stfedni hodnotu, nazyvame ¢&islo

D(X) =var X = E([X — E(X)]?),

odmocnina z rozptylu y/D(x) se pak nazyvd smérodatna
odchylka.
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Zakladni vlastnosti rozptylu

Pro nahodnou veli¢inu X a redlna Cisla a, b plati:
Q@ D(X) = E(X?) — E(X)?,
@ D(a+ bX) = b?>D(X),

© /D(a+ bX) = |b|/D(X).

Dikaz je pfimocary. Poznamenejme, Ze tvrzeni 1 se ¢asto pouziva
k vypottim D(X). O

V.
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Kovariance

O zavislosti dvou nahodnych veli¢in do jisté miry vypovida tzv.
kovariance, definovana predpisem

C(X,Y) = cov(X, Y) = E([X — E(X)][Y — E(Y)]).

Veligindm X, Y, pro néz je C(X,Y) =0, fikdime nekorelované .
Pro ndahodné veli¢iny s existujicimi rozptyly plati:
0 C(X,Y)=C(Y,X),
C(X, X) = D(X),
C(X,Y) = E(XY) - E( ) (Y).
C(a+ bX,c+dY) = C(X,Y),
9 D(X+Y)=D(X)+ ( )+ 2C(X,Y), specidlné, jsou-li
X,Y nezavislé, je D(X + Y) = D(X)+ D(Y), tj
C(X,Y)=0aX,Y jsou nekorelované.
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Koeficient korelace

Koeficient korelace je jen specidlni nazev pro kovarianci dvou
normovanych nahodnych velidin:

ROXY) = pxy = C (X— E(X) Y - E(Y))

VD(X)  /D(Y)

Q@ R(X,X)=1,

Q@ R(a+ bX,c+dY) =sgn(bd)R(X,Y),
@ Jsou-li X, Y nezavislé, je R(X,Y) =0,
Q (Cauchyova nerovnost) |R(X,Y)| < 1.
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Spo&téme rozptyl binomického rozdélent.

Stejn& jako dFive lze psat X = > )_; Yk, kde Y1,..., Y, jsou
nezavislé nahodné veli¢iny vyjadfujici Gspéch v k-tém pokusu.
Snadno vypotteme E(Y?) =12 p+02- (1 — p) = p, proto
D(Yx) = E(Y?) — E(Yx)> = p— p? = p(1 — p). Protoze pro
nezavislé Yy plati D(>_ Yi) = > D(Yk), je D(X) = np(1 — p).
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Ptiklady k procviceni

Priklad

Nahodna veli¢ina X je dana pravdépodobnostni funkci

% pro x = —2

1

5 pro x =3
p(x) =13

3 pro x =1

0 jinak.

Urgete E(X), E(2X +5), E(X?),D(X) a D(2X + 1).

| A

Ptiklad

Nekorelované ndhodné veli¢iny X a Y maji rozptyly D(X) = a a
D(Y') = 2. Urkete konstantu a, jestlize rozptyl ndhodné veli¢iny
Z=3Y —Xje D(Z)=25.
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Normovand ndhodna veli¢ina a limitni véty

V&imnéme si, Ye vyraz \/% vystupujici v Moivre-Laplaceové
np(1—p

vété je totéZ, co %((X)") a jde tedy o tzv. normovanou
X

nahodnou veli¢inu (tj. veliginu linedrn& transformovanou tak, aby
méla stfedni hodnotu 0 a rozptyl 1). Moivre-Laplaceova v&ta pak
¥ikd, Ze pro n — oo se rozloZeni této nahodné velic¢iny blizi
normovanému normalnimu rozdé&leni N(0,1).

Jde o specidlni p¥ipad limitnich vét, ukazujicich, Ze za uritych
podminek plati ,,zdkony velkych &isel*, kdy se obdobnym zpiisobem
transformované ndhodné veli¢iny chovaji jako normalni rozdéleni.
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Dal$i momenty

Nékdy je uZite¢né studovat ¥adu dalSich charakteristik rozdéleni
ndhodnych veli¢in. Za rozumnych ptedpokladi jsou definovény
k-té obecné momenty

Hie = E(X¥)
a k-té centralni momenty
i = E(IX — EQO).
Pomoci momentt pak definujeme nap¥. Sikmost (asymetrii)
ndhodné veli¢iny X jako
D(x)

nebo $picatost (exces) jako
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o L T

Kladnd Sikmost distribuce (vice vysokych kladnych hodnot nez
odpovidd normalnimu rozdéleni s nulovou Sikmosti).
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Momentova vytvorujici funkce

Redlnou funkci prom&nné t € R Mx(t) = E(etX) nazveme
momentovou vytvorujici funkci ndhodné veli¢iny X.

Poznamka

Je-li X napt. spojita, plati

Mx(t):/ e™f(x)dx =
0 t2 2

x
= (14 tx+ o

—00

+ - )f(x)dx =

t2 /
=14ty + 24
a jde vlastné o exponencialni vytvorujici funkci posloupnosti k-tych

obecnych momenti 14, .
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Pro momentovou vytvoFujici funkci plati:
© i = §aMx(t) le=o.
@ Plati-li Mx(t) = My(t) pro vSechna t € (—b, b), maji
nahodné veli¢iny stejné rozdé&leni, tj. Fx(x) = Fy(x).
o M,ipx(t) = e Mx(bt).
e Jsou-li X, Y nezévislé, je Mxiy(t) = Mx(t)My(t).
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Urcete momentovou vytvorujici funkci binomického rozdéleni.

=(pe'+(1-p))"=(p(e’ = 1) +1)".

Snéaze jsme mohli funkci urdit s vyuZitim predchozich v&t a
momentové vytvorujici funkce alternativniho rozd&leni, nebot pro
Y ~ A(p) je E(e?Y) = et p+etO(1 — p) = p(et — 1) + 1.
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Priklad
Naposled spoctéme stfedni hodnotu a rozptyl binomického
rozdéleni, tentokrat s vyuZitim vytvorujici funkce.

Regenf
M(t) = (p(e* — 1) + 1)", proto je

| A

d

aM(t) = n(p(et — 1) +1)" tetp,
coz pro t =0 da E(X) = uj = np.

Podobn& spotitame i D(x) = ub — (1})?.

A
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Momenty normalniho rozdéleni

P¥imy vypocet stfedni hodnoty a rozptylu normovaného normalniho
rozdéleni nenf trividlni. S vyuZitim momentové vytvotujici funkce je
ale pomé&rné jednoduchy.

Necht Z ~ N(0,1). Pak

o) 1 22
Mz(t) = / etz\/% exp(—?) dz =
—o0
/°° 1 ( 222tz+t2t2)d
= ex s zZ —
\ 22w 2 2

— 00

2

2 00 7 — 2
~oo(5) [ on(-5 T )se-on(5).

Posledni integral je roven 1 diky tomu, Ze na misté integrované
funkce je funkce s vlastnostmi hustoty.
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St¥edni hodnota a rozptyl normalniho rozdélen{

S vyuZitim p¥edchoziho vypottu Mz(t) = exp(t;) snadno
spolitame, Ze
My (t) = texp( )
#2 +2
2

M5(t) =t exp( )~|—exp<§).

Dosazenim t = 0 pak dostaneme
E(Z)=0,D(Z) =

Pro transformovanou nahodnou veli¢inu Y = p + o Z ~ N(u, 0?)
pak snadno odvodime z vlastnosti stfedni hodnoty, resp. rozptylu,
7e E(Y) = p, D(Y) = 02 (co# zpétn& zdiivodiiuje zapis N(u, c?)).
Momentova vytvotujici funkce ma tvar My (t) = exp(/,tt + 02%2).
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Urcete rozdéleni souctu nezdvislych nahodnych velicin
X~ N(px,0%), Y ~ N(uy,0%).

|
K
N

Reseni

Z vlastnosti momentové vytvorujici funkce dostavame
2 t° o t?
Mx vy (t) = exp(uxt + O'XE) exp(,uyt + O'YE) =
2 ot
= exp((ux + py)t + (ok + UY)E)'

Proto X + Y ~ N(ux + py,o% + 0%).
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Ptiklady k procviceni

Priklad

Nahodna veli¢ina X md na intervalu (0, a) konstantni hustotu
pravdépodobnosti (a jinde nulovou). S vyuZitim vlastnosti stfedni
hodnoty a rozptylu uréete:

Q@ E(2X +3),
Q@ E(3X%2-2X +1),
Q@ D(2X +3),
Q@ D(X?+1),

| \

Priklad

Nahodna veli¢ina X ma Poissonovo rozdéleni (t;.
pravdépodobnostni funkci p(x) = 27e7*). Urtete jejf

(momentovou vytvotujici funkci,) stfedni hodnotu a rozptyl.
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Motivace

S jednim p¥ipadem limitni v&ty jsme se jiZ setkali —

de Moivre-Laplaceova véta ¥ikd, Ze binomické rozdéleni Bi(n, p) lze
za urcitych podminek aproximovat normovanym normalnim
rozdélenim. Obvykle se k aproximaci p¥istupuje pfi splnéni
podminek np(1 —p) >9a ﬁ <p< i
V této kapitole zformulujeme zobecnéni této véty a rovnéZ dalsi
tvrzeni umoZiiujici odhadovat chovani ndhodnych veli¢in p¥i velkém

poctu nezavislych opakovani ndhodného pokusu.
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Cebysevova nerovnost

Pro libovolné € > 0 plati

P(IX — EX| >¢€) <

Dukaz.

Budeme odhadovat rozptyl DX ve spojitém ptipadé (diskrétni
analogicky):

= = = 2 X X = 2 X X
DX_/OO(X EX)?f(x)d Z/XEX|26(X EX)?f(x) dx >

2/ Ef(x)dx = P(|X — EX| > e).
|[x—EX|>e
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Pomoci CebySevovy nerovnosti miZeme odhadovat
pravdépodobnost, s jakou se ndhodna veli¢ina s neznamym
rozdélenim odchyli od své stfedni hodnoty o vice nez k-nasobek

smérodatné odchylky (zfejmé& je totiz P(|X — E(X)| > ko) < %)

Ptiklad
Necht je E(X) = p, D(X) = o2.
@ Odhadnéte P(|X — u| > 30).

@ Vypottéte P(|X — u| > 30), jestlize navic vite, Ze
X ~ N(0,1).

Regen(
Q 1/9,
Q 0,0027.

| A
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Zakon velkych ¢&isel

Véta (Cebyevova — slaby zakon velkych &isel)

Necht jsou X1, Xo, ... po dvou nezavislé nahodné veli&iny, které
maji vsechny stejnou stfedni hodnotu yv a rozptyl shora ohranic¢eny
stejnou hodnotou o®. Pak pro libovolné € > 0 plati

. 1
nl|_>rr;OP<n;X;—u <e>—1.

Rikdme, Ze posloupnost aritmetickych primérii konverguje podle
pravdépodobnosti ke stfedni hodnoté .

Specidlnim p¥ipadem této véty je Bernoulliova véta, ktera ¥ika, Ze
je-li Y, ~ Bi(n, p), pak posloupnost relativnich ¢etnosti Y,/n
konverguje podle pravdépodobnosti k p.
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Véta (Bernoulliova)

Pro ndhodnou veli¢inu s binomickym rozdé&lenim Y, ~ Bi(n, p) a
pro libovolné € > 0 plati

Plyne snadno z CebyZevovy nerovnosti, nebot
E(Yn/n)=np/n=pa
D(Y,/n) = np(1 — p)/n* = p(1 — p)/n. O
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Ptiklad

P¥i zkousce bylo zjisténo, Ze mezi 600 kontrolovanymi studenty je
5 studentl, ktefi neumi ani malou nasobilku. Odhadnéte
pravdépodobnost, Ze relativni ¢etnost takovych studentli se od
jejich pravd&podobnosti vyskytu li&i o vice nez 0,017 (Mazete
predpokladat, Ze pravdépodobnost vyskytu studenta bez znalosti
nasobilky je men¥i nez 0,02).
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Centralni limitni véta

CentralIni limitni v&ta d4 odpové&d na otdzku, pro¢ je normalni
rozdéleni nejdilezitéjSim rozdélenim. Ukazuje totiz, Ze rozdéleni
soultu dostate¢né& velkého poltu nezavislych a stejné rozdélenych
ndhodnych veli¢in Ize aproximovat normalnim rozdélenim.

Necht je Y1, Ya, ... posloupnost nezavislych stejné rozdélenych

nahodnych veli&in se sttedni hodnotou i a rozptylem . Pak pro
normované nahodné veli¢iny

_lNYion
sn_ﬁ; -

plati
n||—>n<1<> P(S, < x) = ®(x),

kde & je distribu¢ni funkce rozd&leni N(0,1).
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Mezi uliteli matematiky v CR je jich 10% s pfjmem pFesahujicim
celostatni primér. Kolik matematikl je tfeba pozvat na konferenci,
aby s pravdépodobnosti aspori 0,95 mezi nimi bylo 8 aZ 12 procent
s nadprimérnym p¥Fijmem?

|
<
N

ReSen
Yn ~ Bi(n;0,1), E(Y,) =0,1-n,D(Y,) =0,1-0,9- n. Pak

0,95 < P(0,08n < Y, <0,12n) =
00801 _ Yo —01n _ 012-01 \ _
v/0,09n  — /0,09n — +/0,09n N

(“ﬁq(“)(”)

Je tedy ¢ (\f) > 0,975, co? je ekvivalentni y/n/15 > 1,96, tj.
n > 865.
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Regeni (Pomoci Bernoulliovy nerovnosti)

Nyni vyuzijme Bernoulliovu nerovnost — ta dava

Y, 0,1-0,9
Pl|l—-01/<002)>1-——2
<‘ n 011 <00 ) - n-0,022’
coz ma byt alespori 0,95. Odtud
0,09
> —— 1~ = 4500.
"= 0,050,022

Vidime, Ze odhad prostfednictvim Bernoulliovy nerovnosti je
podstatné slabsi nez odhad s vyuZitim centrdini limitni véty (resp.
de Moivre-Laplaceovy véty).
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