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Křivky

Už na p̌ŕıkladu s vrstevnicemi jsme viděli p̌ŕıklad
”
prostorových“

ǩrivek.

Definice

Křivka je zobrazeńı c : R→ En.

Je ťreba rozlǐsovat ǩrivku a jej́ı obraz v En:

Př́ıklad

Obrazem ǩrivky t 7→ (cos t, sin t), t ∈ R v rovině E2 je jednotková
kružnice, stejně jako v p̌ŕıpadě jiné ǩrivky
t 7→ (cos(t3), sin(t3)), t ∈ R.
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Analogicky k funkćım v jedné proměnné lze definovat:

Definice

Limita: limt→t0 c(t) ∈ En

Derivace: c ′(t0) = limt→t0

(c(t)−c(t0))
t−t0

∈ Rn

Integrál:
∫ b
a c(t)dt ∈ Rn.

Limity, derivace i integrály lze spoč́ıtat po jednotlivých n
soǔradných složkách.
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Analogie souvislosti Riemannova integrálu a primitivńı funkce pro
ǩrivky:

Věta

Je-li c : R→ En ǩrivka spojitá na intervalu [a, b], pak existuje jej́ı

Riemann̊uv integrál
∫ b
a c(t)dt. Nav́ıc je ǩrivka

C (t) =

∫ t

a
c(s)ds ∈ Rn

dob̌re definovaná, diferencovatelná a plat́ı C ′(t) = c(t) pro
všechny hodnoty t ∈ [a, b].
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Tečna ke ǩrivce

Derivace zadává tečný vektor ke ǩrivce c : R→ En v bodě
c(t0) ∈ En, tj. vektor c ′(t0) ∈ Rn v prostoru zamě̌reńı Rn daný
derivaćı.
Př́ımka zadaná parametricky T : c(t0) + τ · c ′(t0) je tečna ke
ǩrivce c v bodě t0, na rozd́ıl od tečného vektoru nezáviśı na
parametrizaci ǩrivky c.
V geometrii a fyzice se v souvislosti s ǩrivkami zaváděj́ı i daľśı
pojmy:

Př́ıklad

Pro ǩrivku c(t) = (cos t, t, t2), t ∈ [0, 3] určete rychlost, velikost
rychlosti a zrychleńı v čase t = 0.
c ′(t) = (− sin t, 1, 2t), c ′′(t) = (− cos t, 0, 2),
c ′(0) = (0, 1, 0), ‖c ′(0)‖ = 1, c ′′(0) = (−1, 0, 2).
Zrychleńı ve směru tečny je pak 1

‖c ′(0)‖(c ′(0) · c ′′(0)).
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Př́ıklady

Př́ıklad

Určete tečnu ǩrivky dané p̌redpisem

f (t) = (2 cos t + cos 3t, sin 2t, t)

v bodě t = 3π
2 .

Př́ıklad

Na ǩrivce f (t) = (t, t2, t3) najděte takový bod, že j́ım procházej́ıćı
tečna je rovnoběžná s rovinou x + 2y + z = 1.
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Zobrazeńı

Křivky a funkce jsou speciálńı p̌ŕıpady zobrazeńı F : Em → En.
Stejně jako u vektorových prostor̊u, volba soǔradnic, tj. našeho

”
pohledu na věc“, může zjednodušit nebo zhořsit naše vńımáńı.

Změna soǔradnic je invertibilńı zobrazeńı Rn → Rn.

Př́ıklad

Př́ıklad: polohu P zadáváme
jako vzdálenost od počátku
soǔradnic r a úhel ϕ mezi
spojnićı s počátkem a osou x .
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Přechod z polárńıch soǔradnic do standardńıch je

Ppolárńı = (r , ϕ) 7→ (r cosϕ, r sinϕ) = Pkartézské

Graf funkce můžeme také vńımat jako obraz zobrazeńı Rn → Rn+1.
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Funkce jedné proměnné v polárńıch soǔradnićıch

Jak už jsme podotkli, kartézské soǔradnice jsou nejběžněǰśı, ale
nikoliv jediné možné. Mnohé

”
objekty“ maj́ı nap̌r. v polárńıch

soǔradnićıch výrazně jednoduš̌śı vyjáďreńı (toho využijeme i později
zejména pro výpočty obsahů či objemů takových objekt̊u).

Př́ıklad

Archimedova spirála má
v polárńıch soǔradnićıch
rovnici r(ϕ) = a + bϕ, kde
a, b ∈ R jsou parametry.
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Limita funkce v́ıce proměnných

Definici limity funkce v bodě lze taǩrka slovo od slova p̌repsat
podle situace v p̌ŕıpadě funkćı jedné proměnné (okoĺı bodu již ale
samožrejmě vypadaj́ı jinak).

Definice

Funkce f : Rn → R má ve svém hromadném bodě a ∈ Rn limitu
L, jestliže ke každému okoĺı O(L) bodu L existuje okoĺı O(a) bodu
a tak, že pro všechna x ∈ O(a) \ {a} plat́ı f (x) ∈ O(L).
Ṕı̌seme

lim
x→a

f (x) = L.

Obdobně jde (p̌ri vhodné definici okoĺı) limitu definovat i
v

”
nevlastńıch“ bodech (kterých je pro n ≥ 1 již 2n).

Má-li ḿıt funkce v daném bodě limitu, nesḿı záležet na
”

cestě“,
po které k danému bodu konvergujeme (analogie limit zleva a
zprava u funkćı jedné proměnné).
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Vlastnosti limit

Analogické jako v p̌ŕıpadě jedné proměnné:

Věta

jednoznačnost limity,

věta o ťrech limitách a,

linearita, tj.

lim
x→a

(c · f (x) + d · g(x)) = c · lim
x→a

f (x) + d · lim
x→a

g(x),

multiplikativita, divisibilita,

je-li limx→a f (x) = 0 a funkce g(x) je ohraničená v nějakém
ryźım okoĺı bodu x, pak

lim
x→a

f (x)g(x) = 0.

aněkdy také o dvou policajtech :)
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Př́ıklad

Vypočtěte limitu funkce f (x , y) = x2+y2√
x2+y2+1−1

v bodě (0, 0).

Řešeńı

Viz cvičeńı.

Př́ıklad

Vypočtěte limitu funkce f (x , y) = (x + y) sin 1
x sin 1

y v bodě (0, 0).

Př́ıklad

Vypočtěte limitu funkce f (x , y) = xy
x2+y2 v bodě (0, 0).
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Př́ıklady k procvičeńı

Př́ıklad

Vypočtěte limity nebo dokažte jejich neexistenci.

a) lim(x ,y)→(0,0)
sin xy
x ,

b) lim(x ,y)→(∞,∞)(x2 + y 2)e−(x+y),

c) lim(x ,y)→(∞,1)(1 + 1
x )

x2

x+y ,

d) lim(x ,y)→(0,0)
1−cos(x2+y2)

(x2+y2)xy
.
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Spojitost funkce

Definice

Funkce f : Rn → R je spojitá v hromadném bodě a ∈ Rn, pokud
má v bodě a vlastńı limitu a plat́ı

lim
x→a

f (x) = f (a).

Věta (Weierstrassova)

Spojitá funkce na kompaktńı množině zde nabývá maxima i
minima.

Věta (Bolzanova)

Necht’ f : Rn → R je spojitá na otev̌rené souvislé množině A.
Jsou-li a, b ∈ A takové, že f (a) < 0 < f (b), pak existuje c ∈ A
tak, že f (c) = 0.
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Parciálńı derivace jsou nejsnazš́ım rozš́ı̌reńım pojmu derivace
funkce jedné proměnné, kdy se na funkci f (x1, . . . , xn) v́ıce
proměnných d́ıváme jako na funkci jedné proměnné xi a ostatńı
považujeme za konstatńı.

Definice

Existuje-li limita

lim
t→0

1

t

(
f (x∗1 , . . . , x

∗
i−1, x

∗
i + t, x∗i+1, . . . , x

∗
n )− f (x∗1 , . . . , x

∗
n )
)
,

ř́ıkáme, že funkce f : En → R má v bodě [x∗1 , . . . , x
∗
n ] parciálńı

derivaci podle proměnné xi a znač́ıme fxi (x∗1 , . . . , x
∗
n ) (p̌ŕıp.

∂f
∂xi

(x∗1 , . . . , x
∗
n ) nebo f ′xi (x∗1 , . . . , x

∗
n )).

Podobně jako v p̌ŕıpadě jedné proměnné, pokud má funkce
f : En → R parciálńı derivace ve všech bodech nějaké otev̌rené
množiny, jsou tyto derivace rovněž funkcemi z En do R.
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Parciálńı derivace vs. spojitost

Rozd́ıl oproti funkćım jedné proměnné!
Protože parciálńı derivace popisuj́ı chováńı funkce v okoĺı daného
bodu jen velmi omezeně (pouze ve směru soǔradných os), může se
v jiných směrech chovat velmi divoce.

Poznámka

Z existence všech parciálńıch derivaćı v daném bodě neplyne
spojitost v tomto bodě.

Př́ıklad

Funkce

f (x , y) =

{
1 pro x=0 nebo y=0

0 jinak

má v bodě [0, 0] obě parciálńı derivace nulové, p̌ritom v tomto
bodě neexistuje limita, a tedy neńı ani spojitá.
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Směrové derivace

Zḿıněný nedostatek parciálńıch derivaćı se pokuśıme napravit
zavedeńım derivace v libovolném směru.

Definice

Funkce f : Rn → R má derivaci ve směru vektoru v ∈ Rn v bodě
x ∈ En, jestliže existuje derivace dv f (x) složeného zobrazeńı
t 7→ f (x + tv) v bodě t = 0, tj.

dv f (x) = lim
t→0

1

t
(f (x + tv)− f (x)).

Směrovou derivaci v bodě x často znač́ıme rovněž fv (x).

Speciálńı volbou jednotkových vektor̊u ve směru soǔradných os
dostáváme právě parciálńı derivace funkce f .
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Směrové derivace jsou tedy běžné derivace funkce jedné proměnné
ϕ(t) = f (x + tv), proto i pro ně plat́ı obvyklá pravidla pro
derivováńı.

Věta

Existuj́ı-li pro v ∈ Rn směrové derivace dv f (x), dvg(x) funkćı
f , g : En → R v bodě x ∈ En, pak:

1 dkv f (x) = k · dv f (x), pro libovolné k ∈ R,

2 dv (f ± g)(x) = dv f (x)± dvg(x),

3 dv (fg)(x) = dv f (x) g(x) + f (x)dvg(x),

4 pro g(x) 6= 0 je dv
f (x)
g(x) = 1

g2(x)
(dv f (x) g(x)− f (x)dvg(x)).

Poznámka

Neplat́ı ale aditivita vzhledem ke směr̊um:
du+v f (x) 6= duf (x) + dv f (x).
Rovněž je vidět z výše uvedené věty, že směrová derivace nezáviśı
jen na

”
směru“ vektoru, ale i na jeho velikosti.
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Směrové derivace vs. spojitost

Že nám ke spojitosti nepomohlo ani zavedeńı směrových derivaćı,
ukazuje následuj́ıćı p̌ŕıklad.

Př́ıklad

Funkce definovaná p̌redpisem

f (x , y) =
x4y 2

x8 + y 4

mimo počátek a f (0, 0) = 0, má v počátku všechny směrové
derivace nulové, p̌ritom zde neńı spojitá (nebot’ p̌ri konvergenci

”
po r̊uzných parabolách“ dostáváme r̊uzné limity).

Již v p̌ŕıpadě limit jsme viděli, že nestač́ı zkoumat chováńı funkce
ve směru soǔradných os (parciálńı derivace), ani po p̌ŕımkách
(směrové derivace), proto by nás uvedené chováńı nemělo
p̌rekvapit.
Ke spojitosti poťrebujeme silněǰśı pojem, tzv. totálńı diferenciál,
který zavedeme následně.
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Př́ıklady k procvičeńı

Př́ıklad

Určete směrovou derivaci funkce f (x , y) = arctg(x2 + y 2) v bodě
[−1, 1] ve směru vektoru (1, 2).
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