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Směrové derivace – p̌ripomenut́ı

3 Diferenciál funkćı v́ıce proměnných
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Doporučené zdroje

Jan Slovák, Martin Panák, Michal Bulant, Matematika drsně
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Směrové derivace vs. spojitost

Že nám ke spojitosti nepomohlo ani zavedeńı směrových derivaćı,
ukazuje následuj́ıćı p̌ŕıklad.

Př́ıklad

Funkce definovaná p̌redpisem

f (x , y) =
x4y 2

x8 + y 4

mimo počátek a f (0, 0) = 0, má v počátku všechny směrové
derivace nulové, p̌ritom zde neńı spojitá (nebot’ p̌ri konvergenci

”
po r̊uzných parabolách“ dostáváme r̊uzné limity).

Př́ıklad

Určete směrovou derivaci funkce f (x , y) = arctg(x2 + y 2) v bodě
[−1, 1] ve směru vektoru (1, 2).
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Diferenciál funkce jedné proměnné

V minulém semestru jste si ř́ıkali, že diferenciál dy funkce jedné
proměnné v bodě x0 je p̌ŕır̊ustek na tečně ke grafu funkce y = f (x)
v tomto bodě a jeho existence je ekvivalentńı existenci derivace
tamtéž.
Ukázali jste si, že diferenciál závislé proměnné dy je lineárńı
funkćı diferenciálu nezávislé proměnné dx , splňuj́ıćı

dy = f ′(x0) · dx .

Formálně ř́ıkáme, že funkce f : R→ R je diferencovatelná v x0,
pokud existuje A ∈ R tak, že

lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)− Ah

h
= 0.

(Přitom z definice derivace snadno plyne, že pak A = f ′(x0).)
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Následuj́ıćı definice věrně sleduje chováńı diferenciálu funkćı jedné
proměnné:

Definice

Funkce f : En → R je diferencovatelná v bodě x , jestliže existuje
vektor a = (a1, . . . , an) ∈ Rn takový, že pro všechny

”
směry“

v ∈ Rn plat́ı

lim
v→0

1

‖v‖
(
f (x + v)− f (x)− a · v

)
= 0.

Lineárńı funkci df definovanou p̌redpisem v 7→ a · v (závislou na
vektorové proměnné v) nazýváme diferenciál funkce f .

V literatǔre se často také ř́ıká totálńı diferenciál df funkce f .
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Diferenciál – shrnut́ı

Funkce f : En → R je tedy diferencovatelná v bodě x , jestliže
existuje vektor a = (a1, . . . , an) ∈ Rn takový, že pro všechny

”
směry“ v ∈ Rn plat́ı

1 v bodě x existuj́ı všechny směrové derivace dv f (x), v ∈ Rn,

2 v 7→ dv f (x) je lineárńı v závislosti na p̌ŕır̊ustku v

3 0 = limv→0
1
‖v‖
(
f (x + v)− f (x)− dv f (x)

)
,

tj. 0 = limv→0
1
‖v‖
(
f (x + v)− f (x)− a · v

)
.
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Diferenciál vs. spojitost

D́ıky tomuto ześıleńı parciálńıch a směrových derivaćı již konečně
dostáváme spojitost:

Věta

Je-li funkce f : Rn → R diferencovatelná v bodě x ∈ Rn, pak je
v tomto bodě spojitá.

Důkaz: Z diferencovatelnosti f v bodě x plyne
f (x + v)− f (x) = a · v + τ(v), kde limv→0

τ(v)
‖v‖ = 0.

Proto:

lim
v→0

(
f (x + v)− f (x)

)
= lim

v→0

(
a · v + τ(v)

)
= 0,

a tedy
lim
v→0

f (x + v) = f (x).
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Př́ıklad

Př́ımo z definice určete df a funkci τ pro f (x , y) = x2 + y 2

v obecném bodě [x∗, y∗].

Řešeńı

Kv̊uli p̌rehlednosti označme h := dx , k := dy . Pak

f (x∗ + dx , y∗ + dy)− f (x∗, y∗) =

= (x∗ + h)2 + (y∗ + k)2 − (x∗)2 − (y∗)2 =

= 2x∗h + 2y∗h + h2 + k2.

Odtud df (x∗, y∗)(h, k) = 2x∗ · h + 2y∗ · k a τ(h, k) = h2 + k2.
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Věta

Je-li funkce f diferencovatelná v bodě x, pak má v tomto bodě
všechny směrové (a tedy i parciálńı) derivace. Pro libovolné v ∈ Rn

je p̌ritom dv f (x) = df (x)(v), tj. v označeńı z definice diferenciálu

dv f (x) = a · v .

Důkaz:

dv f (x) = lim
t→0

1

t

(
f (x + tv)− f (x)

)
= lim

t→0

1

t

(
df (x)(tv) + τ(tv)

)
=

= df (x)(v) + ‖v‖ lim
t→0

τ(tv)

‖tv‖
= df (x)(v) = a · v .

Poznámka

Z p̌redchoźıho je ihned vidět, že vektor parciálńıch derivaćı f ′(x) je
p̌ŕımo roven vektoru a.
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Uvažujme f : E2 → R se spojitými parciálńımi derivacemi.
Diferenciál v pevném bodě [x0, y0] je lineárńı funkce df : E2 → R

df =
∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy

na p̌ŕır̊ustćıch se soǔradnicemi danými právě parciálńımi derivacemi.
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Obecněji v p̌ŕıpadě funkćı v́ıce proměnných ṕı̌seme obdobně

df =
∂f

∂x1
dx1 +

∂f

∂x2
dx2 + · · ·+ ∂f

∂xn
dxn (∗)

a plat́ı:

Věta

Necht’ f : En → R je funkce n proměnných, která má v okoĺı bodu
x ∈ En spojité parciálńı derivace. Pak existuje jej́ı diferenciál df
v bodě x a jeho soǔradné vyjáďreńı je dáno rovnićı (∗).
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Př́ıklady k procvičeńı

Př́ıklad

Určete diferenciál v daném bodě:

a) f (x , y) = xy + x
y v bodě [1, 1],

b) f (x , y) = arcsin x√
x2+y2

v bodě [1,
√

3].

Př́ıklad

Spočtěme znovu jednodušeji ďŕıvěǰśı p̌ŕıklad a určeme směrovou
derivaci funkce f (x , y) = arctg(x2 + y 2) v bodě [−1, 1] ve směru
vektoru (1, 2) pomoćı diferenciálu.
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Přibližné výpočty

Podobně jako v p̌ŕıpadě diferenciálu funkćı jedné proměnné lze i
diferenciál funkce v́ıce proměnných využ́ıt k (velmi) p̌ribližným
výpočt̊um.

Př́ıklad

Pomoćı diferenciálu p̌ribližně vypočteme e0,053−0,02 .

Řešeńı

Využijeme diferenciál funkce f (x , y) = ex
3+y v bodě x = [0, 0]

s diferencemi v = (0,05;−0,02). Máme

df (x , y) = ex
3+y ·3x2 dx + ex

3+y dy ,

a tedy df (0, 0) = 0 dx + 1 dy , což celkem dává odhad e0,053−0,02 =
f (0,05;−0,02) ≈ f (0, 0) + df (0,05;−0,02) = 1− 0,02 = 0,98.
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Př́ıklady k procvičeńı

Př́ıklad

Pomoćı diferenciálu p̌ribližně vypočtěte:

a) arcsin 0,48
1,05 ,

b) 1, 042,02.
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Tečná nadrovina ke grafu funkce

Pro f : E2 → R a pevný bod [x0, y0] ∈ E2 uvažme rovinu v E3:

z = f (x0, y0) +
∂f

∂x
(x0, y0)(x − x0) +

∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0).

Je to jediná rovina procházej́ıćı bodem (x0, y0), ve které lež́ı
derivace a tedy i tečny všech ǩrivek
c(t) = (x(t), y(t), f (x(t), y(t))). Ř́ıkáme j́ı tečná rovina ke grafu
funkce f . Na obrázku jsou zobrazeny dvě tečné roviny ke grafu
funkce f (x , y) = sin(x) cos(y). Červená čára je obrazem ǩrivky
c(t) = (t, t, f (t, t)).
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Obecně pro f : En → R je tečnou rovinou afinńı nadrovina v En+1.
Tato nadrovina

1 procháźı bodem (x , f (x))

2 jej́ı zamě̌reńı je grafem lineárńıho zobrazeńı df (x) : En → R,
tj. diferenciálu v bodě x ∈ En.
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Př́ıklady k procvičeńı

Př́ıklad

Určete rovnici tečné nadroviny ke grafu funkce v daném bodě:

a) f (x , y) = x2 + xy + 2y 2, [x0, y0, z0] = [1, 1, 4],

b) f (x , y) = arctg y
x , [x0, y0, z0] = [1,−1, ?].
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Pro pevný p̌ŕır̊ustek v ∈ Rn je vyč́ısleńı diferenciál̊u na tomto
p̌ŕır̊ustku opět operace na funkćıch f : En → R

f 7→ dv f = df (v).

Výsledkem je df (v) : En → R. Jestliže je tato funkce opět
diferencovatelná, můžeme tento proces opakovat.
Pro parciálńı derivace druhého řádu ṕı̌seme

(
∂

∂xj
◦ ∂

∂xi
)f =

∂2

∂xi∂xj
f =

∂2f

∂xi∂xj

v p̌ŕıpadě opakované volby i = j ṕı̌seme také

(
∂

∂xi
◦ ∂

∂xi
)f =

∂2

∂x2
i

f =
∂2f

∂x2
i

.
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Úplně stejně postupujeme p̌ri daľśıch iteraćıch a hovǒŕıme
o parciálńıch derivaćıch k-tého řádu

∂k f

∂xi1 . . . ∂xik
.

Věta

Necht’ f : En → R je k-krát diferencovatelná funkce se spojitými
parciálńımi derivacemi až do řádu k včetně v okoĺı bodu x ∈ Rn.
Pak všechny parciálńı derivace nezáviśı na pǒrad́ı derivováńı.

Speciálně tedy pro n = 2 plat́ı (p̌ri alternativńım způsobu zápisu
parciálńıch derivaćı):

fxy (x0, y0) = fyx(x0, y0).
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Taylor̊uv polynom funkce jedné proměnné – opakováńı

Viděli jsme, že pro aproximaci funkce pomoćı lineárńıho polynomu
slouž́ı tečna (tedy diferenciál). Lze ale použ́ıt i aproximace vyš̌śıch
řádů. V tomto obecněǰśım p̌ŕıpadě potom hovǒŕıme o Taylorově
polynomu.

Definice

Necht’ x0 ∈ D(f ) je bod, ve kterém existuj́ı vlastńı derivace f ′(x0),
f ′′(x0), . . . , f (n)(x0) funkce f (x) až do řádu n. Taylor̊uv polynom
stupně n funkce f (x) se sťredem v bodě x0 je polynom

T (x) = Tn(x) = T f
n (x) = T f

n (x ; x0)

definovaný jako

T (x) := f (x0)+f ′(x0) (x−x0)+
f ′′(x0)

2
(x−x0)2+· · ·+ f (n)(x0)

n!
(x−x0)n.
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Taylorova věta

Věta

Necht’ f (x) má spojité derivace f ′(x), f ′′(x), . . . , f (n)(x) na
uzav̌reném intervalu [a, b] a necht’ existuje vlastńı derivace
f (n+1)(x) na otev̌reném intervalu (a, b). Potom pro každý bod
x ∈ (a, b) existuje bod c ∈ (a, x) tak, že plat́ı rovnost

f (x) = Tn(x) + Rn(x), kde Rn(x) =
f (n+1)(c)

(n + 1)!
(x − a)n+1,

kde Tn(x) je Taylor̊uv polynom stupně n funkce f (x) se sťredem
v bodě a.
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Definice

Je-li f : En → R libovolná dvakrát diferencovatelná funkce v bodě
x , nazýváme symetrickou matici

Hf (x) =

(
∂2f

∂xi∂xj
(x)

)
=


∂2f

∂x1∂x1
(x) . . . ∂2f

∂x1∂xn
(x)

...
. . .

...
∂2f

∂xn∂x1
(x) . . . ∂2f

∂xn∂xn
(x)


Hessovou matićı (p̌ŕıp. Hessiánem) funkce f v bodě x . Často bývá
Hessián značen f ′′(x).

Poznámka

Analogicky jako v p̌ŕıpadě parciálńıch derivaćı lze definovat i
směrové derivace vyš̌śıch řádů v bodě x ∈ En. Pak plat́ı (za
p̌redpokladu spojitosti jedné ze stran v x)

fuv (x) = fvu(x) = uTHf (x)v = (Hf (x)u) · v .
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Použit́ı Hessiánu p̌ripoḿıná Taylorovu větu funkćı jedné proměnné!
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Tečná rovina je vynesena spolu s kvadratickým p̌ribĺıžeńım pro
funkci f (x , y) = sin(x) cos(y).
Obecně pro funkce f : En → R, body x = [x1, . . . , xn] ∈ En a
p̌ŕır̊ustky v = (ξ1, . . . , ξn) klademe

dk f (x)(v) =
∑

1≤i1,...,ik≤n

∂k f

∂xi1 . . . ∂xik
(x1, . . . , xn) · ξi1 · · · ξik .
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Taylorova věta

Taylorova věta pro funkci jedné proměnné aproximovala danou
funkci v okoĺı bodu x0 Taylorovým polynomem, p̌ričemž zároveň
udávala chybu, j́ıž se p̌ri tomto odhadu dopoušt́ıme.
U funkćı v́ıce proměnných je situace podobná, pouze formálně
složitěǰśı.

Definice

Taylorovým polynomem funkce f stupně m (se sťredem) v bodě x∗

nazýváme polynom (v́ıce proměnných), který má s funkćı f stejnou
funkčńı hodnotu v daném bodě x∗ a stejnou hodnotu všech
parciálńıch derivaćı až do řádu m včetně.
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Věta (Taylorova)

Necht’ má funkce f : En → R v bodě x∗ a nějakém jeho okoĺı
spojité parciálńı derivace až do řádu m + 1. Pak pro v ∈ Rn plat́ı:

f (x) = f (x∗ + v) = Tm(x) + Rm(x),

kde

Tm(x) = f (x∗) + df (x∗)(v) +
1

2
d2f (x∗)(v) + · · ·+ 1

m!
dmf (x∗)(v),

resp.

Rm(x) =
1

(m + 1)!
dm+1f (x∗ + θv)(v), θ ∈ (0, 1),

je Taylor̊uv polynom, resp. zbytek v Taylorově vzorci a v = x − x∗

je vektor diferenćı.
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Přibližme si uvedené pojmy ve dvou proměnných:
Tečná rovina: f (x0, y0) + df (x0, y0)(x − x0, y − y0)
Výraz ťret́ıho řádu

d3f (x , y)(ξ, η) =
∂3f

∂x3
ξ3 + 3

∂3f

∂x2∂y
ξ2η + 3

∂3f

∂x∂y 2
ξη2 +

∂3f

∂y 3
η3

a obecně

dk f (x , y)(ξ, η) =
k∑
`=0

(
k

`

)
∂k f

∂xk−`∂y `
ξk−`η`.

Poznámka

Uvedené výrazy vám snad p̌ripoḿınaj́ı binomickou větu. Tak si je
lze rovněž

”
neformálně“ zapamatovat:

dk f (x , y)(ξ, η) =
( ∂
∂x
ξ +

∂

∂y
η
)k
,

p̌ričemž j-té mocniny nahrazujeme j-tými parciálńımi derivacemi.
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Př́ıklady k procvičeńı

Př́ıklad

Určete Taylor̊uv polynom 2. stupně se sťredem v daném bodě:

a) ln
√

x2 + y 2, [x0, y0] = [1, 1],

b) x
y
z , [x0, y0, z0] = [1, 1, 1].
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Aproximace

Taylorova věta nám (stejně jako v jednorozměrném p̌ŕıpadě) dává
lepš́ı možnosti aproximace funkćı v okoĺı bodu než pouhý
diferenciál.
Přesnost výpočtu samožrejmě p̌ŕımo ovlivńı i volba funkce, jej́ıž
hodnoty budeme aproximovat.

Př́ıklad

Pomoćı Taylorovy věty p̌ribližně vypočteme e0,053−0,02 .
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Řešeńı

Přibližnou hodnotu vypočteme pomoćı Taylorova polynomu 2.
stupně funkce f (x , y) = ex

3+y v bodě [0, 0] s diferencemi
v = (ξ, η) = (0,05;−0,02).
Parciálńı derivace jsou:
∂f
∂x = ex

3+y ·3x2, ∂f
∂y = ex

3+y , ∂2f
∂x2 =

ex
3+y ·(3x2 · 3x2 + 6x), ∂2f

∂xy = ex
3+y ·3x2, ∂2f

∂y2 = ex
3+y .

Pak

T2(0 + ξ, 0 + η) =

= f (0, 0) + df (0, 0) · (ξ, η) + (ξ, η) · 1
2 d2f (0, 0) ·

(
ξ
η

)
=

= 1 + η + 1
2η

2.

Odtud dostáváme odhad

e0,053−0,02 ≈ 1− 0,02 + 1
2 0,022 = 0,9802.
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Př́ıklady k procvičeńı

Př́ıklad

Pomoćı Taylorova polynomu 2. stupně p̌ribližně vypočtěte

a) sin 29◦ tg 46◦,

b) ln(x2 + y 2 + 1) v bodě [1,1; 1,2].
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