
Literatura Taylor̊uv polynom Extrémy Implicitně definovaná zobrazeńı
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funkćı v́ıce proměnných s programem Maple, MU Brno, 1999,
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PřF MU, 2009, http://is.muni.cz/do/1499/el/estud/
prif/ps09/sbirka/web/index.html
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Taylor̊uv polynom – p̌ripomenut́ı

Definice

Taylorovým polynomem funkce f stupně m (se sťredem) v bodě x∗

nazýváme polynom (v́ıce proměnných), který má s funkćı f stejnou
funkčńı hodnotu v daném bodě x∗ a stejnou hodnotu všech
parciálńıch derivaćı až do řádu m včetně.

Věta (Taylorova)

Necht’ má funkce f : En → R v bodě x∗ a vhodném okoĺı spojité
parciálńı derivace až do řádu m + 1. Pak pro v = x − x∗ ∈ Rn plat́ı:

f (x) = f (x∗ + v) = Tm(x) + Rm(x), kde

Tm(x) = f (x∗)+df (x∗)(v)+
1

2!
d2f (x∗)(v)+ · · ·+ 1

m!
dmf (x∗)(v),

Rm(x) =
1

(m + 1)!
dm+1f (x∗+θv)(v), pro vhodné θ ∈ (0, 1).
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Přibližme si uvedené pojmy ve dvou proměnných (x∗ = [x0, y0]):
Tečná rovina: f (x0, y0) + df (x0, y0)(x − x0, y − y0)
Aproximace pomoćı Hessiánu (d2f = Hf ):
f (x0, y0) + df (x0, y0)(x−x0, y−y0) + 1

2 d2f (x0, y0)f (x−x0, y−y0).
Výraz ťret́ıho řádu:

d3f (x , y)(ξ, η) =
∂3f

∂x3
ξ3 + 3

∂3f

∂x2∂y
ξ2η + 3

∂3f

∂x∂y 2
ξη2 +

∂3f

∂y 3
η3

a obecně

dk f (x , y)(ξ, η) =
k∑
`=0

(
k

`

)
∂k f

∂xk−`∂y `
ξk−`η`.
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Př́ıklady k procvičeńı

Př́ıklad

a) Napǐste Taylor̊uv rozvoj druhého řádu funkce f : R2 → R,
f (x , y) = ln(x2 + y 2 + 1) v bodě [1, 1] a p̌ribližně vypočtěte
hodnotu f (1,1; 1,2).

b) Napǐste Taylor̊uv rozvoj druhého řádu funkce
f (x , y) = sin x tg y v bodě [30◦, 45◦] a p̌ribližně vypočtěte
hodnotu sin 29◦ tg 46◦.
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Definice

Vniťrńı bod x∗ ∈ En definičńıho oboru funkce f je (lokálńım)
maximem (resp. minimem), jestliže existuje jeho okoĺı U takové,
že pro všechny body x ∈ U plat́ı f (x) ≤ f (x∗) (resp.
f (x) ≥ f (x∗)). Pokud nastává v p̌redchoźıch nerovnostech ostrá
nerovnost pro všechny x 6= x∗, hovǒŕıme o ostrém lokálńım
extrému.
Vniťrńı bod x∗ ∈ En definičńıho oboru funkce f , ve kterém je
diferenciál df (x) nulový, nazýváme stacionárńı bod funkce f .

Nutnou podḿınkou pro existenci maxima nebo minima v bodě x∗

(v p̌ŕıpadě diferencovatelnosti funkce f v x∗) je vymizeńı
diferenciálu v tomto bodě, tj. df (x∗) = 0. Skutečně, pokud je
df (x∗) 6= 0, pak existuje směr v , ve kterém je dv f (x∗) 6= 0. Pak
ovšem nutně podél p̌ŕımky x∗ + tv na jednu stranu od bodu x∗

hodnota funkce roste a na druhou klesá.
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Př́ıklad

Funkce f : E2 → R definovaná p̌redpisem

f (x , y) =

{
x2 + y 2, pro [x , y ] 6= [0, 0],

1 pro [x , y ] = [0, 0]

má v počátku ostré lokálńı maximum (p̌ritom zde neńı spojitá, a
tedy ani diferencovatelná).

Př́ıklad

Funkce f (x , y) =
√

x2 + y 2 je v počátku spojitá a má zde ostré
lokálńı minimum, p̌restože v tomto bodě neńı diferencovatelná
(grafem funkce je kuželová plocha – viz prvńı p̌rednáška).
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Stacionárńı body

Pro to, aby nabývala v daném bodě diferencovatelná funkce svého
lokálńıho extrému (maxima nebo minima), je nutnou podḿınkou,
aby byl daný bod stacionárńı.
Přitom ale (podobně jako u funkćı jedné proměnné) stacionárńı
bod nemuśı být bodem lokálńıho extrému.
Nap̌r. funkce f (x , y) = (x − x0)(y − y0) má v bodě [x0, y0]
stacionárńı bod (df = ∂f

∂x dx + ∂f
∂y dy = (y − y0)dx + (x − x0)dy),

nemá zde však žrejmě lokálńı extrém (jde o tzv.
”
sedlo“).

Poznat, jakého typu je daný stacionárńı bod, nám stejně jako
v p̌ŕıpadě funkćı jedné proměnné umožńı (d́ıky Taylorově větě)
derivace vyš̌śıch řádů.



Literatura Taylor̊uv polynom Extrémy Implicitně definovaná zobrazeńı

Situace v jedné proměnné

Mějme funkci f : R→ R a jej́ı stacionárńı bod x0 (tj. f ′(x0) = 0).
Je-li f ′′(x0) < 0, má funkce v x0 ostré lokálńı maximum
(analogicky neostré, resp. minimum).
Toto tvrzeńı vyplynulo z Taylorovy věty (stač́ı uvážit Taylor̊uv
polynom 1. stupně a p̌ŕıslušný zbytek)

f (x) = T1(x) + R1(x) =

= f (x0) + f ′(x0)(x − x0) +
1

2
f ′′(ξ)(x − x0)2 =

= f (x0) +
1

2
f ′′(ξ)(x − x0)2,

kde ξ lež́ı mezi x a x0. Ze spojitosti f ′′ a vlastnosti f ′′(x0) < 0 pak
pro ξ dostatečně bĺızko x0 dostáváme f ′′(ξ) < 0 a tedy R1(x) < 0
dostatečně bĺızko x0 . Proto zde f (x) < f (x0) a x0 je lokálńım
maximem.
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Situace ve v́ıce proměnných

Mějme funkci f : En → R a jej́ı stacionárńı bod x∗ (tj. f ′(x∗) = 0
– nulový vektor parciálńıch derivaćı).
Z Taylorovy věty pak dostáváme (opět stač́ı uvážit Taylor̊uv
polynom 1. stupně a p̌ŕıslušný zbytek)

f (x) = T1(x) + R1(x) =

= f (x∗) + df (x∗)(x − x∗) +
1

2
d2f (ξ)(x − x∗) =

= f (x∗) +
1

2
d2f (ξ)(x − x∗),

kde ξ = x∗ + θv (pro θ ∈ (0, 1)) lež́ı
”
mezi“ x a x∗.

Zbývá do v́ıce proměnných p̌reložit podḿınku, která ř́ıká, že výraz

d2f (ξ)(x − x∗) = (x − x∗)THf (ξ)(x − x∗)

je nekladný (resp. nezáporný) pro libovolné x .
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Pozitivně (negativně) definitńı kvadratické formy

Definice

Kvadratická forma h : V → R je

pozitivně definitńı, je-li h(u) > 0 pro všechny u 6= 0

pozitivně semidefinitńı, je-li h(u) ≥ 0 pro všechny u ∈ V

negativně definitńı, je-li h(u) < 0 pro všechny u 6= 0

negativně semidefinitńı, je-li h(u) ≤ 0 pro všechny u ∈ V

indefinitńı, je-li h(u) > 0 a h(v) < 0 pro vhodné u, v ∈ V .

Často rovněž hovǒŕıme o definitnosti matice A kvadratické formy h
(jsou spolu ve vztahu h(u) = uTAu = Au · u).

S těmito pojmy jste se setkali již v části věnované lineárńım
model̊um a měli byste tedy umět rozeznat definitnost kvadratické
formy (resp. jej́ı matice v dané bázi).
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Kritéria pozitivńı definitnosti matic

Daná symetrická matice A je pozitivně definitńı, právě tehdy když
plat́ı některá z těchto ekvivalentńıch podḿınek:

všechny vlastńı hodnoty matice A (tj. kǒreny λ jej́ıho
charakteristického polynomu |A− λIn|) jsou kladné,

všechny hlavńı minory A jsou kladné (Sylvesterovo kritérium)

Daná symetrická matice A je negativně definitńı, právě tehdy když
plat́ı některá z těchto ekvivalentńıch podḿınek:

všechny vlastńı hodnoty matice A jsou záporné,

hlavńı minory A sťŕıdaj́ı znaménko, poč́ınaje záporným.



Literatura Taylor̊uv polynom Extrémy Implicitně definovaná zobrazeńı

Věta

Necht’ f : En → R je dvakrát spojitě diferencovatelná funkce a
x∗ ∈ En necht’ je stacionárńı bod funkce f . Potom

1 je-li Hf (x∗) pozitivně (negativně) definitńı, má f v x∗ ostré
lokálńı minimum (maximum),

2 je-li Hf (x∗) indefinitńı, nemá f v bodě x∗ lokálńı extrém.

3 má-li f v x∗ lokálńı minimum (maximum), je Hf (x∗)
pozitivně (negativně) semidefinitńı,

Všimněme si, že věta nedává žádný výsledek, pokud je hessián
funkce ve zkoumaném bodě degenerovaný (nulový). Důvod je opět
stejný jako u funkćı jedné proměnné. V takových p̌ŕıpadech totiž
existuj́ı směry, ve kterých prvńı i druhá derivace zmiźı a my proto
v tomto řádu p̌ribĺıžeńı neuḿıme poznat, zda se funkce bude
chovat jako t3 nebo jako ±t4 dokud nespočteme alespoň
v poťrebných směrech derivace vyš̌śı.
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Př́ıklad

Uvažme funkci f (x , y) = sin(x) cos(y), která p̌ripoḿıná známá
kartonová plata na vaj́ıčka a spočtěme jej́ı lokálńı extrémy.
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Př́ıklad (pokr.)

Spočtěme si nejprve prvńı parciálńı derivace:

fx(x , y) = cos(x) cos(y), fy (x , y) = − sin(x) sin(y),

takže obě derivace budou nulové pro dvě sady bodů

1 cos(x) = 0, sin(y) = 0, tj. [x , y ] = [ 2k+1
2 π, `π], pro libovolné

k, ` ∈ Z
2 cos(y) = 0, sin(x) = 0, tj. [x , y ] = [kπ, 2`+1

2 π], pro libovolné
k, ` ∈ Z.

Druhé parciálńı derivace jsou

Hf (x , y) =

(
fxx fxy
fxy fyy

)
(x , y) =

(
− sin(x) cos(y) − cos(x) sin(y)
− cos(x) sin(y) − sin(x) cos(y)

)
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Př́ıklad (pokr.)

V našich dvou sadách bodů tedy dostáváme následuj́ıćı hessiány:

1 Hf (kπ + π
2 , `π) = ±

(
1 0
0 1

)
, p̌ričemž znaménko + nastává,

když k a ` jsou r̊uzné parity a naopak pro −,

2 Hf (kπ, `π + π
2 ) = ±

(
0 1
1 0

)
, p̌ričemž znaménko + nastává,

když k a ` jsou r̊uzné parity a naopak pro −.

Protože naše funkce má spojitý hessián, který je nedegenerovaný,
nastane lokálńı maximum tehdy a jen tehdy, když náš bod (x∗, y∗)
paťŕı do prvńı skupiny se stejnými paritami k a `. Když budou
parity opačné, pak bod z prvńı skupiny bude naopak bodem
lokálńıho minima. Naopak, hessián u druhé skupiny bodů se vyč́ısĺı
kladně na některých p̌ŕır̊ustćıch a záporně na jiných. Stejně se proto
bude chovat i celá funkce f v okoĺı těchto stacionárńıch bodů.
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Př́ıklad (Poznámky)

matice

(
0 1
1 0

)
je indefinitńı, p̌restože má oba hlavńı minory

nekladné (pro semidefinitnost je znaménko minor̊u pouze
nutnou podḿınkou!)

nalezené lokálńı extrémy šlo jistě naj́ıt snadněji úvahou o
nabýváńı hodnot ±1 funkćı f (x , y) = sin(x) cos(y), neměli
bychom ale jistotu, že jde o všechny extrémy.
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Př́ıklady k procvičeńı

Př́ıklad

Určete stacionárńı body funkce
f : R2 → R, f (x , y) = x2y + y 2x − xy a rozhodněte, které z těchto
bodů jsou lokálńımi extrémy a jakého druhu.
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Absolutńı extrémy

Definice

Necht’ f : En → R a M je podmnožinou definičńıho oboru f .
V bodě x∗ nabývá f absolutńıho (globálńıho) maxima (minima) na
M, pokud je f (x∗) ≥ f (x) (f (x∗) ≤ f (x)) pro všechna x ∈ M.

Existence extrémů na kompaktńı (uzav̌rené a ohraničené) množině
vyplývá z Weierstrassovy věty.

Věta

Necht’ M ⊆ En je kompaktńı množina, f : M → R spojitá. Pak f
nabývá svých absolutńıch extrémů bud’ v bodech lokálńıch extrémů
uvniťr M nebo v některém hraničńım bodě.

Hledáńı absolutńıch extrémů funkce na množině tak máme
p̌revedeno na nalezeńı lokálńıch extrémů (což uḿıme) a vyšeťreńı
hraničńıch bodů. To je ale často komplikovaněǰśı záležitost, které
se budeme v́ıce věnovat později v části o vázaných extrémech.
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Př́ıklad

Nalezněte extrémy funkce f (x , y) = xy − x2 − y 2 + x + y na
množině M, která je dána trojúhelńıkem, tvǒreným soǔradnými
osami a p̌ŕımkou x + y − 4 = 0.

Řešeńı

Jediným stacionárńım bodem je [1, 1], kde nastává absolutńı
maximum f (1, 1) = 1. Absolutńı minimum −12 nastává
v hraničńıch bodech [4, 0] a [0, 4].
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Věta o implicitńı funkci – neformálńı p̌ripomenut́ı

Pokud máme zadánu funkci f (x) vzorcem y = f (x), hovǒŕıme
o jej́ım explicitńım zadáńı. Obecněǰśım zadáńım funkce je rovnice
F (x , y) = 0, kde závislá proměnná y p̌redstavuje

”
neznámou“

funkci. Pokud tuto rovnici nelze (nebo to nepoťrebujeme) vy̌rešit
vzhledem k y , pak hovǒŕıme o funkci zadané implicitně. Avšak
i v tomto obecněǰśım p̌ŕıpadě budeme schopni vypoč́ıtat y ′(x)
(aniž bychom nutně znali explicitńı vzorec pro y(x)), a to pomoćı
pravidla pro derivaci složené funkce.

Př́ıklad

Rovnice y 2 = x definuje dvě diferencovatelné funkce proměnné x :

y1 =
√

x , y2 = −
√

x

Při derivováńı implicitně zadaných funkćı obsahuje výsledná
derivace y ′ jak proměnnou x tak proměnnou y (na rozd́ıl od
běžného derivováńı funkce, kdy je ve výsledku pouze proměnná x).
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Věta o implicitńı funkci

Pro jednoduchost vylož́ıme ideu v rovině E2:
Pro spojitě diferencovatelnou funkci F (x , y) : E2 → R hledejme
body [x , y ], ve kterých plat́ı F (x , y) = 0. Př́ıkladem může být
ťreba obvyklá (implicitńı) definice p̌ŕımek a kružnic:

F (x , y) = ax + by + c = 0

F (x , y) = (x − s)2 + (y − t)2 − r 2 = 0, r > 0.

V prvńım p̌ŕıpadě je (p̌ri b 6= 0) p̌redpisem zadaná funkce

y = f (x) = −a

b
x − c

b

pro všechna x . Ve druhém p̌ŕıpadě uḿıme pouze pro [a, b] splňuj́ıćı
rovnici kružnice a b 6= t naj́ıt okoĺı bodu a, na kterém nastane
jedna z možnost́ı: y = f (x) = t +

√
(x − s)2 − r ,

y = f (x) = t −
√

(x − s)2 − r .
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Body [s ± r , t] také vyhovuj́ı rovnici kružnice, plat́ı v nich ale
Fy (s ± r , t) = 0, což znamená, že tečna ke kružnici v těchto
bodech je rovnoběžná s osou y . V těchto bodech neuḿıme naj́ıt
okoĺı, na němž by kružnice byla popsána jako funkce y = f (x).
Nav́ıc uḿıme spoč́ıtat i derivace:

f ′(x) =
1

2

2(x − s)√
(x − s)2 − r 2

=
x − s

y − t
= −Fx

Fy
.

Naopak, pokud budeme cht́ıt naj́ıt závislost x = f (y) takovou, aby
F (f (y), y) = 0, pak v okoĺı bodů (s ± r , t) bez problémů uspějeme.
Všimněme si, že v těchto bodech je parciálńı derivace Fx nenulová.
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Shrňme pozorováńı (pro pouhé dva p̌ŕıklady):

Pro funkci F (x , y) a bod [a, b] ∈ E2 takový, že F (a, b) = 0, uḿıme
naj́ıt funkci y = f (x) splňuj́ıćı F (x , f (x)) = 0, pokud je
Fy (a, b) 6= 0. V takovém p̌ŕıpadě uḿıme i vypoč́ıst
f ′(x) = −Fx/Fy . Z následuj́ıćı věty plyne, že takto to plat́ı vždy,
nav́ıc rozš́ı̌rené i na libovolné počty proměnných.
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Věta (O implicitńı funkci)

Necht’ F : En+1 → R je spojitě diferencovatelná funkce na
otev̌reném okoĺı bodu [x∗, y∗] ∈ En × R, ve kterém je
F (x∗, y∗) = 0 a ∂F

∂y (x∗, y∗) 6= 0. Potom existuje spojitá funkce
f : En → R definovaná na nějakém okoĺı U bodu x∗ ∈ En taková,
že F (x , f (x)) = 0 pro všechny x ∈ U.
Nav́ıc má funkce f v okoĺı bodu x∗ parciálńı derivace splňuj́ıćı

∂f

∂xi
(x) = −

∂F
∂xi

(x , f (x))
∂F
∂y (x , f (x))

.

Pomůcka

Posledńı tvrzeńı o derivaci p̌ritom je dob̌re zapamatovalné
(i pochopitelné) z výrazu pro diferenciál:

0 = dF = Fx dx + Fy dy = (Fx + Fy f ′(x)) dx .
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Př́ıklad

Určete lokálńı extrémy funkce z = f (x , y), která je určena
implicitně rovnićı F (x , y , z) = x2 + y 2 + z2 − xz −

√
2yz − 1 = 0.

Řešeńı

Derivováńım rovnosti podle x a y dostáváme:

2x + 2z · zx − z − x · zx −
√

2yzx = 0

2y + 2z · zy − x · zy −
√

2z −
√

2yzy = 0,

odkud vyjáďŕıme

zx =
z − 2x

2z − x −
√

2y
, zy =

√
2z − 2y

2z − x −
√

2y
.
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Řešeńı (pokr.)

Stacionárńı body muśı splňovat: zx = 0, zy = 0, tj. z = 2x =
√

2y ,
a tedy y =

√
2x . Dosazeńım do původńı rovnice dostáváme

stacionárńı body [1,
√

2, 2] a [−1,−
√

2,−2]. V těchto bodech je
Fz 6= 0 (je to zároveň jmenovatel všech zde vystupuj́ıćıch zlomk̊u),
proto je v jejich okoĺı implicitně určena jistá funkce z = f (x , y).
Daľśım derivováńım implicitńı rovnice vypočteme parciálńı derivace
f 2. řádu:

zxx = − 2

2z − x −
√

2y
, zxy = 0, zyy = − 2

2z − x −
√

2y
.

Ve stacionárńıch bodech je Hf negativně, resp. pozitivně definitńı,
proto zde nastávaj́ı lokálńı maximum, resp. minimum funkce f .

Body, v nichž neńı danou rovnićı implicitně určena funkce
z = f (x , y) jsou body roviny 2z − x −

√
2y = 0 (tedy body, v nichž

během výpočtu dostaneme nulový jmenovatel některé z derivaćı).
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Př́ıklady k procvičeńı

Př́ıklad

Ukažte, že funkce F (x , y) = ex sin(y) + ey sin(x) definuje
p̌redpisem F (x , y) = 1 pro [x , y ] ∈ (0, π2 〉 × 〈0,

π
2 ) implicitně

proměnnou y jako funkci f (x) proměnné x . Určete f ′(x).

Př́ıklad

Rozhodněte, zda ǩrivka tvǒrená body vyhovyj́ıćımi vztahu
x3 + y 3 − 2xy = 0 lež́ı v okoĺı bodu [1, 1] nad (nebo pod) svoj́ı
tečnou.
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