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určováńı lokálńıch a globálńıch extrémů.
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Zobrazeńı F : En → Em je p̌ri zvolených kartézských soǔradnićıch
na obou stranách obyčejná m–tice

F (x1, . . . , xn) = (f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn))

funkćı fi : En → R. Řekneme, že F je diferencovatelné nebo spojitě
diferencovatelné zobrazeńı, jestliže tuto vlastnost maj́ı všechny
funkce f1, . . . , fm.
Diferencovatelná zobrazeńı F : En → En, která maj́ı inverzńı
zobrazeńı G : En → En definované na celém svém obrazu, se
nazývaj́ı (diferencovatelné) transformace. Př́ıkladem
transformace v E2 je p̌rechod mezi polárńımi a kartézskými
soǔradnicemi:

[r , θ] 7→ [r cos θ, r sin θ]

s inverźı

[x , y ] 7→ [
√

x2 + y 2, arctg
y

x
], [0, y ] 7→ [y ,

π

2
sgn y ].
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Lineárńı zobrazeńı dfi (x) : En → R lineárně aproximuj́ı p̌ŕır̊ustky fi .

Definice

D1F (x) =


df1(x)
df2(x)

...
dfm(x)

 =


∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

. . . ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

. . . ∂f2
∂xn

...
...

. . .
...

∂fm
∂x1

∂fm
∂x2

. . . ∂fm
∂xn

 (x)

se nazývá Jacobiho matice zobrazeńı F v bodě x . Lineárńı
zobrazeńı D1F (x) definované na p̌ŕır̊ustćıch v = (v1, . . . , vn)
pomoćı stejně značené Jacobiho matice nazýváme diferenciál
zobrazeńı F v bodě x z definičńıho oboru, jestliže

lim
v→0

1

‖v‖
(
F (x + v)− F (x)− D1F (x)(v)

)
= 0.
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Důsledek Věty o existenci diferenciálu pro funkce n proměnných je:

Věta

Necht’ F : En → Em je zobrazeńı, jehož všechny soǔradné funkce
maj́ı spojité parciálńı derivace v okoĺı bodu x ∈ En. Pak existuje
diferenciál D1F (x) zobrazeńı F zadaný Jacobiho matićı.
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Diferenciál složeného zobrazeńı

Věta (
”
Chain rule“, o derivaci složeného zobrazeńı)

Necht’ F : En → Em a G : Em → Er jsou dvě diferencovatelná
zobrazeńı, p̌ričemž definičńı obor G obsahuje celý obor hodnot F .
Pak také složené zobrazeńı G ◦ F je diferencovatelné a jeho
diferenciál je v každém bodě z definičńıho oboru F kompozićı
diferenciál̊u

D1(G ◦ F )(x) = D1G (F (x)) ◦ D1F (x).

Př́ıslušná Jacobiho matice je dána součinem p̌ŕıslušných Jacobiho
matic.
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Polárńı soǔradnice vzniknou z kartézských soǔradnic transformaćı
F : E2 → E2, kterou v soǔradnićıch [x , y ] a [r , ϕ] zaṕı̌seme:

r =
√

x2 + y 2, ϕ = arctg
y

x
.

Uvažme funkci gt : E2 → R zadanou v polárńıch soǔradnićıch
p̌redpisem

g(r , ϕ, t) = sin(r-t) .

Funkce nám docela dob̌re p̌ribližuje vlněńı povrchu hladiny po
bodovém vzruchu v počátku v čase t:
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Chceme-li vypoč́ıtat derivaci funkce zadané parametricky
v kartézských soǔradnićıch, využijeme větu o derivaci složeného
zobrazeńı g ◦ F : E2 → R:

D1(g ◦ F )(x) = D1g(F (x)) ◦ D1F (x) =

=
(
∂g
∂r

∂g
∂ϕ

)( ∂r
∂x

∂r
∂y

∂ϕ
∂x

∂ϕ
∂y

)
=

=

(
∂g
∂r (r , ϕ) ∂r∂x (x , y) + ∂g

∂ϕ(r , ϕ)∂ϕ∂x (x , y)
∂g
∂r (r , ϕ) ∂r∂y (x , y) + ∂g

∂ϕ(r , ϕ)∂ϕ∂y (x , y)

)
.

Tedy

∂g

∂x
(x , y , t) = cos(

√
x2 + y 2 − t)

x√
x2 + y 2

+ 0

a podobně

∂g

∂y
(x , y , t) = cos(

√
x2 + y 2 − t)

y√
x2 + y 2

.
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Věta o inverzńı funkci jedné proměnné – p̌ripomenut́ı

Pokud k dané funkci f : R→ R inverzńı funkce f −1 existuje
(nezaměňujme značeńı s funkćı x 7→ (f (x))−1), pak je dána
jednoznačně kterýmkoliv ze vztahů f −1 ◦ f = idR, f ◦ f −1 = idR,.
Pokud bychom věděli, že pro diferencovatelnou funkci f je i f −1

diferencovatelná, vztah pro derivaci složené funkce nám (pro
y = f (x)) dává

1 = (id)′(x) = (f −1 ◦ f )′(x) = (f −1)′(f (x)) · f ′(x)

a tedy p̌ŕımo v́ıme formuli (zjevně f ′(x) v takovém p̌ŕıpadě nemůže
být nulové) (f −1)′(f (x)) = 1

f ′(x) .

Věta

Je-li f diferencovatelná funkce na okoĺı bodu x0 a f ′(x0) 6= 0, pak
existuje na nějakém okoĺı bodu y0 = f (x0) funkce f −1 inverzńı k f
a plat́ı vztah

(f −1)′(y0) =
1

f ′(x0)
.
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Př́ıklady – opakováńı

Př́ıklad

Určete derivaci v obecném bodě definičńıho oboru inverzńı funkce
k funkci:

1 ex ;

2 sin x .
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Věta o inverzńım zobrazeńı

Věta

Necht’ F : En → En je spojitě diferencovatelné zobrazeńı na
nějakém okoĺı bodu x∗ ∈ En a necht’ je Jacobiho matice D1F (x∗)
invertibilńı. Pak na nějakém okoĺı bodu x∗ existuje inverzńı
zobrazeńı F−1 a jeho diferenciál v bodě F (x∗) je inverzńım
zobrazeńım k D1F (x∗), tzn. je zadán inverzńı matićı k Jacobiho
matici zobrazeńı F v bodě x∗.

Př́ıklad

Rozhodněte, zda zobrazeńı F = (f , g) : R2 → R2 definované po
soǔradnićıch

f (x , y) = xy , g(x , y) =
x

y

je prosté v okoĺı bodu [2, 1]. V kladném p̌ŕıpadě určete Jacobiho
matici inverzńıho zobrazeńı F−1 v bodě F (2, 1).
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Př́ıklad

Spoč́ıtejte jacobián zobrazeńı F , které je transformaćı dvou
proměnných do polárńıch soǔradnic, a p̌ŕıslušné inverzńı
transformace.
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Věta o implicitńı funkci – neformálńı p̌ripomenut́ı

Pokud máme zadánu funkci f (x) vzorcem y = f (x), hovǒŕıme
o jej́ım explicitńım zadáńı. Obecněǰśım zadáńım funkce je rovnice
F (x , y) = 0, kde závislá proměnná y p̌redstavuje

”
neznámou“

funkci. Pokud tuto rovnici nelze (nebo to nepoťrebujeme) vy̌rešit
vzhledem k y , pak hovǒŕıme o funkci zadané implicitně. Avšak
i v tomto obecněǰśım p̌ŕıpadě budeme schopni vypoč́ıtat y ′(x)
(aniž bychom nutně znali explicitńı vzorec pro y(x)), a to pomoćı
pravidla pro derivaci složené funkce.

Př́ıklad

Rovnice y 2 = x definuje dvě diferencovatelné funkce proměnné x :

y1 =
√

x , y2 = −
√

x

Při derivováńı implicitně zadaných funkćı obsahuje výsledná
derivace y ′ jak proměnnou x tak proměnnou y (na rozd́ıl od
běžného derivováńı funkce, kdy je ve výsledku pouze proměnná x).
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Věta o implicitńı funkci

Pro jednoduchost vylož́ıme ideu v rovině E2:
Pro spojitě diferencovatelnou funkci F (x , y) : E2 → R hledejme
body [x , y ], ve kterých plat́ı F (x , y) = 0. Př́ıkladem může být
ťreba obvyklá (implicitńı) definice p̌ŕımek a kružnic:

F (x , y) = ax + by + c = 0

F (x , y) = (x − s)2 + (y − t)2 − r 2 = 0, r > 0.

V prvńım p̌ŕıpadě je (p̌ri b 6= 0) p̌redpisem zadaná funkce

y = f (x) = −a

b
x − c

b

pro všechna x . Ve druhém p̌ŕıpadě uḿıme pouze pro [a, b] splňuj́ıćı
rovnici kružnice a b 6= t naj́ıt okoĺı bodu a, na kterém nastane
jedna z možnost́ı: y = f (x) = t +

√
(x − s)2 − r ,

y = f (x) = t −
√

(x − s)2 − r .
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Body [s ± r , t] také vyhovuj́ı rovnici kružnice, plat́ı v nich ale
Fy (s ± r , t) = 0, což znamená, že tečna ke kružnici v těchto
bodech je rovnoběžná s osou y . V těchto bodech neuḿıme naj́ıt
okoĺı, na němž by kružnice byla popsána jako funkce y = f (x).
Nav́ıc uḿıme spoč́ıtat i derivace:

f ′(x) =
1

2

2(x − s)√
(x − s)2 − r 2

=
x − s

y − t
= −Fx

Fy
.

Naopak, pokud budeme cht́ıt naj́ıt závislost x = f (y) takovou, aby
F (f (y), y) = 0, pak v okoĺı bodů (s ± r , t) bez problémů uspějeme.
Všimněme si, že v těchto bodech je parciálńı derivace Fx nenulová.
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Shrňme pozorováńı (pro pouhé dva p̌ŕıklady):

Pro funkci F (x , y) a bod [a, b] ∈ E2 takový, že F (a, b) = 0, uḿıme
naj́ıt funkci y = f (x) splňuj́ıćı F (x , f (x)) = 0, pokud je
Fy (a, b) 6= 0. V takovém p̌ŕıpadě uḿıme i vypoč́ıst
f ′(x) = −Fx/Fy . Z následuj́ıćı věty plyne, že takto to plat́ı vždy,
nav́ıc pro libovolné počty proměnných.
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Věta (O implicitńı funkci)

Necht’ F : En+1 → R je spojitě diferencovatelná funkce na
otev̌reném okoĺı bodu [x∗, y∗] ∈ En × R, ve kterém je
F (x∗, y∗) = 0 a ∂F

∂y (x∗, y∗) 6= 0. Potom existuje spojitá funkce
f : En → R definovaná na nějakém okoĺı U bodu x∗ ∈ En taková,
že F (x , f (x)) = 0 pro všechny x ∈ U.
Nav́ıc má funkce f v okoĺı bodu x∗ parciálńı derivace splňuj́ıćı

∂f

∂xi
(x) = −

∂F
∂xi

(x , f (x))
∂F
∂y (x , f (x))

.

Pomůcka

Posledńı tvrzeńı o derivaci p̌ritom je dob̌re zapamatovalné
(i pochopitelné) z výrazu pro diferenciál:

0 = dF = Fx dx + Fy dy = (Fx + Fy f ′(x)) dx .
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Př́ıklad

Určete lokálńı extrémy funkce z = f (x , y), která je určena
implicitně rovnićı F (x , y , z) = x2 + y 2 + z2 − xz −

√
2yz − 1 = 0.

Řešeńı

Derivováńım rovnosti podle x a y dostáváme:

2x + 2z · zx − z − x · zx −
√

2yzx = 0

2y + 2z · zy − x · zy −
√

2z −
√

2yzy = 0,

odkud vyjáďŕıme

zx =
z − 2x

2z − x −
√

2y
, zy =

√
2z − 2y

2z − x −
√

2y
.
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Řešeńı (pokr.)

Stacionárńı body muśı splňovat: zx = 0, zy = 0, tj. z = 2x =
√

2y ,
a tedy y =

√
2x . Dosazeńım do původńı rovnice dostáváme

stacionárńı body [1,
√

2, 2] a [−1,−
√

2,−2]. V těchto bodech je
Fz 6= 0 (je to zároveň jmenovatel všech zde vystupuj́ıćıch zlomk̊u),
proto je v jejich okoĺı implicitně určena jistá funkce z = f (x , y).
Daľśım derivováńım implicitńı rovnice vypočteme parciálńı derivace
f 2. řádu:

zxx = − 2

2z − x −
√

2y
, zxy = 0, zyy = − 2

2z − x −
√

2y
.

Ve stacionárńıch bodech je Hf negativně, resp. pozitivně definitńı,
proto zde nastávaj́ı lokálńı maximum, resp. minimum funkce f .

Body, v nichž neńı danou rovnićı implicitně určena funkce
z = f (x , y) jsou body roviny 2z − x −

√
2y = 0 (tedy body, v nichž

během výpočtu dostaneme nulový jmenovatel některé z derivaćı).
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Př́ıklady k procvičeńı

Př́ıklad

Ukažte, že funkce F (x , y) = ex sin(y) + ey sin(x) definuje
p̌redpisem F (x , y) = 1 pro [x , y ] ∈ (0, π2 〉 × 〈0,

π
2 ) implicitně

proměnnou y jako funkci f (x) proměnné x . Určete f ′(x).

Př́ıklad

Rozhodněte, zda ǩrivka tvǒrená body vyhovuj́ıćımi vztahu
x3 + y 3 − 2xy = 0 lež́ı v okoĺı bodu [1, 1] nad (nebo pod) svoj́ı
tečnou.

Př́ıklad

Najděte lokálńı extrémy funkce y = y(x) dané implicitně rovnićı
ln
√

x2 + y 2 = arctg y
x .
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Nejobecněǰśı p̌ŕıpad, kdy definujeme implicitně zadané zobrazeńı,
popisuje následuj́ıćı věta (v p̌ŕıpadě n=1 koṕıruje větu o implicitńı
funkci).

Věta (O implicitńım zobrazeńı)

Necht’ F : Em+n → En je spojitě diferencovatelné zobrazeńı na
otev̌reném okoĺı bodu [x∗, y∗] ∈ Em × En = Em+n, v němž plat́ı
F (x∗, y∗) = 0 a det D1

y F 6= 0. Potom existuje spojitě
diferencovatelné zobrazeńı G : Em → En definované na nějakém
okoĺı U bodu x∗ ∈ Em s obrazem G (U), který obsahuje bod y∗, a
takové, že F (x ,G (x)) = 0 pro všechny x ∈ U.
Nav́ıc je Jacobiho matice D1G zobrazeńı G na okoĺı bodu x∗

zadána součinem matic

D1G (x) = −(D1
y F )−1(x ,G (x)) · D1

x F (x ,G (x)).
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