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Metoda Lagrangeových multiplikátor̊u
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Integrály závislé na parametru
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Př́ıklady k procvičeńı

Př́ıklad

Ukažte, že funkce F (x , y) = ex sin(y) + ey sin(x) definuje
p̌redpisem F (x , y) = 1 pro [x , y ] ∈ (0, π2 〉 × 〈0,

π
2 ) implicitně

proměnnou y jako funkci f (x) proměnné x . Určete f ′(x).

Př́ıklad

Najděte lokálńı extrémy funkce y = y(x) dané implicitně rovnićı
ln
√

x2 + y 2 = arctg y
x .
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Nejobecněǰśı p̌ŕıpad, kdy definujeme implicitně zadané zobrazeńı,
popisuje následuj́ıćı věta (v p̌ŕıpadě n=1 koṕıruje větu o implicitńı
funkci).

Věta (O implicitńım zobrazeńı)

Necht’ F : Em+n → En je spojitě diferencovatelné zobrazeńı na
otev̌reném okoĺı bodu [x∗, y∗] ∈ Em × En = Em+n, v němž plat́ı
F (x∗, y∗) = 0 a det D1

y F 6= 0. Potom existuje spojitě
diferencovatelné zobrazeńı G : Em → En definované na nějakém
okoĺı U bodu x∗ ∈ Em s obrazem G (U), který obsahuje bod y∗, a
takové, že F (x ,G (x)) = 0 pro všechny x ∈ U.
Nav́ıc je Jacobiho matice D1G zobrazeńı G na okoĺı bodu x∗

zadána součinem matic

D1G (x) = −(D1
y F )−1(x ,G (x)) · D1

x F (x ,G (x)).
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Gradient funkce

Definice

Pro spojitě diferencovatelnou funkci f (x1, . . . , xn) : En → R se
ďŕıve zavedený vektor parciálńıch derivaćı

df =

(
∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn

)
nazývá gradient funkce f .
V technické a fyzikálńı literatǔre se často zapisuje také jako grad f .

Rovnost f (x1, . . . , xn) = b s pevnou hodnotou b ∈ R zadává
podmnožinu M ⊂ En, která ḿıvá vlastnosti (n − 1)–rozměrné
nadplochy. Přesněji: pokud je vektor parciálńıch derivaćı nenulový,
můžeme lokálně množinu M popsat jako graf spojitě
diferencovatelné funkce v n − 1 proměnných.
Hovǒŕıme v této souvislosti také o úrovňových množinách Mb

(analogie vrstevnic v p̌r. n = 2).
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Na derivaćıch ǩrivek lež́ıćıch v úrovňové množině Mb se bude
diferenciál df vždy vyč́ıslovat nulově:
f (c(t)) = b pro všechna t, proto

d

dt
f (c(t)) = df (c ′(t)) = 0.

Pro obecný vektor v = (v1, . . . , vn) ∈ En je velikost p̌ŕıslušné
směrové derivace funkce f :

| dv f | =

∣∣∣∣ ∂f

∂x1
v1 + · · ·+ ∂f

∂xn
vn

∣∣∣∣ = 〈df , v〉 = ‖ df ‖‖v‖ cosϕ

kde ϕ je odchylka vektoru v od gradientu funkce f . Dokázali jsme:

Věta

Směr zadaný gradientem v bodě x = (x1, . . . , xn) je právě ten
směr, ve kterém funkce f nejrychleji roste.
Tečná rovina k neprázdné úrovňové množině Mb v okoĺı jej́ıho
bodu s nenulovým gradientem df je určena ortogonálńım doplňkem
ke gradientu.
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Tečná nadrovina

Násobk̊um gradientu v tomto p̌ŕıpadě ř́ıkáme normálový vektor
nadplochy Mb.

Věta

Pro funkci f n proměnných a bod P = (a1, . . . , an) ∈ Mb, v jehož
okoĺı je Mb grafem funkce (n − 1) proměnných, je implicitńı
rovnice pro tečnou nadrovinu

0 =
∂f

∂x1
(P) · (x1 − a1) + · · ·+ ∂f

∂xn
(P) · (xn − an).
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Tečné a normálové prostory

Obecná dimenze: funkce F = (f1, . . . , fn) : Em+n → En a n rovnic

fi (x1, . . . , xm+n) = bi , i = 1, . . . , n.

Dle věty o implicitńım zobrazeńı je
”
věťsinou“ množina všech řešeńı

(x1, . . . , xm+n) grafem zobrazeńı G : Em → En. Pro pevnou volbu
b = (b1, . . . , bn) je samožrejmě množinou M všech řešeńı pr̊unik
nadploch M(bi , fi ) p̌ŕıslušej́ıćıch jednotlivým rovnićım fi = bi .
Totéž plat́ı pro tečné směry a normálové směry:
Afinńı podprostor v Em+n obsahuj́ıćı právě všechny tečny k M
bodem P dán rovnicemi:

0 =
∂f1

∂x1
(P) · (x1 − a1) + · · ·+ ∂f1

∂xn
(P) · (xm+n − am+n)

...

0 =
∂fn
∂x1

(P) · (x1 − a1) + · · ·+ ∂fn
∂xn

(P) · (xm+n − am+n).
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Tento podprostor se nazývá tečný prostor k (implicitně zadané)
ploše M v bodě P. Normálový prostor v bodě P je afinńı
podprostor generovaný bodem P a gradienty všech funkćı f1, . . . , fn
v bodě P, tj. řádky Jacobiho matice D1F .

Př́ıklad

Spočtěme tečnu a normálový prostor ke kuželosečce v E3.
Uvažujme rovnici

0 = f (x , y , z) = z −
√

x2 + y 2

kuželu s vrcholem v počátku a rovinu zadanou vztahem

0 = g(x , y , z) = z − 2x + y + 1.

Bod P = (1, 0, 1) paťŕı kuželu i rovině a pr̊unik M těchto dvou
ploch je ǩrivka.
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Př́ıklad (pokr.)

Jej́ı tečnou v bodě P bude p̌ŕımka zadaná rovnicemi

0 = − 1

2
√

x2 + y 2
2x

∣∣∣∣∣
x=1,y=0

· (x − 1)− 1

2
√

x2 + y 2
2y

∣∣∣∣∣
x=1,y=0

· y

+ 1 · (z − 1)

= −x + z

0 = −2(x − 1) + y + (z − 1) = −2x + y + z + 1

zat́ımco rovina kolmá k naš́ı ǩrivce bodem P bude parametricky
dána výrazem

(1, 0, 1) + τ(−1, 0, 1) + σ(−2, 1, 1)

s parametry τ a σ.
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Již ďŕıve jsme se zabývali úlohou nalézt absolutńı extrém dané
funkce na (uzav̌rené) množině, což vedlo na vyšeťreńı lokálńıch
extrémů funkce na hranici této množiny. Jinými slovy, na hledáńı
extrémů funkce v bodech, které jsou vázány nějakou daľśı
podḿınkou.
Ukážeme nejprve názorně graficky na p̌ŕıpadu funkćı dvou
proměnných obecnou metodu.

Př́ıklad

Určete extrémy funkce h(x , y) = x2y na množině M dané
implicitně rovnićı 5x2 + 2y 2 = 14.

Viz applet na webu MIT.

http://ocw.mit.edu/ans7870/18/18.02/f07/tools/LagrangeMultipliersTwoVariables.html
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Metoda Lagrangeových multiplikátor̊u

V p̌redchoźım p̌ŕıkladu jsme viděli, že normálový vektor (tj.
gradient) funkce, k ńıž hledáme extrém, muśı být ve vyšeťrovaném
bodě prvkem normálového prostoru k ploše (v témže bodě). Toto
samožrejmě plat́ı i obecně.
Pokud je M ve všech svých bodech grafem hladkého zobrazeńı,
muśı být každý extrém P ∈ M stacionárńım bodem, tj. pro každou
ǩrivku c(t) ⊂ M procházej́ıćı p̌res P = c(0) muśı být h(c(t))
extrémem pro tuto funkci jedné proměnné. Proto muśı platit

d

dt
h(c(t))|t=0 = dc ′(0)h(P) = dh(P)(c ′(0)) = 0.

Tato vlastnost je ekvivalentńı tvrzeńı, že gradient funkce h lež́ı v
normálovém podprostoru. Takové body P ∈ M budeme nazývat
stacionárńı body funkce h vzhledem k vazbám F .
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V praxi ḿıvaj́ı optimalizačńı úlohy často m + n parametr̊u, které
jsou vázány n podḿınkami. V našem jazyce diferenciálńıho počtu
tedy hledáme extrémy spojitě diferencovatelné funkce h na
množině bodů M zadaných implicitně rovnićı F (x1, . . . , xm+n) = 0
(F : Em+n → En).
Normálový prostor k naš́ı množině M je generován řádky Jacobiho
matice zobrazeńı F a stacionárńı body jsou proto ekvivalentně
určeny následuj́ıćım tvrzeńım, kterému se ř́ıká metoda
Lagrangeových multiplikátor̊u:

Věta

Necht’ F = (f1, . . . , fn) : Em+n → En je spojitě diferencovatelná
v okoĺı bodu P, F (P) = 0 a M je zadána implicitně rovnićı
F (x1, . . . , xm+n) = 0, p̌ričemž hodnost matice D1F v bodě P je n.
Pak P je stacionárńım bodem spojitě diferencovatelné funkce
h : Em+n → R právě, když existuj́ı reálné parametry λ1, . . . , λn
takové, že

grad h = λ1 grad f1 + · · ·+ λn grad fn.
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Absolutńı extrémy

Výklad o vázaných extrémech jsme začali t́ım, že pro nalezeńı
absolutńıch extrémů funkce na kompaktńı množině často
poťrebujeme vyšeťreńı extrémů na množině bodů vázaných nějakou
podḿınkou.
Ilustrujme si to na p̌ŕıkladu:

Př́ıklad

Maximalizujte f (x , y) = 2x + y za podḿınky x2

4 + y 2 ≤ 1.
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Řešeńı

Množina určená vazebńı podḿınkou je uzav̌rená a ohraničená,
proto zde nabývá jakákoliv spojitá funkce svých extrémů, a to bud’

ve stacionárńıch bodech nebo na hranici. Snadno se ale
p̌resvědč́ıme (df (x , y) = (2, 1)), že uvniťr množiny extrémy nejsou.

Proto maximalizujeme funkci f za podḿınky x2

4 + y 2 = 1.
Sestroj́ıme Lagrangeovu funkci
L(x , y , λ) = 2x + y − λ( x

2

4 + y 2 − 1). Pak dostáváme:

0 = Lx = 2− λx

2
0 = Ly = 1− 2λy

0 =
x2

4
+ y 2 − 1.

Odtud snadno x = 4
λ , y = 1

2λ , a tedy λ =
√

17
2 , x = 8√

17
, y = 1√

17

(resp. λ = −
√

17
2 , x = − 8√

17
, y = − 1√

17
pro minimum).
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Př́ıklad na procvičeńı

Př́ıklad

Drát délky ` je rozdělen na 3 části. Z jedné části je vytvǒren kruh,
z druhé čtverec a ze ťret́ı rovnostranný trojúhelńık (vždy stočeńım,
resp. složeńım vytvǒŕıme obvod p̌ŕıslušného útvaru). Určete délky
jednotlivých část́ı tak, aby celková plocha omezená těmito útvary
byla minimálńı, resp. maximálńı.

Př́ıklad

Rozhodněte, zda existuj́ı maxima a minima funkce
f : R2 → R, f (x , y) = x − 2y na ǩrivce dané rovnićı
y − x3 − 2x − 1 = 0, x ∈ 〈0, 5〉. Př́ıpadné extrémy určete.

Př́ıklad

Pomoćı metody Lagrangeových multiplikátor̊u nalezněte body na
pr̊uniku ploch z2 = x2 + y 2 a z = 1 + x + y , které lež́ı nejbĺıže
počátku. Zdůvodněte, že jde skutečně o minimum.

Př́ıklad

Zjistěte, zda existuj́ı maxima a minima funkce
f (x , y , z) = x + 2y + 3z na elipse z2 = x2 + y 2, x − y + z + 1 = 0.
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Připomenut́ı: Riemannův integrál

Motivace: výpočet plochy mezi grafem funkce f (x) a osou x na
uzav̌reném intervalu.
Funkce f : R→ R jedné proměnné ohraničená na uzav̌reném
intervalu [a, b]).
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Připomenut́ı: Riemannův integrál

Zvoĺıme děleńı D = {x1 = a, . . . , xn = b} intervalu [a, b] a hledaný
integrál (tj. plochu pod grafem) aproximujeme součtem∫ b

a
f (x)dx ≈

n−1∑
i=1

f (ξi )(xi+1 − xi ),

kde ξi ∈ [xi , xi+1] je libovolný. (Součet ploch obdélńık̊u pod
ǩrivkou).
Je-li norma děleńı (tj. maximum z délek interval̊u [xi , xi+1]) malá,
pak výše uvedená suma je velmi bĺızko zḿıněné ploše (p̌resněji
pomoćı nulové posloupnosti děleńı a limit).
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Připomenut́ı: Riemannův integrál

Vlastnosti: Množina Riemannovsky mě̌ritelných funkćı na
intervalu [a, b] tvǒŕı vektorový prostor a integrál je na něm lineárńı
formou.
Aplikace:

plocha ohraničená grafy 2 funkćı
∫ b
a [f (x)− g(x)]dx ,

délka ǩrivky zadané parametricky
∫ β
α

√
ϕ′(t)2 + ψ′(t)2dt,

objem rotačńıho tělesa π
∫ b
a f 2(x)dx ,

povrch pláště rotačńıho tělesa 2π
∫ b
a f (x)

√
1 + [f ′(x)]2dx .
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Integrály závislé na parametru

Jestliže integrujeme podle jedné proměnné x funkci n + 1
proměnných f (x , y1, . . . , yn), potom výsledek bude funkćı
F (y1, . . . , yn) ve zbývaj́ıćıch n proměnných.

Věta (O záměně derivace a integrálu)

Pro spojitě diferencovatelnou funkci f (x , y1, . . . , yn) definovanou
pro x z konečného intervalu [α, β] a na nějakém okoĺı bodu
a = [a1, . . . , an] ∈ En uvažujme integrál

F (y1, . . . , yn) =

∫ β

α
f (x , y1, . . . , yn)dx .

Potom plat́ı pro všechny indexy j = 1, . . . , n

∂F

∂yj
(a) =

∫ β

α

∂f

∂yj
(x , a1, . . . , an)dx .
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Integrace funkćı v́ıce proměnných

Obdobně jako v p̌ŕıpadě jedné proměnné můžeme poťrebu zavedeńı
integrálu v́ıce proměnných motivovat výpočtem objemu
trojrozměrného prostoru pod grafem funkce z = f (x , y) dvou
proměnných.
Mı́sto výběru malých interval̊u [xi , xi+1] děĺıćıch celý interval, p̌res
který integrujeme, a p̌ribĺıžeńım p̌ŕıslušné části obsahu ploškou
obdélńıku s výškou danou hodnotou funkce f v reprezentantu
tohoto intervalu ξi , tj. výrazem

f (ξi )(xi+1 − xi )

budeme pracovat s děleńımi v obou proměnných a hodnotami
reprezentuj́ıćımi výšku grafu nad t́ımto obdélńıčkem v rovině.
Co jsou obory integrace?
Nejjednoduš̌śım p̌ŕıstupem je uvažovat pouze obory integrace S ,
které jsou dány jako součiny interval̊u, tj. jsou zadány rozsahem
x ∈ [a, b] a y ∈ [c , d ].
Hovǒŕıme v této souvislosti o v́ıcerozměrném intervalu.
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Pokud je S jiná ohraničená množina v R2, pracujeme ḿısto ńı
s dostatečně velikou oblast́ı [a, b]× [c , d ], ale uprav́ıme naši funkci
tak, že f (x , y) = 0 pro všechny body mimo S .
Definice Riemannova integrálu věrně sleduje náš postup pro jednu
proměnnou.
Integrál existuje, jestliže pro každou volbu posloupnosti děleńı Ξ
(nyńı ve všech proměnných zároveň) a reprezentant̊u jednotlivých
krychliček (nebo sṕı̌se kváďŕıčk̊u)

ξi ,...,j ∈ [xi , xi+1]× . . .× [zj , zj+1] ⊂ Rn,

s maximálńı velikost́ı mezi všemi použitými intervaly jdoućı k nule,
budou integrálńı součty

SΞ,ξ =
∑
i ,...,j

f (ξi ,...,j)(xi+1 − xi ) . . . (zj+1 − zj).

konvergovat k jedné hodnotě, kterou zapisujeme∫
S

f (x , . . . , z)dx . . . dz
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Pro všechny spojité funkce f lze opět dokázat existenci
Riemannova integrálu a tento výsledek lze snadno rozš́ı̌rit pro

”
dostatečně spojité“ funkce na

”
dostatečně rozumných“ oborech

integrace.

Definice

Omezenou množinu S ⊂ En označujeme za Riemannovsky
mě̌ritelnou, jestliže je jej́ı charakteristická funkce, definovaná
χ(x) = 1 pro x ∈ S a χ(x) = 0 jinak, Riemannovsky
integrovatelná.
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Definice Riemannova integrálu sice nedává rozumný návod, jak
hodnoty integrál̊u skutečně vypoč́ıst (kromě využit́ı výpočetńı
techniky, kdy je p̌ŕımé použit́ı definice na ḿıstě), okamžitě ale vede
k základńım vlastnostem Riemannova integrálu (srovnejte
s vlastnostmi integrálu v jedné proměnné):

Věta

Množina Riemannovsky integrovatelných funkćı na v́ıcerozměrném
intervalu S ⊂ En je vektorovým prostorem a Riemann̊uv integrál je
na něm lineárńı formou.
Pokud je obor integrace S zadán jako disjunktńı sjednoceńı
konečně mnoha Riemannovsky mě̌ritelných obor̊u Si , je integrál
funkce f p̌res S dán součtem integrál̊u p̌res obory Si .
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Př́ıklad

Vypočtěte dvojný integrál∫
[0,1]×[0,1]

xy dxdy

jako limitu integrálńıho součtu.

Řešeńı

Za nulovou posloupnost děleńı uváž́ıme posloupnost (Dn)∞n=1, kde
n-té děleńı dostaneme pomoćı p̌ŕımek x = i/n, y = j/n pro
i , j = 1, 2, . . . , n − 1, p̌ričemž hodnoty ξi ,j budeme vyb́ırat
z pravých horńıch rohů děĺıćıch čtverečk̊u.
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Řešeńı (dokončeńı)

Pak ∫
[0,1]×[0,1]

xy dxdy = lim
n→∞

∑
0≤i ,j<n

(i + 1)

n

(j + 1)

n

1

n

1

n
=

= lim
n→∞

1

n4

∑
1≤i ,j≤n

ij =

= lim
n→∞

1

n4

 ∑
1≤i≤n

i

 ∑
1≤j≤n

j

 =

= lim
n→∞

1

n4

[
n(n + 1)

2

]2

=
1

4
.
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