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Ptiklady k procviceni

Priklad

Ukazte, Ze funkce F(x,y) = e*sin(y) + ¥ sin(x) definuje
pfedpisem F(x,y) =1 pro [x,y] € (0,%) x (0, %) implicitn&
prom&nnou y jako funkci f(x) promé&nné x. Urtete f'(x).

P¥iklad
Najd&te lokalIni extrémy funkce y = y(x) dané implicitn& rovnici

In\/x2+y? = arctg £.
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Nejobecnéjsi pfipad, kdy definujeme implicitné zadané zobrazeni,
popisuje nasledujici véta (v p¥ipadé n=1 kopiruje v&tu o implicitni
funkci).

Véta (O implicitnim zobrazeni)

Necht F : Ep,n — E, je spojité diferencovatelné zobrazeni na
otevfeném okoli bodu [x*, y*] € Ep, X Ep = Emyn, v némZ plati
F(x*,y*) =0 a det D}}F % 0. Potom existuje spojité
diferencovatelné zobrazeni G : E,, — E,, definované na néjakém
okoli U bodu x* € E,, s obrazem G(U), ktery obsahuje bod y*, a
takové, Ze F(x, G(x)) = 0 pro vSechny x € U.

Navic je Jacobiho matice D' G zobrazeni G na okoli bodu x*
zaddna souc¢inem matic

D'G(x) = —(D}F)~'(x, G(x)) - DLF(x, G(x)).
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Gradient funkce

Definice

Pro spojité diferencovatelnou funkci f(xi,...,xn) : E, — R se
d¥ive zavedeny vektor parcidlnich derivaci

f f
ar = (OF of
6X1 8Xn
nazyva gradient funkce f.
V technické a fyzikalni literatute se ¢asto zapisuje také jako grad f.

Rovnost f(x1,...,xn) = b's pevnou hodnotou b € R zadava
podmnoZinu M C E,, kterd miva vlastnosti (n — 1)-rozm&rné
nadplochy. P¥esnéji: pokud je vektor parcidlnich derivaci nenulovy,
muiZeme lokdln& mnoZinu M popsat jako graf spojité
diferencovatelné funkce v n — 1 proménnych.

Hovofime v této souvislosti také o troviiovych mnozZinach M,
(analogie vrstevnic v p¥. n = 2).
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Na derivacich k¥ivek leZicich v troviiové mnoziné My se bude
diferencidl df vZdy vycislovat nulové:
f(c(t)) = b pro v8echna t, proto

d

Ef(c(t)) =df(c'(t)) =0.
Pro obecny vektor v = (vi,...,v,) € E, je velikost pFisluiné
smérové derivace funkce f:
f f
|d,f| = gxl vi+---+ gxnv,, = (df,v) = || df||||v]| cos ¢

kde ¢ je odchylka vektoru v od gradientu funkce f. Dok&zali jsme:

Smér zadany gradientem v bod& x = (xi,...,xn) je pravé ten
smér, ve kterém funkce f nejrychleji roste.

Te¢nd rovina k neprazdné droviiové mnoZiné My, v okoli jejiho
bodu s nenulovym gradientem df je uréena ortogonalnim dopliikem
ke gradientu.
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Te&nd nadrovina

Ndsobklim gradientu v tomto p¥ipadé ¥ikdime normalovy vektor
nadplochy M.

Pro funkci f n proménnych a bod P = (a1, ...,an) € Mp, v jehoZ
okoli je My, grafem funkce (n — 1) proménnych, je implicitni
rovnice pro te¢nou nadrovinu

of of

0—87X1(P)'(X1—31)+"'+6Xn

(P) - (%o — an).
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Tecné a normalové prostory

Obecna dimenze: funkce F = (f1,...,f) : Emyn — En a n rovnic
f;'(Xl,...,Xern):b,', izl,...,n.

Dle véty o implicitnim zobrazeni je , vé&tSinou” mnoZina vsech Feseni
(X1, ..., Xm+n) grafem zobrazeni G : E,, — E,. Pro pevnou volbu
b= (b1,...,bs) je samoziejm& mnoZinou M viech Yedeni prinik
nadploch M(b;, ;) pfislusejicich jednotlivym rovnicim f; = b;.
Totéz plati pro te€né sméry a normalové sméry:

Afinni podprostor v Ep,, obsahujici pravé viechny te¢ny k M
bodem P dén rovnicemi:

of of;

= a—Xl(P) (x1—a1) 4+ 8X,,(P) - (Xmtn — am+n)

0

of, of,

6Xl(P) . (X1 — 31) + -+ aXn(P) : (Xm+n - 3m+n)'

0=
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Tento podprostor se nazyva te¢ny prostor k (implicitn& zadané)
plose M v bodé P. Normalovy prostor v bodé P je afinni
podprostor generovany bodem P a gradienty vsech funkci fi,...,f,
v bod& P, tj. ¥adky Jacobiho matice D'F.

P¥iklad

Spocétéme te¢nu a normalovy prostor ke kuzeloseéce v Ej.
Uvazujme rovnici

0="Ff(x,y,z2)=z—/x2+y2

kuZelu s vrcholem v po&atku a rovinu zadanou vztahem

0=g(x,y,z)=z—2x+y+1.

Bod P = (1,0, 1) pat¥i kuZelu i rovin& a priinik M t&chto dvou
ploch je kFivka.
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P¥iklad (pokr.)
Jeji te¢nou v bodé P bude pfimka zadand rovnicemi

1 1
0=—- ——==2x (x—1) = ———=2y -y
2/x? +y2 x=1,y=0 2 \ x? +y2 x=1,y=0
+1-(z—1)

=—X+z
0=-2(x—-1)+y+(z—-1)=-2x+y+z+1

zatimco rovina kolma k nasi kfivce bodem P bude parametricky
dana vyrazem

(1,0,1) + 7(-1,0,1) + 0(—2,1,1)

s parametry T a g.




Vazané extrémy

Jiz d¥ive jsme se zabyvali dlohou nalézt absolutni extrém dané
funkce na (uzaviené) mnoZing, coz vedlo na vysetfeni lokalnich
extrém( funkce na hranici této mnoZziny. Jinymi slovy, na hledani
extrém( funkce v bodech, které jsou vdzdny né&jakou dalsi
podminkou.

UkaZeme nejprve nazorné graficky na p¥ipadu funkci dvou
proménnych obecnou metodu.

Urete extrémy funkce h(x,y) = x?y na mnozin& M dané
implicitn& rovnici 5x2 + 2y? = 14.

Viz applet na webu MIT.



http://ocw.mit.edu/ans7870/18/18.02/f07/tools/LagrangeMultipliersTwoVariables.html
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Metoda Lagrangeovych multiplikator(

V ptedchozim ptikladu jsme vidé&li, Ze normélovy vektor (tj.
gradient) funkce, k niz hleddme extrém, musi byt ve vySetfovaném
bod& prvkem normélového prostoru k plose (v témZe bod&). Toto
samozfejmé plati i obecné.

Pokud je M ve vSech svych bodech grafem hladkého zobrazeni,
musi byt kazdy extrém P € M stacionarnim bodem, tj. pro kazdou
kivku c(t) C M prochazejici pfes P = c(0) musi byt h(c(t))
extrémem pro tuto funkci jedné promé&nné. Proto musi platit

& h(e(t)) 0 = deio)h(P) = dh(P)('(0)) = 0

Tato vlastnost je ekvivalentni tvrzeni, Ze gradient funkce h leZi v
normalovém podprostoru. Takové body P € M budeme nazyvat
stacionarni body funkce h vzhledem k vazbam F.
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V praxi mivaji optimalizaéni tlohy &asto m + n parametri, které
jsou vazany n podminkami. V nasem jazyce diferencidlniho po&tu
tedy hledame extrémy spojité diferencovatelné funkce h na
mnozin& bodd M zadanych implicitn& rovnici F(x1,...,Xm+n) =0
(F : Emtn — En).

Normdlovy prostor k nasi mnoziné M je generovan ¥adky Jacobiho
matice zobrazeni F a staciondrni body jsou proto ekvivalentné
ureny nasledujicim tvrzenim, kterému se ¥ikd metoda
Lagrangeovych multiplikatora:

Véta

Necht F = (f1,...,fp) : Emin — En je spojité diferencovatelnd

v okoli bodu P, F(P) =0 a M je zaddna implicitn& rovnici
F(xi,...,Xmsn) = 0, pfi¢emZ hodnost matice D*F v bodé& P je n.
Pak P je staciondarnim bodem spojité diferencovatelné funkce

h: Epntn — R pravé, kdyZ existuji realné parametry A1, ..., A,
takové, Ze

gradh = Ajgradfi +--- + A, grad f,.
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Absolutni extrémy

Vyklad o vdzanych extrémech jsme zacali tim, Ze pro nalezenfi
absolutnich extrémi funkce na kompaktni mnoZiné asto
potfebujeme vySetfeni extrém( na mnoziné bodd vazanych néjakou
podminkou.

llustrujme si to na pr¥ikladu:

Maximalizujte f(x,y) = 2x + y za podminky XT2 +y? <1
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Regeni

MnoZina uréend vazebni podminkou je uzaviend a ohraniéena,
proto zde nabyva jakdkoliv spojitd funkce svych extrémi, a to bud
ve stacionarnich bodech nebo na hranici. Snadno se ale
presvédéime (df(x,y) = (2,1)), Ze uvnitf mnoZiny extrémy nejsou.
Proto maximalizujeme funkci f za podminky %2 +y?=1.
Sestrojime Lagrangeovu funkci

L(x,y,A) = 2x + y — A(% + y? — 1). Pak dostvame:

X
=1,=2-)2
0 2

0=1L,=1—2\y
2
X
0="-+y?>—1.
7 Y

_4 . _ 1 _ V1T ., _ 8 _ 1
Odtudsnadnox—x,y—ﬁ,atedy)\—T,x—ﬁ,y—ﬁ

— VA7 _ 8 ., _ _ 1 ini
(resp. A = =YL x = Y =~ Pro minimum).
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P¥iklad na procviceni

Priklad

Drat délky ¢ je rozdélen na 3 &3sti. Z jedné &asti je vytvoren kruh,
z druhé Etverec a ze t¥eti rovnostranny trojdhelnik (vZdy stocenim,
resp. sloZzenim vytvo¥ime obvod p¥isluiného ttvaru). Urlete délky
jednotlivych &3sti tak, aby celkova plocha omezena t&mito dtvary
byla minimalni, resp. maximalni.

P¥iklad

Rozhodnéte, zda existuji maxima a minima funkce

f:R2 — R, f(x,y) = x — 2y na kFivce dané rovnicf

y —x3—2x—1=0,x € (0,5). Pfipadné extrémy urete.

| A

Priklad

Pomoci metody Lagrangeovych multiplikatord naleznéte body na
priniku ploch z2 = x> + y?2 a z = 1 + x + y, které le¥ nejblize
pocatku. Zdlvodnéte, Ze jde skute¢né o minimum.

| A
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P¥ipomenuti: Riemanniv integral

Motivace: vypolet plochy mezi grafem funkce f(x) a osou x na
uzavreném intervalu.

Funkce f : R — R jedné proménné ohrani¢end na uzavfeném
intervalu [a, b]).

flx)
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P¥ipomenuti: Riemanniv integral

Zvolime d&leni D = {x; = a, ..., x, = b} intervalu [a, b] a hledany
integral (tj. plochu pod grafem) aproximujeme souttem

kde & € [xi, xi+1] je libovolny. (Soutet ploch obdéIniki pod
k¥ivkou).

Je-li norma déleni’ (tj. maximum z délek intervald [x;, xj+1]) mald,
pak vy¥e uvedend suma je velmi blizko zmin&né plo%e (presngji
pomoci nulové posloupnosti d&leni a limit).
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P¥ipomenuti: Riemanniv integral

Vlastnosti: MnoZina Riemannovsky méfitelnych funkci na
intervalu [a, b] tvoFi vektorovy prostor a integral je na ném linedrni
formou.

Aplikace:

@ plocha ohrani¢end grafy 2 funkci fab[f(x) — g(x)]dx,
o délka k¥ivky zadané parametricky ff VO'(t)? + ! (t)3dt,

@ objem rota&niho t&lesa Trfb 2(x)dx,

@ povrch pldsté rotaéniho télesa 27rf f(x)\/1+ [f(x)]2dx.
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Integraly zavislé na parametru

JestliZe integrujeme podle jedné proménné x funkci n+ 1
proménnych f(x,y1,...,Yyn), potom vysledek bude funkci
F(y1,...,yn) ve zbyvajicich n promé&nnych.

Véta (O zdm&n& derivace a integralu)

Pro spojité diferencovatelnou funkci f(x,y1,...,yn) definovanou
pro x z kone&ného intervalu [« B] a na n&jakém okoli bodu
a=|ai,...,an| € E, uvaZujme integral

B
F(yi,..-,¥n) _/ (X, 1, -, Yn)dx.
(0%
Potom plati pro vSechny indexy j =1,...,n

OF b of
—(a) = —(x,a1,...,an)dx.
By ) aayj( 1 )
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Integrace funkci vice proménnych

Obdobné jako v pfipad& jedné proménné miZeme potfebu zavedeni
integralu vice promé&nnych motivovat vypo¢tem objemu
trojrozmé&rného prostoru pod grafem funkce z = f(x, y) dvou
proménnych.

Misto vyb&ru malych intervall [x;, x;+1] délicich cely interval, p¥es
ktery integrujeme, a ptiblizenim p¥islusné ¢4sti obsahu ploskou
obdélniku s vySkou danou hodnotou funkce f v reprezentantu
tohoto intervalu &;, tj. vyrazem

F(&)(Xiv1 — xi)
budeme pracovat s délenimi v obou proménnych a hodnotami
reprezentujicimi vysku grafu nad timto obdéIni¢kem v roving.
Co jsou obory integrace?
Nejjednodussim pFistupem je uvaZovat pouze obory integrace S,
které jsou dany jako soudiny intervali, tj. jsou zadany rozsahem
x €la,blay € [c,d].
Hovofime v této souvislosti o vicerozmérném intervalu.
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Pokud je S jina ohranitena mnoZina v R?, pracujeme misto ni

s dostatené velikou oblasti [a, b] x [c, d], ale upravime nasi funkci
tak, Ze f(x,y) = 0 pro v8echny body mimo S.

Definice Riemannova integralu v&rné sleduje nas postup pro jednu
proménnou.

Integral existuje, jestlize pro kaZdou volbu posloupnosti déleni =
(nyni ve viech prom&nnych zdrovefi) a reprezentantl jednotlivych
krychlitek (nebo spiSe kvddFickii)

fi,...,j S [X,',X,'+1] X ... X [zj7zj+1] C Rn,

s maximalni velikosti mezi v8emi pouzitymi intervaly jdouci k nule,
budou integralni soutty

Z F(&i..)(Xiv1 = Xi) - (zi41 — Z)-
konvergovat k jedne hodnoté, kterou zapisujeme

/f(x,...,z)dx...dz
S
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Pro vSechny spojité funkce f Ize opét dokazat existenci
Riemannova integralu a tento vysledek |ze snadno rozsi¥it pro

»dostate¢né& spojité" funkce na ,dostate¢né rozumnych" oborech
integrace.

Omezenou mnoZinu S C E, oznalujeme za Riemannovsky
méFitelnou, jestlize je jeji charakteristicka funkce, definovana
X(x) =1 pro x € S a x(x) = 0 jinak, Riemannovsky
integrovatelna.
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Definice Riemannova integralu sice nedava rozumny navod, jak
hodnoty integralil skutetn& vypotist (kromé& vyuziti vypoletni
techniky, kdy je p¥imé pouZiti definice na mist&), okamzit& ale vede
k zakladnim vlastnostem Riemannova integrélu (srovnejte

s vlastnostmi integrdlu v jedné promé&nné):

Véta

MnoZina Riemannovsky integrovatelnych funkci na vicerozmérném
intervalu S C E, je vektorovym prostorem a Riemanniyv integral je
na ném linedrni formou.

Pokud je obor integrace S zadan jako disjunktni sjednoceni
kone¢n& mnoha Riemannovsky méFitelnych obori S;, je integral
funkce f pFes S dan souctem integrali pres obory S;.
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P¥iklad
Vypoctéte dvojny integral

/ xy dxdy
[0,1]x[0,1]

jako limitu integradlniho souétu.

Za nulovou posloupnost d&leni uvaZime posloupnost (D,)% ;, kde
n-té déleni dostaneme pomoci pfimek x = i/n,y = j/n pro
i,j=1,2,...,n—1, pfitcemz hodnoty §; ; budeme vybirat

z pravych hornich rohl délicich ¢tvere¢kd.




Integralni polet vice promé&nnych
eIeTeYolo] }

Regeni (dokon&eni)
Pak

xy dxdy = lim —— =
/[0,1]><[0,1] 1700 Z n n nn
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