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42,35 procenta vsech statistik je nesmysinych.

Y

Statistika v $irsim slova smyslu je jakékoliv zpracovani &iselnych
dat o n&jakém souboru objektl a jejich vice & méné prehledna
prezentace.
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Podstatou matematické statistiky je pro dand data zjistovat,
jaké vlastnosti maji objekty, které jsou daty popisovany. Zpravidla
jde o sb&r dat o ¢asti souboru objektd, jejich naslednou analyzu a
kone¢né o vysloveni disledk(i pozorovani pro cely soubor.
Vysledkem prace matematického statistika je sd&leni o velkém
souboru objektd na zaklad& studia malé (zpravidla ndhodn&
vybrané) &asti z nich spole¢né s kvalitativhim odhadem
vérohodnosti vysledného sdéleni.

Teorie pravdépodobnosti studuje modely popisujici chovani
abstraktnich souborl (pravdépodobnost jevil z jevového pole),
statistika studuje skute¢né ndhodné vybéry z néjakého zakladniho
souboru a zdivodiiuje vybér teoretického pravdépodobnostniho
modelu, resp. kvalitativni informace o jeho parametrech.
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Priklad

Za soubor objektli vezm&me viechny studenty prednasky
Matematika Il (podzim 2007), jako &iselny Gidaj miZeme uvaZovat

© priimérné bodové hodnoceni studenta u zkousky,

@ primérnou znamku u zkousky z tohoto (2,92) a z jinych
pevn& vybranych pfedmé&ti (IBOOO — 2,95; IB102 — 2,89) ,

@ nejlast&jsi zndmku (resp. Usp&nou znamku) z tohoto
predmé&tu (F — 92 krat, E — 91 krat), nejméné& &astou zndmku
(B — 15 krat),

@ primérny polet bodi dosaZenych na jednotlivych terminech
zkousky (1. - 16,8; 2. — 8,9; 3. — 8,1; p¥iklad, za n&jz bylo
ud&leno nejvice (nejméné) procent moznych bodd — min.
kostra (1B, 82,5%), resp. rekurence (2A, 3,6%)

© podet pracovnich hodin tydné odpracovanych mimo fakultu,

vvvvvv

@ (iselnd data vypovidajici o historii dfivéjsiho studia

a mnoho dalSich udaji.
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Zastavme se u prvniho udaje. Samotny aritmeticky primér bodi
nam mnoho nefekne nejen o kvalité predndsky a o kvalité
prednasejiciho, ale ani o samotném hodnoceni. Zajima nas také
hodnota, kterd bude ,uprostfed souboru”, tj. poet bodi, pro
které je stejné studentli pod ni a nad ni.

Obdobné prvni a posledni ¢tvrtina, desetina apod. Vem takovym
Gdajim Fikdme statistiky posuzované veli¢iny. V uvedenych
pfikladech se jim ¥ikd median, kvartil, decil apod.

Z obecné zkuSenosti nebo jako vysledek tvah mimo matematiku
vime, Ze rozumné hodnoceni by mélo mit tzv. normalni rozdéleni
(odpovida tzv. Gaussové kFivce). Tento pojem patfi do teorie
pravdépodobnosti a k jeho zavedeni budeme pot¥ebovat pomérng
dost matematiky.

Porovnanim vysledku tfeba i docela malého ndhodného vybéru
studentd s teoretickym modelem miiZzeme zjistit odhad parametri
takového rozdéleni a &init zavéry, zda je hodnoceni ,,rozumné*.
Zarovefi Ize popsat vérohodnost naSich zavér(.


http://en.wikipedia.org/wiki/Gaussian_function
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Daleko zajimavéjsi vyvody oviem mizeme Cinit, kdyZ porovnanim
statistik pro riizné veliiny budeme moci dovozovat informace

o souvislostech (korelace, zavislost). Pokud nap¥. neexistuje Zadna
doloZitelna souvislost mezi historii pfedchoziho studia a vysledky v
dané ptednasce, je jednim z moZnych vysvétleni zavér, Ze je
prednaska (nebo jeji hodnoceni) prosté ¥patna.

Zavér tvodnich dvah:

@ V matematice pracujeme s abstraktnim matematickym
popisem pravdépodobnosti.

@ Vyvody pro konktrétni soubory dat, pro které je zvoleny model
relevantni, ddvd matematickd statistika.

@ To, zda je takovy popis adekvatni pro konkrétni vybér dat, je
také moZné podpofit nebo zavrhnout pomoci metod
matematické statistiky.
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P¥ipomeneme (a trochu zobecnime) pojmy a vysledky z prvniho
semestru.

Definice (Ndhodné jevy)
Budeme pracovat s neprdzdnou pevné zvolenou mnoZinou 2 viech
mozZnych vysledki, kterou nazyvame zakladni prostor.
Prvky w € Q predstavuji jednotlivé mozné vysledky, téz
elementarni jevy?.
Systém (ne nutné& viech) podmnoZin A zdkladniho prostoru se
nazyva jevové pole a jeho prvky se nazyvaji jevy, jestlize
o Q € A, tj. zakladni prostor, je jevem,
@ je-li A,B € A, pak A\ B € A, tj. pro kaZdé dva jevy je jevem
i jejich mnoZinovy rozdil,
@ je-li A; € A, i € | nejvy¥e spoletny systém jevii, pak také
jejich sjednoceni je jevem, tj. Ujc/A; € A.

?Ptesngji: elementdrnim jevem je {w}.
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Disledek

e Komplement A€ = Q\ A jevu A je jevem, ktery nazyvame
opacny jev k jevu A.

@ Priinik dvou jevii opét jevem, protoZe pro kaZdé dvé
podmnoZiny A, B C Q plati

A\ (Q\ B)=AnB.

Takovy systém mnozin A se pak nazyva o-algebra.

Jevové pole je tedy systém podmnoZin zdkladniho prostoru
uzavieny na kone¢né priniky, spoetnd sjednoceni a mnozinové
rozdily. Jednotlivé mnoZiny A € A nazyvdme nahodné jevy
(vzhledem k A).
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Terminologie pFfipomind souvislosti s popisem skute¢nych jevi a
jejich statistickym popisem:

o cely zakladni prostor €2 se nazyva jisty jev, prazdna
podmnoZina () € A se nazyvd nemozny jev,

@ jednoprvkové podmnoziny {w} € Q se nazyvaji elementarni
jevy,

@ spole¢né nastoupeni jevii A;, i € I, odpovida jevu Njc/A;,
nastoupeni alespoii jednoho z jevi A;, i € I, odpovida jevu
UielAi,

e A, B € A jsou nesluéitelné jevy, je-li AN B = (),

@ jev A ma za disledek jev B, kdyz A C B,

@ je-li A€ A, pak se jev B =\ A nazyvé opainy jev k jevu
A, piseme B = A°.
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Definice (Kolmogorovova definice pravdépodobnosti)

Pravdépodobnostni prostor je jevové pole A podmnoZin
(kone¢ného) zakladniho prostoru €, na kterém je definovana
funkce P : A — R s nasledujicimi vlastnosti:

@ je nezdpornd, tj. P(A) > 0 pro viechny jevy A,

o je aditivni, tj. P(Uie/Ai) = > ic; P(Ai), pro kaZdy nejvyse
spoletny systém po dvou nesluditelnych jevi,

@ pravdépodobnost jistého jevu je 1.

Funkci P nazyvdme pravdépodobnosti na jevovém poli (£, .4).

Dasledek
Pro viechny jevy A, B € A plati
o P(0)=0,0< P(A) <1,
e P(A)=1-P(A),
o ACB = P(A) < P(B), P(B\ A) = P(B) — P(A),
o P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)
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Podobna tvrzeni plati i pro nekonetné posloupnosti jevi:

Tvrzeni

Pro libovolnou nejvyse spoletnou mnoZinu jevii (A;)72, plati:
@ Je-liAy C Ay C -+, pak
@ Je-li Ay D A D -+, pak

i—00

P(ﬁ A,‘) = |im P(A,’),
i=1

13 72 (1 = P(A).
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P¥iklad
Nédhodny pokus spociva v hodu kostkou. Jev A znamend, Ze padne
liché ¢&islo, jev B, padne-li prvotislo.
a) Urete zdkladni prostor Q.
b) Uvedte v8echny mozné vysledky p¥iznivé nastoupeni jevii A, B.
c) Pomoci A, B a operaci s jevy vyjadrete:

e padne sudé &islo,

e padne &islo 2,
e padne &islo 2 nebo 3

d) Ur&ete nejmensi jevové pole (£2,.4), obsahujici jevy A i B.
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Klasickd pravdépodobnost

P¥ipomeiime si klasickou koneénou pravdépodobnost.

Definice

Necht Q je kone¢ny zakladni prostor a necht jevové pole A je
pravé systém viech podmnozin v €. Klasicka pravdépodobnost
je pravdé&podobnostni prostor (£, .4, P) s pravdépodobnostni funkcf
P:A— R,

1Al

P(A) = ar

Zjevné takto zadand funkce skute¢n& definuje pravdépodobnost,
kdy v8em elementdrnim jevim p¥ifazujeme stejnou
pravdépodobnost.
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Ze s klasickou pravd&podobnosti nevystatime, ukazuji nasledujic
priklady:
P¥iklad

@ Cestou z Kotla¥ské na Botanickou jsem ztratil zadani pisemky.

Urcete pravdépodobnost jevu wx slovné vyjadfeného: ztracena
pisemka se nachazi nejblize k zastavce trolejbusu X.

@ Urcete pravdépodobnost, jevu wy: p#i opakovaném hodu minci
padne hlava poprvé pFi k-tém pokusu.

V prvnim p¥ipadé je tfeba pracovat s nekonecné mnoha stejné
pravdépodobnymi elementarnimi jevy: pisemku jsem ztratil v bodé
(x,y) , ve druhém pak musime pFipustit teoretickou moznost, Ze
hlava nepadne nikdy, a prostorem jevi tedy bude N U {occ}.
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Geometricka pravdépodobnost

V praktickych problémech se €asto setkdvame s daleko sloZitéjsimi
modely, kde zdkladni prostor neni kone¢nou mnoZinou. Uvazme
rovinu R? dvojic realnych &isel a v ni podmnoZinu Q se zndmym
obsahem vol Q (tedy nap¥. takovou, Ze Q je Riemannovsky
méfitelnd)). Ndhodné jevy budou reprezentovany podmnoZinami
A C Q a za jevové pole A bereme n&jaky vhodny systém
podmnoZzin, u kterych umime uréit jejich obsah. Nastoupeni nebo
nenastoupeni jevu je ddno vyb&rem bodu v €2, kterym se trefime
nebo netrefime do mnoZiny reprezentujici jev A.

Podobné jako u klasické pravdépodobnosti definujeme
pravd&podobnostni funkci

P: A — R vztahem
vol A

(A) = vol Q’
kde A jsou podmnozZiny v roving, které odpovidaji ndmi vybranym
jevim.
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Jaka je pravdépodobnost, Ze dv& ndhodné& zvolend &isla z intervalu
(0,1) budou mit souet men3i neZ 1 a soucin v&tsi nez 2/9?7

P¥iklad (Buffonova tloha)

Rovina je rozdélena rovnobézkami umisténymi rovnomé&rné ve
vzdalenosti d. Do roviny je ndhodné umisténa jehla délky / < d.
Jaka je pravdépodobnost, Ze jehla protne nékterou rovnobézku?
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Podminéna pravdépodobnost a nezavislost

Motto:

Je dokdzano, Ze slaveni narozenin je zdravi prosp&Sné. Statistika
ukazuje, Ze lidé, kteFi oslavili nejvice narozenin, se doZivaji
nejvyssiho véku.

| \

Vtip — co je na ném $patné?

Statistik prochdzel bezpenostni kontrolou na letisti, kdyz byla v
jeho kufru nalezena bomba. Vysvétloval: ,,Podle statistik je
pravdépodobnost pfitomnosti bomby v letadle 1:1000. TakZe
Sance, Ze na palub& budou dvé bomby, je 1:1000000. Tim padem
jsem mnohem vice v bezpeéi ... "
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Obvyklé je také klast dotazy s dodate€nou podminkou. Nap¥.

@ Jaka je pravdépodobnost, Ze p¥i hodu dvéma kostkami padly
dvé pétky, je-li soucet hodnot deset?

@ Méme urnu s 10 koulemi. Desetkrat jsem vytdhl kouli,
zkontroloval jeji barvu a vratil do urny. Jestlize byla vzdy bilé
barvy, s jakou pravdépodobnosti jsou viechny koule v urné
bilé?

@ Na dostizich jsou zndmy pravdépodobnosti vitézstvi
jednotlivych koni. Jak se tyto pravdépodobnosti zméni, pokud
uprostfed zavodu spadne jezdec jednoho z koni ze sedla?
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P¥ipomeiime, Ze formalizovat takové tvahy umime ndsledovné.

Definice

Necht H je jev s nenulovou pravdépodobnosti v jevovém poli A
v pravdépodobnostnim prostoru (R, .4, P). Podminéna
pravdépodobnost P(A|H) jevu A € A vzhledem k jevu H je
definovana vztahem

P(AN H)

P(AIH) = =5

P¥irozena definice nezdvislosti je, Ze hypotéza H a jev A jsou
nezavislé tehdy, je-li P(A) = P(A|H).

Rikame, Ze jevy A a B jsou nezdvislé, jestlize

P(AN B) = P(A)P(B).
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Definice

|
<
<
<

Rikdme, Ze jevy Aj, As, ... jsou nezdvislé, jestlize pro kazdou k-tici
Ai, -+, A z nich plati

V urné jsou 4 listky oznacené 000, 110, 101, 011. UvaZujme pro

i =1,2,3 ndhodné jevy

A; = {ndhodn& vytaZeny listek ma na i-tém misté& 1}.

Snadno se vidi, 2e P(A1) = P(A2) = P(A3) = 3, dale, e
P(AlﬂAg):P(AlﬂA3): (AgﬂAg,) 4aze

P(A1 N A N A3) = 0. Jevy Aj, Az, As jsou tedy po dvou nezdvislé,
ale nejsou nezavislé.
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Bayesovy véty

P¥epsanim formule pro podminénou pravdépodobnost dostavdme

P(AN B) = P(BN A) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B).

Véta (Bayesovy véty)

Pro pravdépodobnost jevii A a B plati

@ P(AlB) = #-
A)P(B|A
Q@ P(AB) = (B|E¢\))+Ig(/|\c))P(B|AC)

Prvni tvrzeni je pfepsanim predchozi formule, druhé z prvého plyne
dosazenim P(B) = P(A)P(B|A) + P(A°)P(B|A°). O
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