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Motto:

42,35 procenta všech statistik je nesmyslných.

Statistika v šiřśım slova smyslu je jakékoliv zpracováńı č́ıselných
dat o nějakém souboru objekt̊u a jejich v́ıce či méně p̌rehledná
prezentace.
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Podstatou matematické statistiky je pro daná data zjǐst’ovat,
jaké vlastnosti maj́ı objekty, které jsou daty popisovány. Zpravidla
jde o sběr dat o části souboru objekt̊u, jejich následnou analýzu a
konečně o vysloveńı důsledk̊u pozorováńı pro celý soubor.
Výsledkem práce matematického statistika je sděleńı o velkém
souboru objekt̊u na základě studia malé (zpravidla náhodně
vybrané) části z nich společně s kvalitativńım odhadem
věrohodnosti výsledného sděleńı.
Teorie pravděpodobnosti studuje modely popisuj́ıćı chováńı
abstraktńıch soubor̊u (pravděpodobnost jev̊u z jevového pole),
statistika studuje skutečné náhodné výběry z nějakého základńıho
souboru a zdůvodňuje výběr teoretického pravděpodobnostńıho
modelu, resp. kvalitativńı informace o jeho parametrech.
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Př́ıklad

Za soubor objekt̊u vezměme všechny studenty p̌rednášky
Matematika III (podzim 2007), jako č́ıselný údaj můžeme uvažovat

1 pr̊uměrné bodové hodnoceńı studenta u zkoušky,

2 pr̊uměrnou známku u zkoušky z tohoto (2,92) a z jiných
pevně vybraných p̌redmět̊u (IB000 – 2,95; IB102 – 2,89) ,

3 nejčastěǰśı známku (resp. úspěšnou známku) z tohoto
p̌redmětu (F – 92 krát, E – 91 krát), nejméně častou známku
(B – 15 krát),

4 pr̊uměrný počet bodů dosažených na jednotlivých terḿınech
zkoušky (1. – 16,8; 2. – 8,9; 3. – 8,1; p̌ŕıklad, za nějž bylo
uděleno nejv́ıce (nejméně) procent možných bodů – min.
kostra (1B, 82,5%), resp. rekurence (2A, 3,6%)

5 počet pracovńıch hodin týdně odpracovaných mimo fakultu,

6 č́ıselná data vypov́ıdaj́ıćı o historii ďŕıvěǰśıho studia

a mnoho daľśıch údaj̊u.
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Zastavme se u prvńıho údaje. Samotný aritmetický pr̊uměr bodů
nám mnoho něrekne nejen o kvalitě p̌rednášky a o kvalitě
p̌rednášej́ıćıho, ale ani o samotném hodnoceńı. Zaj́ımá nás také
hodnota, která bude

”
uprosťred souboru“, tj. počet bodů, pro

které je stejně student̊u pod ńı a nad ńı.
Obdobně prvńı a posledńı čtvrtina, desetina apod. Všem takovým
údaj̊um ř́ıkáme statistiky posuzované veličiny. V uvedených
p̌ŕıkladech se jim ř́ıká medián, kvartil, decil apod.
Z obecné zkušenosti nebo jako výsledek úvah mimo matematiku
v́ıme, že rozumné hodnoceńı by mělo ḿıt tzv. normálńı rozděleńı
(odpov́ıdá tzv. Gaussově ǩrivce). Tento pojem paťŕı do teorie
pravděpodobnosti a k jeho zavedeńı budeme poťrebovat poměrně
dost matematiky.
Porovnáńım výsledku ťreba i docela malého náhodného výběru
student̊u s teoretickým modelem můžeme zjistit odhad parametr̊u
takového rozděleńı a činit závěry, zda je hodnoceńı

”
rozumné“.

Zároveň lze popsat věrohodnost našich závěr̊u.

http://en.wikipedia.org/wiki/Gaussian_function
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Daleko zaj́ımavěǰśı vývody ovšem můžeme činit, když porovnáńım
statistik pro r̊uzné veličiny budeme moci dovozovat informace
o souvislostech (korelace, závislost). Pokud nap̌r. neexistuje žádná
doložitelná souvislost mezi historíı p̌redchoźıho studia a výsledky v
dané p̌rednášce, je jedńım z možných vysvětleńı závěr, že je
p̌rednáška (nebo jej́ı hodnoceńı) prostě špatná.

Závěr úvodńıch úvah:

V matematice pracujeme s abstraktńım matematickým
popisem pravděpodobnosti.

Vývody pro konktrétńı soubory dat, pro které je zvolený model
relevantńı, dává matematická statistika.

To, zda je takový popis adekvátńı pro konkrétńı výběr dat, je
také možné podpǒrit nebo zavrhnout pomoćı metod
matematické statistiky.
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Připomeneme (a trochu zobecńıme) pojmy a výsledky z prvńıho
semestru.

Definice (Náhodné jevy)

Budeme pracovat s neprázdnou pevně zvolenou množinou Ω všech
možných výsledk̊u, kterou nazýváme základńı prostor.
Prvky ω ∈ Ω p̌redstavuj́ı jednotlivé možné výsledky, též
elementárńı jevya.
Systém (ne nutně všech) podmnožin A základńıho prostoru se
nazývá jevové pole a jeho prvky se nazývaj́ı jevy, jestliže

Ω ∈ A, tj. základńı prostor, je jevem,

je-li A,B ∈ A, pak A \ B ∈ A, tj. pro každé dva jevy je jevem
i jejich množinový rozd́ıl,

je-li Ai ∈ A, i ∈ I nejvýše spočetný systém jev̊u, pak také
jejich sjednoceńı je jevem, tj. ∪i∈IAi ∈ A.

aPřesněji: elementárńım jevem je {ω}.



Pravděpodobnost nebo statistika? Pravděpodobnost

Důsledek

Komplement Ac = Ω \ A jevu A je jevem, který nazýváme
opačný jev k jevu A.

Pr̊unik dvou jev̊u opět jevem, protože pro každé dvě
podmnožiny A, B ⊂ Ω plat́ı

A \ (Ω \ B) = A ∩ B.

Takový systém množin A se pak nazývá σ-algebra.
Jevové pole je tedy systém podmnožin základńıho prostoru
uzav̌rený na konečné pr̊uniky, spočetná sjednoceńı a množinové
rozd́ıly. Jednotlivé množiny A ∈ A nazýváme náhodné jevy
(vzhledem k A).
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Terminologie p̌ripoḿıná souvislosti s popisem skutečných jev̊u a
jejich statistickým popisem:

celý základńı prostor Ω se nazývá jistý jev, prázdná
podmnožina ∅ ∈ A se nazývá nemožný jev,

jednoprvkové podmnožiny {ω} ∈ Ω se nazývaj́ı elementárńı
jevy,

společné nastoupeńı jev̊u Ai , i ∈ I , odpov́ıdá jevu ∩i∈IAi ,
nastoupeńı alespoň jednoho z jev̊u Ai , i ∈ I , odpov́ıdá jevu
∪i∈IAi ,

A,B ∈ A jsou neslučitelné jevy, je-li A ∩ B = ∅,
jev A má za d̊usledek jev B, když A ⊂ B,

je-li A ∈ A, pak se jev B = Ω \ A nazývá opačný jev k jevu
A, ṕı̌seme B = Ac .
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Definice (Kolmogorovova definice pravděpodobnosti)

Pravděpodobnostńı prostor je jevové pole A podmnožin
(konečného) základńıho prostoru Ω, na kterém je definována
funkce P : A → R s následuj́ıćımi vlastnosti:

je nezáporná, tj. P(A) ≥ 0 pro všechny jevy A,

je aditivńı, tj. P(∪i∈IAi ) =
∑

i∈I P(Ai ), pro každý nejvýše
spočetný systém po dvou neslučitelných jev̊u,

pravděpodobnost jistého jevu je 1.

Funkci P nazýváme pravděpodobnost́ı na jevovém poli (Ω,A).

Důsledek

Pro všechny jevy A,B ∈ A plat́ı

P(∅) = 0, 0 ≤ P(A) ≤ 1,

P(Ac) = 1− P(A),

A ⊆ B =⇒ P(A) ≤ P(B), P(B \ A) = P(B)− P(A),

P(A ∪ B) = P(A) + P(B)− P(A ∩ B)
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Podobná tvrzeńı plat́ı i pro nekonečné posloupnosti jev̊u:

Tvrzeńı

Pro libovolnou nejvýše spočetnou množinu jev̊u (Ai )
∞
i=1 plat́ı:

Je-li A1 ⊆ A2 ⊆ · · · , pak

P(
∞⋃
i=1

Ai ) = lim
i→∞

P(Ai ),

Je-li A1 ⊇ A2 ⊇ · · · , pak

P(
∞⋂
i=1

Ai ) = lim
i→∞

P(Ai ),

P(
⋃∞

i=1 Ai ) ≤
∑∞

i=1 P(Ai ),

P(
⋂∞

i=1 Ai ) ≥ 1−
∑∞

i=1(1− P(Ai )).
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Př́ıklad

Náhodný pokus spoč́ıvá v hodu kostkou. Jev A znamená, že padne
liché č́ıslo, jev B, padne-li prvoč́ıslo.

a) Určete základńı prostor Ω.

b) Uved’te všechny možné výsledky p̌ŕıznivé nastoupeńı jev̊u A,B.

c) Pomoćı A,B a operaćı s jevy vyjáďrete:

padne sudé č́ıslo,
padne č́ıslo 2,
padne č́ıslo 2 nebo 3

d) Určete nejmenš́ı jevové pole (Ω,A), obsahuj́ıćı jevy A i B.
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Klasická pravděpodobnost

Připomeňme si klasickou konečnou pravděpodobnost.

Definice

Necht’ Ω je konečný základńı prostor a necht’ jevové pole A je
právě systém všech podmnožin v Ω. Klasická pravděpodobnost
je pravděpodobnostńı prostor (Ω,A,P) s pravděpodobnostńı funkćı
P : A → R,

P(A) =
|A|
|Ω|

.

Zjevně takto zadaná funkce skutečně definuje pravděpodobnost,
kdy všem elementárńım jev̊um p̌rǐrazujeme stejnou
pravděpodobnost.
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Že s klasickou pravděpodobnost́ı nevystač́ıme, ukazuj́ı následuj́ıćı
p̌ŕıklady:

Př́ıklad

Cestou z Kotlá̌rské na Botanickou jsem ztratil zadáńı ṕısemky.
Určete pravděpodobnost jevu ωX slovně vyjáďreného: ztracená
ṕısemka se nacháźı nejbĺıže k zastávce trolejbusu X .

Určete pravděpodobnost, jevu ωk : p̌ri opakovaném hodu minćı
padne hlava poprvé p̌ri k-tém pokusu.

V prvńım p̌ŕıpadě je ťreba pracovat s nekonečně mnoha stejně
pravděpodobnými elementárńımi jevy: ṕısemku jsem ztratil v bodě
(x , y) , ve druhém pak muśıme p̌ripustit teoretickou možnost, že
hlava nepadne nikdy, a prostorem jev̊u tedy bude N ∪ {∞}.
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Geometrická pravděpodobnost

V praktických problémech se často setkáváme s daleko složitěǰśımi
modely, kde základńı prostor neńı konečnou množinou. Uvažme
rovinu R2 dvojic reálných č́ısel a v ńı podmnožinu Ω se známým
obsahem vol Ω (tedy nap̌r. takovou, že Ω je Riemannovsky
mě̌ritelná)). Náhodné jevy budou reprezentovány podmnožinami
A ⊆ Ω a za jevové pole A bereme nějaký vhodný systém
podmnožin, u kterých uḿıme určit jejich obsah. Nastoupeńı nebo
nenastoupeńı jevu je dáno výběrem bodu v Ω, kterým se tref́ıme
nebo netref́ıme do množiny reprezentuj́ıćı jev A.
Podobně jako u klasické pravděpodobnosti definujeme
pravděpodobnostńı funkci
P : A → R vztahem

P(A) =
vol A

vol Ω
,

kde A jsou podmnožiny v rovině, které odpov́ıdaj́ı námi vybraným
jev̊um.
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Př́ıklad

Jaká je pravděpodobnost, že dvě náhodně zvolená č́ısla z intervalu
(0, 1) budou ḿıt součet menš́ı než 1 a součin věťśı než 2/9?

Př́ıklad (Buffonova úloha)

Rovina je rozdělena rovnoběžkami uḿıstěnými rovnoměrně ve
vzdálenosti d . Do roviny je náhodně uḿıstěna jehla délky l < d .
Jaká je pravděpodobnost, že jehla protne některou rovnoběžku?
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Podḿıněná pravděpodobnost a nezávislost

Motto:

Je dokázáno, že slaveńı narozenin je zdrav́ı prospěšné. Statistika
ukazuje, že lidé, ktěŕı oslavili nejv́ıce narozenin, se dož́ıvaj́ı
nejvyš̌śıho věku.

Vtip – co je na něm špatně?

Statistik procházel bezpečnostńı kontrolou na letǐsti, když byla v
jeho kufru nalezena bomba. Vysvětloval:

”
Podle statistik je

pravděpodobnost p̌ŕıtomnosti bomby v letadle 1:1000. Takže
šance, že na palubě budou dvě bomby, je 1:1000000. T́ım pádem
jsem mnohem v́ıce v bezpeč́ı . . .“
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Obvyklé je také klást dotazy s dodatečnou podḿınkou. Nap̌r.

Jaká je pravděpodobnost, že p̌ri hodu dvěma kostkami padly
dvě pětky, je-li součet hodnot deset?

Mějme urnu s 10 koulemi. Desetkrát jsem vytáhl kouli,
zkontroloval jej́ı barvu a vrátil do urny. Jestliže byla vždy b́ılé
barvy, s jakou pravděpodobnost́ı jsou všechny koule v urně
b́ılé?

Na dostiźıch jsou známy pravděpodobnosti v́ıtězstv́ı
jednotlivých końı. Jak se tyto pravděpodobnosti změńı, pokud
uprosťred závodu spadne jezdec jednoho z końı ze sedla?
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Připomeňme, že formalizovat takové úvahy uḿıme následovně.

Definice

Necht’ H je jev s nenulovou pravděpodobnost́ı v jevovém poli A
v pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A,P). Podḿıněná
pravděpodobnost P(A|H) jevu A ∈ A vzhledem k jevu H je
definována vztahem

P(A|H) =
P(A ∩ H)

P(H)
.

Přirozená definice nezávislosti je, že hypotéza H a jev A jsou
nezávislé tehdy, je-li P(A) = P(A|H).
Z výše uvedeného snadno vyplývá symetričtěǰśı definice:

Definice

Ř́ıkáme, že jevy A a B jsou nezávislé, jestliže

P(A ∩ B) = P(A)P(B).
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Definice

Ř́ıkáme, že jevy A1,A2, . . . jsou nezávislé, jestliže pro každou k-tici
Ai1 , · · · ,Aik z nich plat́ı

P

 k⋂
j=1

Aij

 =
k∏

j=1

P(Aij ).

Př́ıklad

V urně jsou 4 ĺıstky označené 000, 110, 101, 011. Uvažujme pro
i = 1, 2, 3 náhodné jevy
Ai = {náhodně vytažený ĺıstek má na i-tém ḿıstě 1}.
Snadno se vid́ı, že P(A1) = P(A2) = P(A3) = 1

2 , dále, že
P(A1 ∩ A2) = P(A1 ∩ A3) = P(A2 ∩ A3) = 1

4 a že
P(A1 ∩ A2 ∩ A3) = 0. Jevy A1,A2,A3 jsou tedy po dvou nezávislé,
ale nejsou nezávislé.
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Bayesovy věty

Přepsáńım formule pro podḿıněnou pravděpodobnost dostáváme

P(A ∩ B) = P(B ∩ A) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B).

Věta (Bayesovy věty)

Pro pravděpodobnost jev̊u A a B plat́ı

1 P(A|B) = P(A)P(B|A)
P(B) .

2 P(A|B) = P(A)P(B|A)
P(A)P(B|A)+P(Ac )P(B|Ac ) .

Důkaz.

Prvńı tvrzeńı je p̌repsáńım p̌redchoźı formule, druhé z prvého plyne
dosazeńım P(B) = P(A)P(B|A) + P(Ac)P(B|Ac).
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