1 Zakladni formalismy matematiky

Motivace: Studium informatiky neznamend jen , naucit se néjaky programovaci jazyk",
nybrZ zahrnuje cely soubor dalSich relevantnich predméti, mezi nimiZ najdeme i
matematicko—teoretické (formalni) zdklady moderni informatiky.

NéplIni prvni lekce naseho predmétu pak je pravé studenty do potfebnych matemat-
ickych formalismi uvést a dat jim tak prvni ochutnavku , matematiky vysokoskolské
Grovng". Tato matematika je (moZnd na rozdil od vasi dosavadni stfedozkolské
zkuZenosti) zaloZena na presném formalnim vyjadfovani a chdpani a na rigoréznim
Usudku podloZzeném poctivou matematickou logikou.

Struény prehled lekce

* Pochopeni p¥irozeného i formalniho zapisu a vyznamu matematic-
kych tvrzeni (v&t) a jejich dikazd.

* Rozbor logické struktury matematickych vét, potfebné trovn& for-
mality a diskuse konstruktivnosti dikazd.

* Pojem vyroku a zaklady vyrokové logiky. Velmi jemny tvod do
matematické logiky.
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1.1 Uvod do matematického dokazovani

Matematika (a tudiZ i teoretickd informatika jako jeji soulast) se vyznaluje
velmi pFisnymi formdlnimi poZadavky na korektnost argumentace.

e UvaZme matematickou vétu (neboli tvrzeni) tvaru

»Jestlize plati pfedpoklady, pak plati zavér".

e Diikaz této véty je konetna posloupnost tvrzeni, kde

* kazdé tvrzeni je bud
— predpoklad, nebo
— obecné pfijatd , pravda“ — axiom, nebo
— plyne z pfedchozich a d¥ive dokdzanych tvrzeni podle n&jakého ,ak-
ceptovaného" logického principu — odvozovaciho pravidla;

* posledni tvrzeni je zavér.

O pot¥ebné drovni formality matematickych dikazi a o b&Zznych dikazovych technikach
se dozvime déle v této a p¥isti lekci. . .

Nyni si jen celou problematiku uvedeme nazornymi ptiklady.
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P¥iklad 1.2. UvaZujme nasledujici matematické tvrzeni (které jist& uZ znate).

Véta. Jestlize x je souctem dvou lichych Cisel, pak x je sudé.
Poznamka pro pfipomenuti:
— Sudé &islo je celé &islo délitelné 2, tj. tvaru 2k.
— Liché &islo je celé &islo nedélitelné 2, tj. tvaru 2k + 1.

Diikaz postupuje v ndsledujicich formalnich krocich:

tvrzeni zdivodnéni

a=2k+1, k celé predpoklad
b=20+41,1 celé predpoklad

r=2k+1)+2-1 3) a distributivnost ndsobeni
r=2k+1+1) 4) a opét distributivnost ndsobeni

x =2m, m celé 5)am=Fk+1+1 je celé &slo (axiom)
|

)
)
3) z=a+b=2k+2l+1+1 1,2)a komutativita s¢tani (axiom)
)
)
)
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Priklad 1.3. DokaZte nasledujici tvrzeni:

Véta. Jestlize x a y jsou raciondIni &isla pro kterd plati x < y, pak existuje
raciondlni ¢&islo z pro které plati © < z < y.

Diikaz po krocich (s jiz trochu mén& formalnim zdpisem) zni:

1
2

U y—x _ . Y=
Necht : = =% =z + %5~ =y -

Cislo z je raciondlni, nebot z a y jsou raciondlni.

S~ W

)

)

) Plati z > z, nebot 5= > 0.

) Ddle plati z < y, nebot opét L5= > 0.
)

5) Celkem x < z < y.
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1.2 Vyznam matematickych vét

e Prvni krok formalniho dikazu je uvédomit si, co ¥ika véta, kterd se ma
dokazat; tedy co je predpoklad a co zavér dokazovaného tvrzeni.
Pravdivost takového tvrzeni pak je tfeba chdpat v nasledujicim vyznamu:

Pro kaZdou situaci, ve které jsou splnény vSechny predpoklady,
je platny i zavér tvrzeni.

e Ptiklady bézné formulace matematickych vét:

* Kone¢nd mnozina ma kone¢né mnoho podmnoZin.

* sin?(a) + cos?(a) = 1.

* Graf je rovinny, jestlize neobsahuje podrozdéleni K5 nebo K3 3.
e Co presné nam uvedené matematické véty Fikaji?

Casto pomiiZe pouhé rozepsani definic pojmi, které se v dané vété vyskytuji.
o Vsimnéte si také, jaky je sprdvny logicky vyznam matematického tvrzenf

vysloveného touto formou implikace (, jestlize ..., pak ...").

PYedevsim, pokud predpoklady nejsou splnény nebo jsou sporné, tak celé
tvrzeni je platné bez ohledu na pravdivost zavérul!
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O pravdivosti implikace

P¥iklad 1.4. Je pravdivé ndsledujici matematické tvrzeni?

Véta. Méme dvé kulicky, cervenou a modrou. Jestlize Cervend kulicka je
téZsi neZ modrd a zdroveri je modra kulicka t&Zsi neZ ta Cervend, tak jsou
obé kuli¢ky ve skutecnosti zelené.

NS4

., 1o pfece nemiiZe byt pravda, jak miiZe byt jedna kulicka téZsi neZ druha
a naopak zaroveri? Jak mohou byt nakonec obé zelené? To je celé néjakd
blbost. .. "

Ano, vySe uvedené jsou typické laické reakce na uvedenou vétu. Pfesto viak
tato véta pravdiva je!

Stadi se vratit o kousek vySe ke kritériu — Pro kazdou situaci, ve které jsou
splnény v8echny predpoklady, je platny i zavér tvrzeni — které je zjevné naplnéno.
Nenaleznete totiz situaci, ve které by byly splnény oba pfedpoklady zadroveri, a
tudiz ve vSech takovych neexistujicich situacich si mizete Fikat cokoliv, tfeba
Ze kuli¢ky jsou zelené. O
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Pr¥iklad 1.5. Anna a Kldra pFisly na predndsku a usadily se do lavic. Pro¢ je
pravdivé toto matematické tvrzeni?

Véta. Jestlize Anna sedi' v prvni Fadé lavic a zaroveri Anna sedi v posledni
Fadé lavic, tak Kldra nesedi v druhé radé lavic.

Opét je tfeba se hluboce zamyslet nad vyznamem p¥edpokladli a zav&ru, ale
tentokrat neni situace predpokladl tak trividlné spornd, jako v P¥ikladu 1.4.
Kdy tedy nastavaji oba predpoklady zaroven? = KdyZ prvni fada lavic je zdroveni
fadou posledni! Neboli posluchdrna ma jen (nejvy3e) jednu ¥adu lavic a Klara
tudiz v druhé ¥adé nemiize sedét. Diikaz je hotov. O
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1.3 Struktura matematickych vét a diikazi

Jak ,,moc formdlni " maji spravné matematické diikazy vlastn& byt?

e ZaleZi na tom, komu je dikaz uréen — konzument musi byt schopen
,snadno” ovéfit korektnost kazdého tvrzeni v diikazu a plné pochopit, z
&eho vyplyva.

e Je tedy hlavné na vds zvolit tu spravnou droven formdlnosti zdpisu vét i
dlkazl podle situace.

A jak na ten spravny matematicky ditkaz mame pf¥ijit?

N

e No..., nalézdni matematickych dikazi je tvirdi ¢innost, kterd nenf viibec
snadnd a vyzaduje od vas p¥imo , umélecké” vlohy. PYesto se ji alesponi

trochu musite pFiudit.
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Dokazovat ¢&i vyvracet tvrzeni?

Ptedstavme si, Ze nasim tkolem je rozhodnout platnost matematického tvrzeni.
Jak matematicky sprdvné zdiivodnime svou odpovéd ?

e Zilezi na odpovédi samotné. ..

e Pokud je to ANO, prosté podame diikaz tvrzeni podle uvedenych zvyklosti.
e Pokud je odpovéd NE, tak naopak poddame diikaz negace daného tvrzeni.
Pomérné &astym p¥ipadem pak je matematickd v&ta T, ktera tvrdi n&jaky zavér

pro Sirokou oblast vstupnich moZnosti. Potom plati ndsledujici:
e Pokud T je pravdivd, nezbyva neZ podat vylerpavajici diikaz platnosti pro
v8echny vstupy.

e Avsak pokud T je nepravdiva, sta&i ,,uhodnout"” vhodny vstupni protipfiklad
a jen pro néj dokdzat, ze zavér tvrzeni nenfi platny.
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Pr¥iklad 1.6. Rozhodnéte platnost ndsledujiciho tvrzeni: Pro vsechna redlnd x
plati
2’ +3x+2>0.

Diikaz: Standardnimi algebraickymi postupy si miZeme upravit vztah na 2% +
3r+2=(zx+1) - (x+2) > 0. Condm z n& vyplyva? ~Napfiklad to, Ze k
poruseni daného tvrzeni stadi volit = tak, aby jedna ze zavorek byla kladna a

druhd zapornd. To nastane tfeba pro = = —%.

Pro vyvrdceni tvrzeni nam tedy staéi zadit volbou protipfikladu = = —% (neni
nutno zddvodiovat, jak jsme jej ,uhodli"!) a ndsledn& dokazat dpravou

2’ +32+2 = (z+1)-(z42) = (—;+1)-(—g+2) = (—1)-(+1) - Lo

Dané tvrzeni neni platné. 0O
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Konstruktivni a existenéni diikazy

Z hlediska praktické vyuZitelnosti je potfeba rozlisit tyto dvé kategorie dikazl
(tfebaZe z formdIn&—matematického pohledu mezi nimi kvalitativni rozdil nenf).
e Diikaz Véty 1.3 je konstruktivni. Dokdzali jsme nejen, Ze &islo 2 existuje,
ale podali jsme také navod, jak ho pro dané x a y sestrojit.
e Existencni dlikaz je takovy, kde se prokdZe existence néjakého objektu bez
toho, aby byl poddn pouZitelny ndvod na jeho konstrukci.

Priklad 1.7. (isté existenéniho dikazu.
Véta. Existuje program, ktery vypise na obrazovku ¢&isla taZend ve 45. tahu
sportky v roce 2014.
Dukaz: Existuje pouze kone¢né mnoho moZnych vysledkl losovani 45. tahu
sportky v roce 2014. Pro kazdy mozny vysledek existuje program, ktery tento
dany vysledek vypiSe na obrazovku. Mezi témito programy je tedy jisté ten,
ktery vypiSe prdvé ten vysledek, ktery bude ve 45. tahu sportky v roce 2014
skute¢né vylosovan. 0O

To je ale , podvod”, Ze? = A pFece neni. ..
Formalné spravné to je prosté tak a tecka.
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1.4 Vyroky a zaklad logiky

* Pojem vyroku se dd povaZovat za dileZity ,,pevny most" mezi b&Znou mlu-
vou a presnym matematickym formalismem.

Definice 1.8. Vyrok v p¥irozené mluvé:
V b&Zné mluvé za vyrok povazujeme (kazdé) tvrzeni, o kterém ma smysl platn&
prohldsit, Ze je bud pravdivé nebo nepravdivé.

Ukazeme si n&kolik p¥ikladd — které z nich jsou vyroky?
e Dnes uz v Brné prselo.
e Predmét FI: IBO0O se vyuuje v prvnim roéniku.
e Plati 2+ 3 =6.
e To je bez problémi. (Co?)
e Plati x > 3.
e Pro kazdé celé &islo x plati, Ze z > 3.

Vsimnéte si, Ze pravdivost vyroku by mélo byt moZné rozhodnout bez skrytych souvis-
losti (kontextu), a proto &tvrty a paty p¥iklad za vyroky nepovaZujeme.
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* Z vice jednoduchych vyrokl vytvafime vyroky sloZit&jsi pomoci tzv.
logickych spojek.
Ndsleduje nékolik dalsich p¥ikladd.
e MnoZina {a,b} m3 vice neZ jeden prvek a neni nekone¢n3.
o Jestlize ma Karel ptes 90 kg vahy, nejedu s nim vytahem.
o Jestlize ma tato krava 10 nohou, pak maji v8echny domy modrou sttechu.

Zastavme se na chvili nad poslednim vyrokem. Co ndm ¥ka? Je pravdivy? = Skutetné
maji v8echny domy modrou stfechu a p¥ed ndmi stoji krdva s 10 nohama?

P¥irozené vs. formalni

* Schopnost porozumét podobnym vétdm je sou&dst lidského zplsobu
uvazovani a z tohoto hlediska nemd p¥imou souvislost s matematikou (je
to ,,p¥irozend logika").

* Formdini (matematickd) logika pak v podobném duchu definuje jazyk
matematiky a pfitom odstraiiuje nejednoznalnosti prirozeného jazyka.
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1.5 St¥ipky matematické logiky

Vsimnéte si, Ze podle Definice 1.8 kaZdému vyroku b&Zné mluvy miZeme
pritadit logickou hodnotu 0 (false) nebo 1 (true) a dale se nestarat o jazykovy
vyznam. ..

Proto (jazykové) vyroky v matematice vyjdd¥ime vyrokovymi proménnymi, které
znat&ime velkymi pismeny A, B, C, ... a p¥ifadime jim hodnotu O nebo 1.
Definice: Vyrokova formule (znalime ¢,0,1,...) vznikd z vyrokovych
proménnych pomoci zavorek a logickych spojek = negace a = implikace.
Zarovei pouzivame v zapise nasledujicich zkratek

x oV (disjunkce /,nebo") je jiny zapis formule  —p = 1),

x o N1 (konjunkce /,,a") je jiny zépis formule = (= V =),

x o<1 (ekvivalence) je jiny zapis formule (¢ = V) A (Y = ).

P¥i zdpise vyrokovych formuli je potfeba davat pozor na sprdvné zdvorkovéni, aby
formule méla jednozna&ny vyznam. Na intuitivni Grovni to ilustrujeme takto:

Spravné A (A= (B), A=DB, -A=B, AvBvV-C
a nespravné A= B = C — znamend to (A= B) = C nebo A= (B = C)?
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Definice 1.9. Sémantika (vyznam) vyrokové logiky.

Necht valuace (ohodnocenf) je funkce v : Prom — {0, 1} na viech (dot&enych)
vyrokovych proménnych. ~Pro kaZdou valuaci v definujeme funkci S, (o),
vyhodnoceni formule o, induktivné (tj. po krocich) takto:

o S,(A) =v(A) pro kazdé A € Prom.

1 jestlize S, =0;
* Su(=w) :{ 0 jinak. )

)= § s =12 5020

Tvrzeni 1.10. Disledkem Definice 1.9 je nasledovné:

e S,(pVve)=1 prav& kdyz S,(¢) =1 nebo S,(v) = 1.

o Sy(pNp) =1 pravé kdyz S,(p) =1 asoutasné S,(¢)) = 1.

e S,(pe=1h) =1 pravé kdyz plati jedna z ndsledujicich podminek
* S,(p) =1 asoutasné S, (v) =1,
* Sy(¢) =0 a soutasné S, (1)) = 0.
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Pravdivostni tabulky

V praxi €asto vyhodnoceni S, logické vyrokové formule zapisujeme do tzv.
pravdivostni tabulky. Tato tabulka typicky ma sloupce pro jednotlivé proménné,
pripadné , meziformule” (pomiicka pro snazdi vypIn&ni) a vyslednou formuli.
Radkii je 2P (potet valuaci), kde p je potet pouZitych prom&nnych.

P¥iklad 1.11. Jakd je pravdivostni tabulka pro formuli (A = B)V BV C7?

[A[B|[C[A=SB[(A=BVBVC]
0 0 0 1 1
0 1 0 1 1
1 0 0 0 0
1 1 0 1 1
0 0 1 1 1
0 1 1 1 1
1 0 1 0 1
1 1 1 1 1
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Splnitelnost formuli a tautologie

Definice: Formule ¢ € ® je spinitelnd, pokud pro nékterou valuaci v plati, Ze
Su(p) = 1.

Formule ¢ € ® je vZdy pravdiva, neboli vyrokova tautologie, psano = ¢, pokud
pro kazdou valuaci v plati, ze S, () = 1.

Rekneme, e dv& formule v, € O jsou ekvivalentni, pravé kdyZz = ¢ < ).

Tvrzeni 1.12. Ndsledujici formule jsou tautologiemi:
e EAV-A
e A& A
F(AAN(A=B))= 1B
E (=B = —-A)= (A= B)
E(-A=(BA-B))=A

Jak pozname tautologii v pravdivostni tabulce?
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Kvantifikace a predikatova logika

VySe popsana vyrokova logika je velmi omezena faktem, Ze kazdy vyrok musf

byt (,,absolutn&") vyhodnocen jako pravda nebo nepravda.

e Predikdtovd logika pracuje s predikdaty. Predikaty jsou , parametrizované
vyroky", které jsou bud pravdivé nebo nepravdivé pro kazdou konkrétni
volbu parametrd. ~Vyr. prom. Ize chdpat jako predikdty bez parametrd.

Pro neformdlni pf¥iblizeni si uvedeme né&kolik ukdzek predikati:
* x > 3 (parametrem je zde x € R),
x Cisla z a y jsou nesoudélna (parametry z,y € N),
* obecn& jsou predikdty psany P(x,y), kde x,y jsou libovolné parametry.

Definice: Z predikatl lze vytvafet predikatové formule pomoci uZz zndmych
vyrokovych spojek a ndsledujicich tzv. kvantifikatord:

e Vxr.p ,pro kazdou volbu parametru z plati formule ¢",
e Jx.p ,existuje alespoii jedna volba parametru x, pro kterou plati ¢".

Pozorného &tenafe napadne, ze které mnoziny Ze ,volime parametr "7
To je v matematické logice obvykle implicitni (Feteno mimo samotnou formuli).
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Fakt: Je-li kazdd proménna — parametr predikdtu — v dané formuli kvantifiko-

vana (tj. formule je uzavFend), pak je formule bud pravdivd nebo nepravdiva.

Priklad 1.13. UkaZme si vyjad¥eni ndsl. slovnich vyrokii v predikatové logice:
o KaZzdé prvolislo vétsi nez 2 je liché;
Vn € N. [(Pr(n) An>2) = Li(n)],
pritemz lze rozepsat Li(n) = 3k € N. n =2k + 1.

o Kazdé &islo n > 1, které neni prvocislem, je délitelné né&jakym ¢&islem y kde
n#yay>1;

Vn € N. (n > 1A —\Pr(n)) = Ely(y\ n A n#y A y>1).

Priklad 1.14. Ddale si ukaZme, Ze na poradi kvantifikdtord velmi zaleZi:
e Pro kazdého studenta A v poslucharné plati, Ze existuje student B v
poslucharné takovy, Ze A je kamardd B.

e Existuje student B v posluchdrng, Ze pro kazdého studenta A v poslucharné
plati, Ze A je kamarad B. O
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Mechanicky postup negace vyroki

P¥esny vyznam formuli se zanofenymi negacemi je nékdy skute&né& obtiZzné zjistit.
»Neni pravda, Ze nemohu nef¥ict, Ze neni pravda, Ze t& nemam nerad."

Vyrokové formule se proto obvykle prezentuji v tzv. normdlnim tvaru, kde se negace
vyskytuji pouze u vyrokovych proménnych, formalné:

Definice: Formule ¢ € ® je v normdinim tvaru, pokud se v ni operator negace
aplikuje pouze na vyrokové proménné.

Nap¥iklad, pokud p¥ijmeme pravidlo ,dvoji negace” (= = —A < A), tak vyse napsanou
vétu si pfevedeme na |épe srozumitelny tvar:

,Nemusim F¥ict, Ze t& mam nerad.”
Tvrzeni 1.15. KaZdou vyrokovou formuli Ize pFevést do normdlniho tvaru,
pokud k = povolime i uZivani odvozenych spojek N\ a V.

e Pro ilustraci k =(A = B) je ekvivalentni A A =B,
e k =(CA(=A = B)) je ekvivalentni ~C'V (=A A —B).
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Metoda 1.16. Pfevod formule ¢ do normalniho tvaru F(y).
PouZivdme F(X) jako , je pravda, Ze X" a G(X) jako , neni pravda, Ze X".

F(A) = A

F(=p) G(e)
Flo=1v) = Flp)=F)
Fleny) = Flp) NF(@)
Flevy) = Flp)VF@)
f

(pev) = Flp) = F¥)

Pro predikdtové formule toto rozsitime jesté o pravidla:

F(Vx. p)
F(3x. )

V. F(p)
Jz. F(p)

Gg(4) = -4

G(—¢) = F(p)

Glo=v) = Flp)NG[¥)

Gleny) = Glp)vVa)

Glevy) = Gle)NG([)

Gleev) = (Fle)ANGW)) VI(G(e) AF())
G(Vx.p) = 3Fx.G(p)

G(Fr. ) = Vz.G(p)

Uvazme formuli =(A = —(BV—(C = —A))). UZitim uvedeného postupu 1.16 ziskame:

F(=(A = ~(BV~-(C=-A4)))
F(A)ANG(—(BV—(C = -A)))
AN (F(B)V F(=(C=-A)))
AN(BV(F(C)NG(nA)))
AN(BV(CANA)

A
A
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G(A=~(BV~(C=-4)) =
ANF(BV~(C = —A)) =

= AA(BVG(C = —A)) -
= AN(BV(CAF(A))
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