11 Pokrotilé dokazovani nad algoritmy

Pokralujice v latce predchozi Lekce 10 se budeme vénovat ukazkam dikaz( spravné
funkce kratkych, ale ne zas tak jednoduchych, algoritmd.

YOU WANT PROOF"
I'LL 6IVE YOU PROOF!

Struény prehled lekce
* Zastavi se na¥ algoritmus a jak to dokazat?
* Dilkazy indukci se systematickymi technikami.

* Ukdazky netrividlnich aritmetickych algoritmi s dikazy.
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11.1 Dokazovani koneénosti algoritmu

.
I

neZ chybny vysledek algoritmu? Je to situace, kdy
»do nekonetna” a vilbec se nezastavi.

e Co byva snad jesté horsi,

spustény algoritmus bé&zi
Vsimnéte si, Ze jsme se zatim v dlkazech Lekce 10 viibec nezamysleli nad tim,
zda na3e algoritmy viibec skon&i. (To neni samoziejmé a ditkaz kone&nosti je
nutno v obecnosti poddvat!)

Prozatim jsme vSak ukazovali algoritmy vyuZivajici jen foreach cykly, pfitom
podle nasi konvence obsahuje foreach cyklus pfedem danou kone¢nou mnoZinu
hodnot pro Fidici proménnou, neboli nds foreach cyklus vZdy musi skon&it. Ale
uz v pristim algoritmu vyuZijeme while cyklus, u kterého viibec nenfi jasné kdy
a jestli skondi, a tudiZ bude potfebny i ditkaz konecnosti.

e Priavé nad takovou situaci a jeji moznou prevenci se v tomto oddile za-
myslime. P¥edesilame, Ze dalsi podnétna latka k témuz tématu se nachazi
jesté v Lekci 12.
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Pr¥iklad 11.1. Zastavi se vZdy vypocet ndsledujiciho primitivniho algoritmu?

Algoritmus 11.2.

input x;

while x>5 do
X < x+1;

done

output x

Odpovéd je samoztejm& NE, jak kazdy vidi pro jakykoliv vstup x vét3i nez 5.
Jak vZak tuto negativni odpovéd matematicky dokdzat?

To neni zcela jednoduché, a proto si pomizZeme nasledujicim trikem:
e Predpoklddejme pro spor, ze Algoritmus 11.2 nékdy skonéi pro x > 5.
Necht p¥irozené n > 5 je zvoleno tak, Ze Algoritmus 11.2 skon& pro z = n
po nejmensim moZzném poctu ¢ prichodl cyklem while.

Pak jisté ¢ > 0, nebot na zaitku je podminka x>5 spln&na z definice n. Po
prvnim prichodu pak x = n 4+ 1 > 5, av8ak nyni jiz Algoritmus 11.2 musi
skondit po ¢ —1 < ¢ dalSich priichodech cyklu. = To je spor s volbou x = n coby
vstupni hodnoty s nejmensim moznym poctem priichodd. O
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KdyzZ algoritmus vzdy konci

Na rozdil od p¥edchozi ukdzky se budeme dale vénovat pozitivnim p¥ipadiim,
kdy algoritmy poslusné kon&i své vypocty.

Metoda 11.3. Jednoduchy dikaz koneénosti.
Mame-li za kol dokdzat, ze algoritmus skonci, vhodny postup je nasledujici:
e Sledujeme zvoleny celoliselny a zdola ohrani¢eny parametr algoritmu
(tfeba pfFirozené &islo) a dokdZeme, Ze se jeho hodnota v prib&hu algo-
ritmu neustale ostfe zmensuje.
e Pt¥ipadné predchozi pfistup rozsifime na zvolenou k-tici pFirozenych
parametrii a dokdaZeme, Ze se jejich hodnoty v priib&hu algoritmu lexiko-
graficky ostfe zmen3uji.

Jedna se zde vlastn& o vhodné (a zjednoduZené pro dany dcel) vyuZiti principu
matematické indukce. Pozor, nase , parametry” viibec nemuseji byt promé&nnymi
v programu, a pfesto jsou s programem implicitné nerozlué¢né svazany.

Nap¥iklad pro rekurzivni funkci factorial(x) z P¥ikladu 10.12 p¥imo vyuZijeme
parametr x, ktery se ostfe zmen3uje, pro snadny dikaz ukon&enosti.
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Priklad 11.4. DokaZte, Ze nasl. alg. vZdy skon¢i pro jakykoliv pFirozeny vstup x.

Algoritmus .
input x;
while x<100 do
y < O0; X < x+1;
while y<x do
y < y+i;
done
done

Postupujme podle Metody 11.3 — jak v8ak dosdhneme ,,zmenSovani parametru”,
kdyZ hodnoty proménnych x,y se zv&tsuji?

To neni az tolik obtizné, prosté budeme hodnoty x,y vhodné odetitat od velké
konstanty. Vtip je v tom dobfe zvolit vzorec parametru (vlastnim odhadem
chovani algoritmu):

p(z,y) = 1012 =101 -z —y

Pak je jiz rutinou dokazat, Ze v pribé&hu algoritmu (tj. pokud se aspofi jednou
vnofi do cyklu) je vidy p(x,y) > 0 a v kazdém prichodu vnéjsiho i vnit¥niho
cyklu se p(z,y) ostfe zmens;. O
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P¥iklad 11.5. DokazZte, Ze nasledujici algoritmus (viz dFiv&jsi 10.13) vZdy skonci
pro jakykoliv pFirozeny vstup x.

Algoritmus . Rekurzivni vypocet funkce fibonacci(x) pro pfirozené x.
if x < 2 then ¢t ¢+ x;

else t < fibonacci(x-1)+fibonacci(x-2);

return t

Nyni je na prvni pohled p¥irozené sledovat pfimo parametr x. Indukci podle ngj
pak snadno odvodime, Ze vypolet fibonacci(x) vzdy skondi. ..

V &em je tedy mozny nedostatek tohoto p¥imého pfistupu? V zasadé pouze
jediny; neziskdme z néj Zadny rozumny horni odhad poctu krokii algoritmu.

Na druhou stranu pfi trikové volb& parametru p(z) = 2% pro Metodu 11.3
v kazdé iteraci rekurzivniho voldni fibonacci(x) pro x > 2 nastane

plx—1) +plx—2)=2""142772<2. 2771 1 < 2%

a pocet iteraci vypo¢tu fibonacci(n) tak bude vzdy nejen kone¢ny, ale podle
uvedené (vahy pfimo striktné mensi nez 2". O
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11.2 P¥ehled technik dukazu indukci

e Doposud zde byla matematickd indukce ptedstavovdna ve své pfimocaré
formé&, kdy dokazované tvrzeni obvykle pfimo nabizelo celo&iselny parametr,
podle néjZ bylo potfebné indukci vést.

e Indukéni krok pak prosté zpracoval prechod ,n — n + 1".

e To vSak u dokazovani spravnosti algoritmi typicky neplati a nasim cilem
zde je ukdzat mozné techniky, jak spravné indukci na dokazovani algoritm
aplikovat.

e Uvidime, jak si z nabizejicich se parametr(i sprdvné vybrat a jak je pfipadné
kombinovat.
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Technika fixace parametru

P¥iklad 11.6. Mé&me nasledujici algoritmus. Co je jeho vysledkem vypoctu?

Algoritmus .
input x, y;
res < O;
while x>0 do
res < res+y; X — x-1;
done

output res;

Sledovanim algoritmu zjistime, e hodnota proménné res bude naristajicim
sou¢tem gy + - - - 4+ g, dokud se x nesniZi na nulu. Poté odhadneme:

Véta. Pro kazdé x,y € IN Algoritmus 11.6 vypocita hodnotu res = x - y.

Jaky je vhodny postup k dikazu tohoto tvrzeni indukci? Je snadno vidét, Ze na
hodnot& vstupu y vlastn& nijak podstatné& nezaleZi (Ize y fixovat) a dilezité je
sledovat x. Tato tvaha nds dovede k ndsledujicimu:
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while x>0 do
res < res+y; X < x-1;
done

Dukaz: Budiz i, € N libovolné ale pro daldi dvahy pevné.

DokaZeme, Ze pro kazdy vst. x € N je vysledkem vypoc¢tu hodnota rg + @ - hy,
kde h, byla hodnota vstupu y a 79 byla hodnota v prom&nné res na zacdtku
uvazovaného vypoctu (pro potteby indukce, 79 = 0 na dplném zadatku).

e Bize x = 0 znamen3, Ze télo cyklu ve vypoltu uz ani jednou neprobéhne a
vysledkem bude pocateéni 7.

o Indukéni krok. Necht je tvrzeni zndmo pro x = i a uvaZujme nyni vstup = =
t+1 > 0. Prvnim priichodem cyklem se uloZi res < res+y = ro+hy =1
azrz+—z—1=1.

Zakate¢ni hodnota vstupu y nyni (pro nae induk&ni dvahy) tudiz je ro +
h, = r1 a podle indukéniho pfedpokladu je vysledkem vypoctu hodnota

T‘1—|—Z"hy:(7’0+hy) —|-Z"hy:To—i-(i—i-l)'hy:To-l-fL"hy.

Dikaz matematickou indukci je timto ukonéen. O
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Indukce k souctu parametri
P¥iklad 11.7. Je ddn nasledujici rekurentni algoritmus.

Algoritmus . Funkce kombinacni(m,n) pro pfirozend m,n.
res <+ 1;
if m>0 A n>0 then

res < kombinacni(m-1,n) + kombinacni(m,n-1);
fi
return res;

Vy%e uvedeny vzorec (a ostatn& i ndzev funkce) naznaluje, Ze funkce ma co
spole¢ného s kombinaénimi &isly a Pascalovym trojuhelnikem

a+1\ a n a
b+1) \b+1 b)’
je vSak tfeba spravné , nastavit” vyznam parametri a,b. ..

Véta. Pro kazdé parametry m,n € N je vysledkem vypo&tu funkce
kombinacni (m,n) hodnota r = (/") (kombina&ni &islo) — potet viech

m-prvkovych podmnozin (m + n)-prvkové mnoziny.
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res <+ 1;
if m>0 A n>0 then

res < kombinacni(m-1,n) + kombinacni(m,n-1);
fi

Diikaz indukci vzhledem k sou¢tu parametrli i = m + n:

e Bizei =m+n =20 pro m,n € N znamend, Ze m = n = 0. Zde vSak s
vyhodou vyuZijeme tzv. ,rozsifeni bdze" na vSechny hrani¢ni p¥ipady m = 0
nebo n = 0 zvl3ét.

V obou rozsitenych pfipadech dand podminka algoritmu neni splnéna, a
proto vysledek vypo&tu bude inicidlni res=1. Je toto platnd odpovéd?

« Kolik je prazdnych podmnozin (m = 0) jakékoliv mnoZiny? Jedna, ().

« Kolik je m-prvkovych podmnoZin (n = 0) m-prvkové mnoZiny? Zase
jedna, ta mnoZina samotna.

Tim je dikaz rozsitené baze indukce dokoncen.
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res <+ 1;
if m>0 A n>0 then

res < kombinacni(m-1,n) + kombinacni(m,n-1);
fi

e Indukéni krok prechazi na soulet i +1 = m +n pro m,n > 0.
Nyni je podminka algoritmu splnéna a vykonaji se rekurentni voldni

kombinacni(m-1,n) + kombinacni(m,n-1).

Rekurentni voldni se vztahuji k vybéru podmnozin m—14+n = m+n—1 =1-
prvkové mnoziny, napfiklad M = {1,2,...,i}. Vysledkem tedy je, podle
induk&niho predpokladu pro soulet i, potet (m — 1)-prvkovych plus m-
prvkovych podmnoZin mnoziny M.

Kolik nyni je m-prvkovych podmnoZin (i + 1)-prvkové mnoZiny
M’ = M U {i+1}? Pokud ze viech podmnoZin odebereme prvek i + 1,
dostaneme pravé m-prvkové podmnoziny (z t&ch neobsahujicich i+ 1) plus
(m — 1)-prvkové podmnoZziny (z t&h pivodn& obsahujicich i +1). A to je
presné rovno kombinacni(m-1,n) + kombinacni(m,n-1), jak jsme méli

dokazat.
O
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Zesileni dokazovaného tvrzeni

Pr¥iklad 11.8. Zjistéte, kolik znaki ’z’ v zdvislosti na celo&iselné hodnoté n
vstupniho parametru n vypise nasledujici algoritmus.

Algoritmus 11.9.
st < "z";
foreach 1i++1,2,3,...,n-1,n do
vytiskni Fetézec st;
st < st.st; (zFetézeni dvou kopii st za sebou)

done
Zkusime-li si vypoclet simulovat pro n = 0,1,2,3,4..., postupné dostaneme
pocty ’z’ jako 0,1,3,7,15.... Na zdklad& toho jiZ neni obtizné ,,uhodnout”,

Ze polet >z’ bude (asi) obecn& urten vztahem 2" — 1.

Toto je vSak tfeba dokdzat!

Jak zahy zjistime, matematicka indukce na nase tvrzeni pfimo ,,nezabira", ale mnohem
[épe se ndm povede s nasledujicim p¥irozenym zesilenim dokazovaného tvrzeni:
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Algoritmus .
st <« "z";
foreach i<+1,2,3,...,n-1,n do
vytiskni Fetézec st;
st < st.st; (zFetézeni dvou kopii st za sebou)
done

Véta. Pro kazdé p¥irozené n Algoritmus 11.9 vypiSe prdvé 2" —1 znaki ’z’
a proménna st bude na konci obsahovat fetézec 2" znakid ’z’.

Diikaz: Postupujeme indukci podle n. Baze pro n = 0 je zfejma, neprovede se
ani jedna iterace cyklu a tudiz bude vytisténo 0 = 2 — 1 znakil ’z’, co? bylo
tfeba dokazat. Mimo to prom&nnd st inicidln& obsahuje 1 = 29 znak ’z°.

Necht tedy tvrzeni plati pro jakékoliv ng a poloZme n = ng + 1. Podle in-
dukéniho predpokladu po prvnich ng iteracich bude vytisténo 2™° — 1 znaki ’z’
a proménnd st bude obsahovat fetézec 2™ znakd ’z’. V posledni iteraci cyklu
(pro i < n=ng+1) vytiskneme dal3ich 2" znaki ’z’ (z promé&nné st) a déle
fetézec st ,zdvojndsobime™.

Proto po n iteracich bude vytist&no celkem 270 — 1 270 = 2notl 1 — 97 ]
znak{ >z’ a v st bude uloZeno 2 - 270 = 2notl — 91 Fnakg 2z, 0O
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11.3 Zajimavé algoritmy aritmetiky

Naptiklad umociiovani na velmi vysoké exponenty je podkladem RSA Sifry:

Algoritmus 11.10. Binarni postup umociiovani.

Pro dand ¢&isla a,b vypolteme jejich celociselnou mocninu (omezenou na
zbytkové tFidy modulo m kvili prevenci preteCeni rozsahu celych C&isel v
podita&i), tj. a® mod m, ndsledujicim postupem.

res <+ 1;

while b>0 do
if b mod2 >0 then res <+ (res-a) mod m;
b « [b/2]; a ¢« (aa) mod m;

done

output res;

K diikazu spravnosti algoritmu pouZijeme indukci podle délky ¢ bindrniho zapisu
¢isla b.

Véta. Algoritmus 11.10 skon&i a spravné vypotte hodnotu a® mod m.
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res <+ 1;

while b>0 do
if b mod2 >0 then res < (res-a) mod m;
b < |b/2]; a « (aa) mod m;

done

output res;

Diikaz: Baze indukce je pro ¢ = 1, kdy b = 0 nebo b = 1. P¥itom pro b = 0 se
cyklus viibec nevykond a vysledek je res = 1. Pro b = 1 se vykona jen jedna
iterace cyklu a vysledek je res =a mod m.

Necht tvrzeni plati pro £y > 1 a uvaZzme ¢ = {o+ 1. Pak zfejm& b > 2 a vykonaji
se alespon dvé iterace cyklu.

Po prvni iteraci budou hodnoty proménnych po fadé
ay=a% by =1b/2] a res=r = (a® ™42) mod m.

Tudiz délka bindrniho zdpisu b; bude jen £y a podle indukéniho pFedpokladu
zbylé iterace algoritmu skon&i s vysledkem

res =ry-al® mod m = (ab med 2'aQWQJ) mod m = a® mod m . -
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Euklidiv algoritmus

Algoritmus 11.11. Euklidiiv pro nejvétsiho spolecného délitele.
input p, Qq;
while p>0 A g>0 do
if p>q then p < p-q;
else q <« q-p;
done
output p+q;

Véta. Pro kazdé p,q € N na vstupu algoritmus vrati hodnotu nejvétsiho
spole¢ného délitele &isel p a ¢, nebo 0 pro p = ¢ = 0.

Diikaz opét povedeme indukci podle souctu i = p + ¢ vstupnich hodnot.
(Jak jsme psali, je to pF¥irozend volba v situaci, kdy kazdy prichod cyklem
algoritmu sniZi jedno z p, g, av8ak neni jasné, které z nich.)

e Baze indukce pro i = p+ g = 0 je zfejma; cyklus algoritmu neprobéhne a
vysledek ihned bude 0.
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while p>0 A g>0 do
if p>q then p < p-q;
else q < g-p;

done

e Ve skuteCnosti je zase vyhodné uvaZovat rozsifenou bazi, kterd zahrnuje i
ptipady, kdy jen jedno z p, ¢ je nulové (coZ je ukonZovaci podminka cyklu).
Pak vysledek p + ¢ bude roven tomu nenulovému z obou sé&itancli, coz je v
tomto pfipadé& zdroven jejich nejvétsi spole¢ny délitel.

e Indukeéni krok. Me&me nyni vstupni hodnoty p = h;, > 0aqg=hy >0 -
tehdy dojde k prvnimu prichodu télem cyklu nasdeho algoritmu.
* PYedp. h, > hy; poté po prvnim priichodu télem cyklu budou hodnoty
p = hy, —hg a q= hgy, pticemZ nyni p +q = h, < hy, + hq = 1.
* Podle induk&niho predpokladu tudiz vysledkem algoritmu pro vstupy
p = hy—hg a g = hy bude nejvétsi spoletny délitel N.SD(h,—hy, hy).
* Symetricky pro h, < hq algoritmus vrati NSD(hy, hg — hy).

Diikaz proto bude dokonéen ndsledujicim Lematem 11.12. O
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Nejvétsi spolecny délitel
Lema 11.12. NSD(a,b) = NSD(a — b,b) = NSD(a,b — a).
Vsimnéte si, Ze délitelnost je dob¥e definovana i na zapornych celych &islech.

Dikaz: Ov&fime, ze ¢ = NSD(a —b,b) je také nejv&tsi spoledny délitel &isel a
a b (druha st je pak symetricka).

o Jeliko? &islo ¢ d&li &isla a —b a b, déli i jejich soutet (a —b) +b = a. Potom
c je spole¢nym délitelem a a b.

o Naopak necht d n&jaky spole¢ny délitel &isel a a b. Pak d dé&li také rozdil

a—"0. Tedy d je spole¢ny délitel ¢isel a —b a b. Jelikoz c je nejvétsi spoleny

délitel téchto dvou ¢&isel, nutné d déli ¢ a zavér plati. -
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Relativné rychlé odmocnéni

Na zavér oddilu si ukdZzeme jeden netradi¢ni kratky algoritmus a jeho analyzu a
dikaz ponechdme zde oteviené. DokaZete popsat, na &em je algoritmus zaloZen?

Algoritmus 11.13. Celoéiselnd odmocnina.
Pro dané pfir. &islo x vypo&teme dolni celou &dst jeho odmocniny |\/x]:

p < X; res < 0;

while p>0 do
while (res+p)> <z do res < res+p;
p < [p/2];

done

output res;
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11.4 Dynamicky algoritmus

Klicovou myslenkou dynamickych algoritmi je rozklad problému na podproblémy, je-
jichZ ¥eSeni jsou postupné ukldddna pro daldi mozné pouZiti. Metoda je obzvlasté
vhodna v pfipadech, kdy rozloZené poddlohy si jsou podobné a mohou se opakovat.

Metoda 11.14. Dynamicky vypocet viech nejkratSich cest
mezi vrcholy v grafu G na mnoZiné vrchold V (G) = {vp,v1,...,on-1}.

o Na podatku necht d[i,j] uddva 1 (pfipadn& vahu—délku hrany {v;,v;}),
nebo oo pokud hrana mezi i, j neni.

e Po kroku t > 0 necht plati, e d[i,j] uddva délku nejkratdi cesty mezi
v;, vj, ktery uZivd pouze vnit¥ni vrcholy z mnoZziny {vg, vi,...,v—1}.

e P¥i prechodu z kroku ¢ na nasledujici krok ¢ 4+ 1 upravujeme vzdélenost
pro kazdou dvojici vrcholil v;, v; — jsou vidy pouhé dvé moZnosti:
* Bud je cesta délky d[i, j] z predchoziho kroku ¢ stéle nejlepsi (tj. nov&
povoleny vrchol v; ndm nepomize),
[

* nebo cestu vylep$ime spojenim ptes nové povoleny vrchol v, &imZ

ziskdme mensi vzddlenost d[i,t]+d[t,j] —dl[i,j].

e Po N krocich tprav je vypodet hotov.
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Vypocet nejkratSich cest

Alternativné si zapiSeme postup této metody aZ prekvapivé kratkym symbo-
lickym algoritmem:

Algoritmus 11.15. Vypocet vSech nejkratsich cest; Floyd—Warshall

input ’Pole d[,] délek hran (nebo o) grafu G’ ;

foreach t « 0,1,...,N—1 do
foreach i<« 0,1,...,.N—-1, j«0,1,...,N—1 do
d[i,j] <« min(d[i,jl, dli,tl+d[t,j]1);
done
done
output ’Matice vzdalenosti dvojic d[,]7;

Poznamka: V implementaci pro symbol oo pouZijeme velkou konst., tfeba MAX_INT/2.

Petr Hlinény, FI MU Brno, 2013 FI: IB000: Pokrotilé algoritmy



foreach t « 0,1,...,N—1 do
foreach i+ 0,1,...,N—1, j«0,1,...,N—1 do
dli,jl < min(d[i,j], dli,t]+d[t,]j]);
done
done

Véta 11.16. Algoritmus 11.15 v poli d[i,j] spravné vypoclte vzddlenost mezi
kaZdou dvojici vrcholi v;, v;.

Dukaz povedeme matematickou indukci podle ¥idici proménné ¢ cyklu. Baze je
snadnd — na pocatku kroku ¢ = 0 uddvd d[i,j] vzdalenost mezi v; a v; po
cestach, které nemaji vnit¥ni vrcholy (tj. pouze pfipadn& existujici hranu).

P¥ejdeme-li na krok ¢+ 1, musime urcit nejkratsi cestu P mezi v; a v; takovou,
Zze P pouZiva (mimo v;, v;) pouze vrcholy {vg, v1,...,v:}. Tuto nejkrat3i cestu
P si hypoteticky predstavme: Pokud v, & V (P), pak d[i, j] jiZz uddva spravnou
vzdalenost. Jinak v; € V(P) a oznatime P; podcestu v P od po&atku v; do
vy a obdobné& P podcestu od v; do konce v;. Podle induk&niho pfedpokladu je
pak délka P rovna d[i,t]+d[t,]j].

V kroku t = N jsme hotovi se viemi vrcholy. O
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