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3 Množiny, množinové operace3 Množiny, množinové operace

V p̌rehledu matematických formalismů informatiky se v této lekci zamě̌ŕıme na prvńı
základńı

”
datový typ“ matematiky, tj. na množiny. O množinách jste sice zajisté slyšeli

už na základńı škole, ale podstatou našeho p̌redmětu je uvést pověťsinou neformálně
známé pojmy na paťričnou formálńı úroveň nutnou pro teoretické základy informatiky.

✷

Stručný p̌rehled lekceStručný p̌rehled lekce

* Uvedeńı množin a operaćı množinového kalkulu.

* Uspǒrádané k-tice a kartézský součin.

* Porovnáváńı a určeńı množin. Princip inkluze a exkluze.

* Posloupnosti a rekurentńı vztahy.
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3.1 Pojem množiny3.1 Pojem množiny

Co je vlastně množina?✷
Na tuto otázku bohužel neńı zcela jednoduchá odpověd’. . .

• Naivńı pohled:
”
Množina je soubor prvk̊u a je svými prvky plně určena.“✷

• Př́ıklady zápisu množin ∅, {a, b}, {b, a}, {a, b, a}, {{a, b}},
{∅, {∅}, {{∅}}}, {x | x je liché přirozené č́ıslo}.
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Co je ale pak prvek?

✷

Tady pozor, pojem prvku sám o sobě nemá matematický význam, svého
významu totiž nabývá pouze ve spojeńı

”
být prvkem množiny“. Prvky množiny

tak může být cokoliv, mimo jiné i daľśım množiny. ✷

Relativitu významu vztahu
”
prvek–množina“ si můžeme přibĺıžit ťreba na

vztahu
”
podř́ızený–nadř́ızený“ z běžného pracovńıho života. Tam také nemá

smysl jen ř́ıkat, že je někdo podř́ızeným, aniž řekneme také jeho nadř́ızeného.
Přitom i vedoućı je někomu ještě podř́ızený a naopak i ten posledńı podř́ızený
pracovńık může být pánem ťreba svého psa. Podobně je tomu s množinou jako

”
nadř́ızenou“ svých prvk̊u. ✷

Ale přece jenom. . . v dobře definovaném kontextu lze (omezeně) mluvit
o prvćıch jako samostatných entitách. Formálně se např́ıklad jedná o prvky

pevně dané nosné množiny.
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Značeńı množin a jejich prvk̊u:

• x ∈ M
”
x je prvkem množiny M“,

• ∅ je prázdná množina {}. ✷

Některé vlastnosti vztahu
”
být prvkem“ jsou

• a ∈ {a, b}, a 6∈ {{a, b}}, {a, b} ∈ {{a, b}}, ✷a 6∈ ∅, ∅ ∈ {∅}, ∅ 6∈ ∅,✷

• rovnost množin dle prvk̊u {a, b} = {b, a} = {a, b, a}, {a, b} 6= {{a, b}}.✷

Značeńı: Počet prvk̊u (mohutnost) množiny A zapisujeme |A|.

• |∅| = 0, |{∅}| = 1, |{a, b, c}| = 3, |{{a, b}, c}| = 2.
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Jednoduché srovnáńı množin

Vztah
”
být prvkem množiny“ přirozeně nám podává i způsob porovnáváńı

množin mezi sebou. Jedná se o kĺıčovou část teorie množin.

Definice: Množina A je podmnožinou množiny B, právě když každý prvek A

je prvkem B. Ṕı̌seme A ⊆ B nebo obráceně B ⊇ A.

Ř́ıkáme také, že se jedná o inkluzi. ✷

• Plat́ı {a} ⊆ {a} ⊆ {a, b} 6⊆ {{a, b}}, ∅ ⊆ {∅},

• A ( B právě když A ⊆ B a A 6= B (A je vlastńı podmnožinou B).✷

Z naivńı definice množiny pak př́ımo vyplývá následuj́ıćı:

Definice: Dvě množiny jsou si rovny A = B právě když A ⊆ B a B ⊆ A.

• Podle naivńı definice jsou totiž množiny A a B stejné, maj́ı-li stejné prvky.✷

• Důkaz rovnosti množin A = B má obvykle dvě části:
Odděleně se dokáž́ı inkluze A ⊆ B a B ⊆ A.
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Ukázky nekonečných množin

Značeńı: Běžné č́ıselné množiny v matematice jsou následuj́ıćı

∗ N = {0, 1, 2, 3, . . . } je množina přirozených č́ısel,

∗ Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . . } je množina celých č́ısel,

∗ Z+ = {1, 2, 3, . . . } je množina celých kladných č́ısel,

∗ Q je množina racionálńıch č́ısel (zlomk̊u).

∗ R je množina reálných č́ısel. ✷

Tyto uvedené č́ıselné množiny jsou vesměs nekonečné, na rozd́ıl od konečných množin
uvažovaných v p̌redchoźım

”
naivńım“ pohledu. ✷

Pojem nekonečné množiny se p̌ŕımo v matematice objevil až teprve v 19. stolet́ı a
bylo s ńım spojeno několik paradox̊u ukazuj́ıćıch, že naivńı pohled na teorii množin pro
nekonečné množiny nedostačuje. My se k problematice nekonečných množin, Kantorově
větě a Russelově paradoxu vrát́ıme v závěru našeho p̌redmětu v Lekci 12.
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3.2 Množinové operace3.2 Množinové operace

Základńı operace

Definice 3.1. Sjednoceńı ∪ a pr̊unik ∩ dvou množin A,B definujeme

A ∪B = {x | x ∈ A nebo x ∈ B}✷ ,

A ∩B = {x | x ∈ A a současně x ∈ B} .✷

A ∪B A ∩B

• Př́ıklady {a, b, c} ∪ {a, d} = {a, b, c, d}, {a, b, c} ∩ {a, d} = {a}. ✷

• Vždy plat́ı
”
distributivita“ A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

a A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)
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• a také
”
asociativita“ A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C (stejně pro ∪)

a
”
komutativita“ A ∩B = B ∩A (stejně pro ∪).

Definice: Pro libovolný počet množin indexovaných pomoćı I rozš́ı̌reně

⋃

i∈I
Ai = {x | x ∈ Ai pro nějaké i ∈ I}✷ ,

⋂

i∈I
Ai = {x | x ∈ Ai pro každé i ∈ I} .✷

• Necht’ Ai = {2 · i} pro každé i ∈ N. Pak
⋃

i∈NAi je množina všech sudých
přirozených č́ısel.✷

• Necht’ Bi = {x | x ∈ N, x ≥ i} pro každé i ∈ N. Pak
⋂

i∈NBi = ∅.
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Množinový rozd́ıl

Definice 3.2. Rozd́ıl \ a symetrický rozd́ıl ∆ dvou množin A,B definujeme

A \B = {x | x ∈ A a současně x 6∈ B}✷ ,

A∆B =
(

A \B
)

∪
(

B \A
)

.✷

A \B A∆B

• Př́ıklady {a, b, c} \ {a, b, d} = {c}, {a, b, c}∆{a, b, d} = {c, d}. ✷

• Vždy plat́ı např́ıklad A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C) apod.✷

Definice: Pro libovolný počet množin indexovaných pomoćı konečné I

∆i∈I Ai = {x | x ∈ Ai pro lichý počet i ∈ I} .
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Definice: Necht’ A ⊆ M . Doplněk A vzhledem k M je množina A = M \ A.

• Jedná se o poněkud specifickou operaci, která muśı být vztažena vzhledem
k nosné množině M !
Je-li M = {a, b, c}, pak {a, b} = {c}. Je-li M = {a, b}, pak {a, b} = ∅. ✷

• Vždy pro A ⊆ M plat́ı A = A (
”
dvoj́ı“ doplněk). ✷

• Vždy pro A,B ⊆ M plat́ı A ∪B = A ∩B a A ∩B = A ∪B.
(Viz Vennovy diagramy.)
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Uspǒrádané dvojice a kartézský součin

Definice: Uspǒrádaná dvojice (a, b) je zadána množinou {{a}, {a, b}}.✷

Fakt: Plat́ı (a, b) = (c, d) právě když a = c a současně b = d.✷

• Co je podle definice (a, a)? ✷ (a, a) = {{a}, {a, a}} = {{a}, {a}} =
{{a}}.✷

Definice 3.3. Kartézský součin dvou množin A,B definujeme jako
množinu všech uspǒrádaných dvojic ze složek z A a B

A×B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B} .

✷

• Př́ıklady {a, b} × {a} = {(a, a), (b, a)},
{c, d} × {a, b} = {(c, a), (c, b), (d, a), (d, b)}.✷

• Plat́ı ∅ ×X = ∅ = X × ∅ pro každou množinu X. ✷

• Jednoduchá mnemotechnická pomůcka ř́ıká |A×B| = |A| · |B| .
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Skládáńı součinu

Definice: Pro k ∈ N, k > 0 definujeme uspǒrádanou k-tici (a1, · · · , ak) ind.

– (a1) = a1,

– (a1, · · · , ai, ai+1) = ((a1, · · · , ai), ai+1).✷

Fakt: Plat́ı (a1, · · · , ak) = (b1, · · · , bk) právě když ai = bi pro každé 1 ≤ i ≤ k.✷

Definice kartézského součinu v́ıce množin: Pro každé k ∈ N definujeme

A1 × · · · ×Ak = {(a1, · · · , ak) | ai ∈ Ai pro každé 1 ≤ i ≤ k} .✷

• Např́ıklad Z3 = Z× Z× Z = {(i, j, k) | i, j, k ∈ Z}.

• Co je A0?✷ {∅}, nebot’ jediná uspǒrádaná 0-tice je právě prázdná ∅.

Poznámka : Podle uvedené definice neńı součin asociativńı, tj. obecně nemuśı platit,
že A× (B × C) = (A×B)× C.✷

V matematické praxi je někdy výhodněǰśı uvažovat upravenou definici, podle ńıž součin
asociativńı je. Pro účely této p̌rednášky neńı podstatné, k jaké definici se p̌riklońıme.
Prezentované definice a věty

”
funguj́ı“ pro obě varianty.
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Potenčńı množina

Definice 3.4. Potenčńı množina množiny A,
neboli množina všech podmnožin, je definovaná vztahem

2A = {B | B ⊆ A} .

✷

• Plat́ı např́ıklad 2{a,b} = {∅, {a}, {b}, {a, b}},

• 2∅ = {∅}, 2{∅,{∅}} = {∅, {∅}, {{∅}}, {∅, {∅}}},

• 2{a}×{a,b} = {∅, {(a, a)}, {(a, b)}, {(a, a), (a, b)}}.✷

Věta 3.5. Počet prvk̊u potenčńı množiny splňuje |2A| = 2|A|.✷

Důkaz: Stručně indukćı podle |A|: Pro A = ∅ plat́ı |2A| = |{∅}| = 1.

Pro každý daľśı prvek b 6∈ A rozděĺıme všechny podmnožiny A∪{b}
”
napolovic“

na ty neobsahuj́ıćı b a na ty obsahuj́ıćı b, tud́ıž

∣

∣2A∪{b}
∣

∣ = 2 ·
∣

∣2A
∣

∣ = 2|A|+1 = 2|A∪{b}| .
✷
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3.3 Porovnáváńı a určeńı množin3.3 Porovnáváńı a určeńı množin

Věta 3.6. Pro každé dvě množiny A,B ⊆ M plat́ı A ∪B = A ∩B. ✷

Důkaz v obou směrech rovnosti.

• A ∪B ⊆ A ∩B: ✷

∗ Pro x ∈ M plat́ı x ∈ A ∪B, právě když x 6∈ A ∪B, neboli když zároveň
x 6∈ A a x 6∈ B.

∗ To znamená x ∈ A a zároveň x ∈ B, z čehož vyplývá požadované
x ∈ A ∩B. ✷

• A ∪B ⊇ A ∩B:

∗ Pro x ∈ M plat́ı x ∈ A∩B, právě když x ∈ A a zároveň x ∈ B, neboli
když zároveň x 6∈ A a x 6∈ B. ✷

∗ To znamená x 6∈ A ∪B, z čehož vyplývá požadované x ∈ A ∪B.

✷
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Věta 3.7. Pro každé ťri množiny A,B,C plat́ı

A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C) .✷

Důkaz (viz ilustračńı obrázek).

• A \ (B ∩ C) ⊆ (A \B) ∪ (A \ C):

∗ Je-li x ∈ A \ (B ∩C), pak x ∈ A a zároveň x 6∈ (B ∩ C),
neboli x 6∈ B nebo x 6∈ C.

∗ Pro prvńı možnost máme x ∈ (A \B), pro druhou x ∈ (A \ C).✷

• Naopak A \ (B ∩ C) ⊇ (A \B) ∪ (A \ C):

∗ Je-li x ∈ (A \B) ∪ (A \ C), pak x ∈ (A \B) nebo x ∈ (A \ C).

∗ Pro prvńı možnost máme x ∈ A a zároveň x 6∈ B,
z čehož plyne x ∈ A a zároveň x 6∈ (B ∩C), a tud́ıž x ∈ A \ (B ∩C).✷

∗ Druhá možnost je analogická.
✷



Petr Hliněný, FI MU Brno, 2014 16 / 21 FI: IB000: Množiny, množinové operace

Charakteristický vektor (pod)množiny

V př́ıpadech, kdy všechny uvažované množiny jsou podmnožinami nějaké
konečné nosné množiny X, což neńı neobvyklé v programátorských aplikaćıch,
s výhodou využijeme následuj́ıćı reprezentaci množin.

Definice: Mějme nosnou množinu X = {x1, x2, . . . , xn}. Pro A ⊆ X definu-
jeme charakteristický vektor χA jako

χA = (c1, c2, . . . , cn), kde ci = 1 pro xi ∈ A a ci = 0 jinak.✷

• Plat́ı A = B právě když χA = χB .

• Množinové operace jsou realizovány
”
bitovými funkcemi“

sjednoceńı ∼ OR, pr̊unik ∼ AND, symetrický rozd́ıl ∼ XOR.
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Princip inkluze a exkluze

Tento důležitý a zaj́ımavý kombinatorický princip je někdy také nazýván
”
princip

zapojeńı a vypojeńı“.

Věta 3.8. Počet prvk̊u ve sjednoceńı dvou či ťŕı množin spoč́ıtáme:

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|

|A ∪B ∪C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |A ∩C| − |B ∩C|+ |A ∩B ∩C|✷

A
1× 2× 1×

B

A

C

B

Všimněte si, že větu lze stejně tak využ́ıt k výpočtu počtu prvků v pr̊uniku množin. . .
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Př́ıklad 3.9. Z 1000 televiźı jich p̌ri prvńı kontrole na výrobńı lince má 5 vadnou

obrazovku, 10 je poškrábaných a 12 má jinou vadu. Přitom 3 televize maj́ı současně

všechny ťri vady a 4 jiné jsou poškrábané a maj́ı jinou vadu.

Kolik televiźı je celkem vadných? ✷

Řešeńı: Dosazeńım |A| = 5, |B| = 10, |C| = 12, |A ∩B ∩ C| = 3, |A ∩ B| = 3 + 0,
|A ∩ C| = 3 + 0, |B ∩ C| = 3 + 4 do Věty 3.8 zjist́ıme výsledek 17. ✷ ✷

Poznámka . Jen stručně, bez důkazu a bližš́ıho vysvětleńı, si uvedeme obecnou formu
principu inkluze a exkluze:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

n
⋃

j=1

Aj

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
∑

∅6=I⊆{1,...,n}

(−1)|I|−1 ·

∣

∣

∣

∣

∣

⋂

i∈I

Ai

∣

∣

∣

∣

∣

(Jeho znalost nebude v p̌redmětu vyžadována.)
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3.4 Posloupnosti a rekurentńı vztahy3.4 Posloupnosti a rekurentńı vztahy

Definice: Uspǒrádaná k-tice je také nazývána konečnou posloupnost́ı délky k.

• Nekonečná posloupnost zobecňuje toto pojet́ı na
”
nekonečná“ k. ✷

• Nekonečná posloupnost p je zobrazeńım z N do svého oboru hodnot.

• Mimo
”
funkčńıho“ zápisu p(n) často použ́ıváme

”
indexovou“ formu pn.✷

Poznámka : Oborem hodnot posloupnosti obvykle bývá nějaká č́ıselná množina, ale
může to být i jakákoliv jiná množina. ✷

Také def. obor posl. může zač́ınat od nuly nebo i od jedničky, jak je v aplikaćıch poťreba.

• Př́ıklady posloupnost́ı:

∗ p0 = 0, p1 = 2, . . . , pi = 2i, . . . je posloupnost sudých nezáporných č́ısel.✷

∗ 3, 3.1, 3.14, 3.141, . . . je posloupnost postupných dekadických rozvoj̊u π.

∗ 1, −1, 1, −1, . . . je posloupnost určená vztahem pi = (−1)i, i ≥ 0. ✷

∗ Pokud chceme stejnou posloupnost 1, −1, 1, −1, . . . zadat jako qi, i ≥ 1, tak
ji urč́ıme vzorcem qi = (−1)i−1.
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Rekurentńı definice posloupnosti

Slovem rekurentńı označujeme takové definice (či popisy), které se v jistých
bodech odvolávaj́ı samy na sebe.

(Už jste se setkali s
”
rekurźı“ při programováńı? A v́ıte, co znamená?) ✷

Ukázky rekurentńıch vztah̊u:

• Zadáme-li posloupnost pn vztahy p0 = 1 a pn = 2pn−1 pro n > 0, pak
plat́ı pn = 2n pro všechna n. ✷

• Obdobně můžeme zadat posloupnost qn vztahy q1 = 1 a qn = qn−1 + n

pro n > 1. Potom plat́ı qn = 1

2
n(n+ 1) pro všechna n.

Uměli byste toto dokázat indukćı? ✷

• Známá Fibonacciho posloupnost je zadaná vztahy f1 = f2 = 1 a fn =
fn−1 + fn−2 pro n > 2.
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Př́ıklad 3.10. Posloupnost f je zadaná rekurentńı definićı

f(0) = 3 a f(n+ 1) = 2 · f(n) + 1

pro všechna p̌rirozená n. Určete hodnotu f(n) vzorcem v závislosti na n. ✷

Řešeńı: V prvńı fázi řešeńı takového p̌ŕıkladu muśıme nějak
”
uhodnout“ hledaný vzorec

pro f(n). Jak? Zkuśıme vypoč́ıtat několik prvńıch hodnot a uvid́ıme. . .

f(1) = 2 · f(0) + 1 = 2 · 3 + 1 = 7

f(2) = 2 · f(1) + 1 = 2 · 7 + 1 = 15

f(3) = 2 · f(2) + 1 = 2 · 15 + 1 = 31

f(4) = 2 · f(3) + 1 = 2 · 31 + 1 = 63✷

Nep̌ripoḿınaj́ı nám tato č́ısla něco? Co ťreba posloupnost 8−1, 16−1, 32−1, 64−1. . . ?
Bystrému čtená̌ri se již asi podǎrilo uhodnout, že půjde o mocniny dvou sńıžené o 1.
Přesněji, f(n) = 2n+2

− 1. ✷

Ve druhé nesḿıme ale zapomenout správnost našeho
”
věštěńı“ dokázat, nejlépe matem-

atickou indukćı podle n. ✷


