8. cviceni: Pumping lemma pro bezkontextové jazyky, zasobnikové
automaty, nedeterministicka syntakticka analyza

Priklad 7.15. Jednu odrazku udélejte peclivé, v dalsich se soustfed'te jen na to podstatné.
Dokazte, ze nasledujici jazyky nejsou bezkontextové

a) L ={wcw | w € {a,b}*}
b) L ={a"b"c" | n > 1}
c) L={a"bmc"d™ | n,m > 1}
Jazyk L = {wcw | w € {a,b}*} neni bezkontextovy

Diikaz. Dtkaz vedeme s pomoci obmeény lemmatu o vkladani pro bezkontextové jazyky.

Necht n € N je libovolné, ale nadale pevné. Zvolime z = a™b"ca™b™, pak jisté z € L a |z| > n. Uvazujeme
libovolné rozdéleni tvaru z = wvwzy, kde |[vwz| < n a vx # g, pro tvar va mohou nastat nasledujici

pripady:

1. vz padle do prvni poloviny slova, pfed ¢, pak stac¢i zvolit ¢ = 0: jisté odebereme néjaké a nebo b z
prvni poloviny a tedy vysledek nepatii do L (prvni ¢ast je kratsi nez druha)

2. vx padne ,pres stfed” slova:

(a) ¢ je podslovem vz: pro volbu i = 0 dostavame slovo bez ¢, tedy nepatii do L

(b) jinak, pro volbu ¢ = 0: odebereme néjaka b z prvni ¢asti slova nebo n&jaka a z druhé, a tedy
slovo nebude patfit do L, nikdy vSak nemuze nastat, Ze bychom odebrali zaroveii a z prvni i
druhé ¢asti (nebo b z obou), protoze mezi mini je n + 1 jinych znaka a |[vwz| < n

3. vz padle do druhé poloviny slova (za ¢), zvolime i = 0: druha Gast je kratsi
Ve vech moznych rozdélenich jsme dostali uviwa'y ¢ L a tedy L neni bezkontextovy. O

Vysvétlit pro¢ a™ca™ nesta¢i (problém v 2b).

Jazyk L = {a™b"c" | n < 1} neni bezkontextovy:
Diikaz. n € N libovolné, volime z = a™b"c¢™ € L, je delsi nez n. Rozdéleni z = wowzy, [vwz| < n,vx # &:
1. vx padne do acek: i = 0 rozbijeme pocet a vzhledem k b
2. vx padne na prelom ab: ¢ = 0 rozbijeme pocet a a b vzhledem k ¢
3. vx padne do béek: ¢ = 0 rozbijeme pocet b vzhledem k a
4. vx padle na prelom bc: ¢ = 0 rozbijeme pocet b a ¢ vzhledem k a
5. vx padne do ccek: ¢ = 0 rozbijeme pocet ¢ vzhledem k a

Zadné rozdeleni kdy by mohla byt viechna 3 pismena v vz neni, protoZe |[vwz| < n, tedy mame v8echna
rozdéleni.
Ve v8ech piipadech jsme dostali uvtwz'y ¢ L a tedy L neni bezkontextovy. O

Jazyk L = {a"b™c™d™ | n,m < 1} neni bezkontextovy:



Diikaz. n € N libovolné, volime z = a™b™c"d™ € L, |z| > n.
Idea: kdykoli tam mame a nebo c tak rozbijeme jejich vztah a kdykoli tam méame b nebo d tak
rozbijeme to, nemiZeme tam mit oboji (a a ¢, nebo b a d) najednou, protoze [vwz| < n... O

Priiklad 8.1. Zminte prosim, Ze byl definovan pojem krok vgpoctu, ale pojem vgpocet pro PDA definovan
nebyl. Lze si predstavit hned nékolik definic, které kromé zjevnych pozadavki spliuji i tyto:

1. Musi se precist cely vstup. V tom pfipadé by v piikladu existoval jen 1 vypocet.
2. Musi se Cist ,,dokud to lze“. V tomto pfipadé existuji 4 vypocty.

3. Staci precist libovolnou ¢ast vstupu. V tom piipadé je vypoctu hodné.

Dany ZA A = ({qo,q1,92,93,94},{a,b,c,d},{Z, A}, 0,q0, Z,{qs})
6(qO,CE,Z) = {(quAZ)} (q07a A) - {(quAA)}
8(qo,b, A) = {(q1,€)} 5(q1,b,4) ={(q1,€)}

5(‘1176714) = {(QQ,A) (Q37 )} 5((] ) {(q2 )}
3(gs,d, A) = {(gs,€)} 5((12,6 Z) ={(qs, 2)}
3(gz 6, Z) = {(qa, 2)}

e Nacrtnéte stavovy diagram ZA A.
e Naznacte 4 riizné vypocty na vstupu a*b?c (staci na obrazku).

e Popiste jazyk L(A).

Zésobnik se znad¢i s vrcholem vlevo.

stavovy diagram, vypoéty na a*b?

g — L > g AZ — L s AAZ — L s G AAAZ — L s g AAAAZ — L s .

c

9 € I3 € 5 3
Q7 0 @pAZ - q@AAZ - G AAAZ e
€
quZ z q3Z P q3AZ <d— Q3 AAZ <d— gz AAAZ <d—

Intuice k pfechodové funkci:

V go pod a pridavame A, pod b se presuneme do ¢; a odebirame A (musi byt alespoii jedno A na zasobniku,
tedy alespoii jedno a preGteno. V ¢ ¢teme b a odebirame A, nanejvis o 1 b méné neZ bylo a, miZzeme
prejit bez ¢teni a zmény zasobniku do ¢o, g3. V ¢2 ¢teme ¢ a odebirame A, tedy nacteme nejvyse tolik ¢



kolik zbyva A na zésobniku, kdyZ odstranime vSechna A prejdeme do q4. V g3 totéz jako v ¢o, jen ¢teme
d. g4 necte nic, jen akceptuje (pokud jsme na konci slova). Celkem musi ve slové byt alesponi jedno b a

alespoil jedno z c,d, a proto v ném musi byt alesponr dvé a.
Tedy L = {a"bFc" % |n1 <k <n—-1}U{a"b*d"*|1<k<n-1}.

Piiklad 8.3. Udslejte pofadné aspon dvé odrazky véetné c). Konstruujte ZA (akceptujici konco-

vym stavem nebo prazdnym zasobnikem) pro jazyky:
a) L={a'V |i#j,4,j>0}

b) L={w]|w e {a,b}*; w=wl}

¢) L={a*b*"|n>1}

d) L={a*"*2>""1|n>1}

) L={w|we{abc}"#a(w) =#p(w)}
f) L={wlwe{abc};#a(w) # #p(w)}
g) L={a"V |1<j<k<2j}

h) L = {a"T™"pmTPcPT | m p,n > 1}

i) L={a'¥c |i,j>1}yU{ad®vFc™ | k,m > 1}

j) L ={d*ba*b...ba* |[r>1, k; >1(i=1,...,r; existuje p,s:p # s,k, = ks)}

feSeni:

a) A= ({q,9, 9, w},{a,b},{Z, A}, 0,91, Z,{qa, v }) akceptuje akceptujicim stavem. V ¢; nacitame a a
zapamatovavame jejich pocet. V ¢o nacitdme b a odecitdme ze zapamatovaného poctu a. g, je stav
kam se dostaneme, pokud je b vice, neZ a (a miZeme stale pfidavat b). ¢, znaci, Ze a je vice nez b, ale

protoZe uz jsme mohli nacist néjaka b, nemtizeme nacist dalsi a.

0(q1,a,Z) = {(q1,AZ)} 6(q2,b,Z) = {(a, Z)} 6(av, b, 2) = {(a, Z
6(q1,a,A) = {(q1, AA)} 6(g2,b,A) = {(g2,)}

6(q1,b,Z) = {(a, Z)} 6(q2,6,A) = {(¢a; A)}

5(q1,b A) = {(g2,¢)}

5(qu,e, A)—{(qm a)}

Bylo by dobré zdtraznit, ze automat muze obsahovat nedeterminismus i pokud jsou vSechny mnoziny

v pfechodech nejvyse jednoprvkové.

¢) Budeme na zasobniku pocitat acka. Za kazdé 3 acka budeme oéekavat 2 bcka, nékolik FeSeni:

1. pridat 2 X na zasobnik za kazdé a, odebrat 3 X za kazdé b

A= ({Qaa Qb,qZXaqu}a {aa b}7 {ZvX}7 57 qa, Z7®)

akceptuje prazdnym zasobnikem

6(¢ara,Z) = {(¢a, XX Z)} 6(qv, b, X) = {(q2x,)}

6(4a,a, X) = {(¢a, XX X)} 0(gex,&,X) = {(q1x,¢)}

6(¢as 0, X) = {(g2x,¢)} 5(q1x,e, X) = {(qv,€)}
6(qv, e, Z) = {(av,€)}

Pozndka: Zasobnikovy automat (nerozsifeny) nemiZe pfedist, a tedy ani smazat, vice nez 1 znak
ze zésobniku v jednom kroku, proto potfebujeme pomocné stavy gax a qix které slouzi jen k
odmazani dalsich 2 X ze zasobniku.



2. pridat 2 X na zasobnik za kazdé 3 a, odebrat 1 za b
3. pfidat 1 X na zasobnik za kazd4 3 a, odebrat 1 za kazd4a 2 b (ukoncit na¢itani acek a zacit s beky

pak umoZznime jen pokud je pocet a délitelny 3 a zaroven jsme jiz vidéli n&jaka acka)

A/ = ({qa07 Gal;9a2; 90, b1, qacc}7 {aa b}a {Z7 X}u 57 4a0, Z7 {qacc})

Akceptuje akceptujicim stavem.

={( )} 6(qw0, 0, A) = {(qs1, A)}
( ={( )} 6(qv1,b, A) = {(qwo, )}
5(%17@ Z) = {(qa2, 2)} 5(qv0,€5 Z) = {(qace,€)}
= {(qa2, 4)}
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Priklad 8.6. Analyzu provadéjte na slové ababaa.
Pro danou G navrhnéte (rozsifeny) ZA, ktery provadi syntaktickou analyzu:

a) shora dolt,
b) zdola nahoru.

V obou pfipadech provedte analyzu slova ababaa.
G =({S, A, B}{a,b},P,S), kde
P={S — ¢ | abSA,

A — AaB | aB | a,

B — aSS | bA }

Shora dolu

e simuluje levou derivaci

e jediny stav g, akceptuje prazdnym zésobnikem

e zasobnikova abeceda jsou terminély i neterminély gramatiky

e za kazdé pravidlo tvaru A — « v gramatice pfidame (g, «) do 6(q, e, A)
e pro kazdy terminal a € ¥ pfidame prechod 6(q,a,a) = {(q,€)}

e zaciname s kofenovym neterminédlem na zasobniku

e gramatika stiidavé ,,expanduje pravidla na zésobniku* a ,kontroluje, Zze pismeno na vrcholu zasob-
niku sedi se vstupem“

M= ({q}v {aa b}v {av ba Sv Aa B}75,Q7 Sv Q))

akceptuje prazdnym zésobnikem

6(q,¢,58) = {(q,¢), (¢,abSA)} (g, a,a) ={(g,¢)}
6(q,e, A) = {(¢q, AaB), (¢q,aB), (¢,a)} (g, b,0) = {(g,€)}
3(q,¢, B) = {(q,a55), (q,bA)}

Analyza ababaa:



Nejprve vytvorime deriva¢ni strom:

a

S

TN

b

AN,
|

a

Analyzator shora dold bude realizovat levou derivaci, tedy

S = abSA = ababSAA = ababAA = ababaA = ababaa

Pravidla tedy musime na zasobniku expandovat v tomto pofadi (je vSak mozZné expandovat netermindal
jediné pokud se nachazi na vrcholu zasobniku, jinak musime ¢&ist ze vstupu a tim ,,zkontrolovat® terminéal
na zasobniku).

(q, ababaa, S) ls=epga (¢, ababaa, abSA) I* (g, babaa, bS A) u (q,abaa, SA) ls=epgx (¢, abaa, abSAA)

(g, baa, bSAA) > (g, aa, SAA) ts5= (g, aa, AA) b5z (g, aa, aA)
(g, a, A) b5 (g, a,a) 1 (g,2,€)

Akceptovali jsme. Symboly na odvozovaci relaci jsou jen pomocné, nahote uvadime znak vstupu, ktery
se nacetl, dole pfipadné pravidlo, jehoZ expanze probéhla.

Zdola nahoru

simuluje pravou derivaci v obraceném poradi
roz&ifeny PDA, zasobnik piseme obracené (vrchol vpravo)

zésobnikova abeceda jsou terminaly, neterminaly a specialni symbol | umoziujici ndm poznat dno
zésobniku

mé dva stavy g, kde probiha vypocet, a r, ktery slouzi jen k akceptovani
pro kazdy terminal a € ¥ pridame do pfechodové funkce (g, a,¢) = {(q,a)}
pro kazdé pravidlo A — « pfidame do (g, &, ) dvojici (g, A)

speciélni pravidlo 6(g, e, LS) = {(r, &)} slouzi k akceptovani (pokud vstup nebyl do¢ten automat se
zasekne)

automat stfidavé ,pfesouvé znaky ze vstupu na zasobnik®“ a ,,provadi redukci pravidel gramatiky
na zasobniku z jejich pravé strany na levou*

R = ({q,7},{a,b},{a,b,S, A, B, L},d,q, L,{r})

Rozsiteny PDA akceptuje vzdy akceptujicim stavem. Pozor, vrchol zéasobniku je v analyze zdola nahoru



otocen vpravo.

6(g.e,¢) ={(g;9)} (g, a,e) = {(g,a)}

6(g,€,abSA) = {(q,5)} (g, b,e) = {(q,b)}

d(q,e, AaB) = {(q, A)} 6(q,e,L8) = {(r,e)}
6(g,e,aB) = {(q, A)}
6(g.e.a) ={(q,4)}
6(g,€,a55) = {(¢, B)}
(g, e,04) ={(q, B)}

Pravidla redukuji vétnou formu na zasobniku. Pokud se néjaka prava strana v gramatice objevuje opa-
kované, pak ji musi odpovidat jedno pravidlo s vice moznostmi prechodu.

Analyza ababaa:

Nejprve vytvofime deriva¢ni strom:

S

a/b/ \A
AN
|

a

Ze stromu odvodime, Ze prava derivace naseho slova je
S = abSA = abSa = ababSAa = ababSaa = ababaa

Analyzator bude tuto derivaci realizovat v opaném pofadi a to vzdy na vrcholu zasobniku (tj. napfiklad

S — € musime provést v okamziku, kdy méme nactené abab, protoze S touto redukei pfidame na vrchol
zasobniku).

(q, ababaa, 1) * (¢, babaa, La) u (q, abaa, Lab) I* (¢, baa, Laba) a (¢, aa, Labab)
55z (g a0, LababS) I (¢, a, LababSa) sy (g, a, LababSA) bs=psr (g, a, Labs)
(€, LabSa) k55 (g.¢, LabSA) fs=apsa (¢.¢, LS) faee (7,€,¢)

Akceptovali jsme. Opét plati, Ze symboly na odvozovaci relaci jsou jen pomocné, nahoie uvadime znak
vstupu, ktery se nacetl, dole pfipadné pravidlo, jehoZ redukce probéhla.



