Turinglv stroj — syntaxe

Definice. (Deterministicky) Turingav stroj (Turing Machine, TM) je
devitice M = (Q, X, T, >, U, 0, Go, Qacc, Grej), kde

Q je kone¢na mnozina, jejiz prvky nazyvame stavy,

Y je kone€na mnozina, tzv. vstupni abeceda,

> € [\ X je leva koncova znacka,
L e T\ X je symbol oznaCujici prazdné policko,

01 (Q~{Qacc, Qrej}) x T — QxT x{L,R}
je totalni prechodova funkce,

[ ]
[ ]
m [ je koneCna mnozina, tzv. pracovni abeceda, > C T,
[ ]
[ ]
[ ]

B gp € Q je pocatecni stav,
B Gacc € Q je akceptujici stav,
B gy € Q je zamitajici stav.
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Dale pozadujeme, aby pro kazdé g € Q existoval p € Q takovy, ze
5(q,>) = (p,>, R) (1j. > nelze pfepsat ani posunout hlavu za okraj pasky).

Oznaceni. LY =puuuuy...

Definice. Konfigurace Turingova stroje je trojice
(9,z,n) € Qx {yl” |y e "} x Ny, kde

m g je stay,

m yL ¥ je obsah pasky,

m n znaci pozici hlavy na pasce.

Pocatecni konfigurace pro vstup w € £* je trojice (qo, >wL“, 0).
Akceptujici konfigurace je kazd4 trojice tvaru (Qacc, Z, n).
Zamitajici konfigurace je kazda trojice tvaru (gyej, Z, n).
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Vypocet Turingova stroje

Oznaceni. Pro libovolny nekonecny fetéz z nad I', z, oznacuje n-ty
symbol fetézu z (z; je nejlevejsi symbol fetézu z). Dale sj(z) oznacuje
fetéz vznikly ze z nahrazenim z, symbolem b.

Definice. Na mnoziné vSech konfiguraci stroje M definujeme binarni
relaci krok vypoctu |- takto:

(qv Sg(z)”H‘ 1) pro 5(:0? Zn) = (q7 b, R)
(p.z,n) i
(q7 Sg(z)v n— 1) pro 6(:07 Zn) = (q7 b7 L)
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Vypocet TM M na vstupu w je maximalni (koneéna nebo nekonecna)
posloupnost konfiguraci Ky, Ki, K>, . . ., kde Kj je pocateéni konfigurace

pro w a K; | Kir1 pro vSechna j > 0.
Stroj M akceptuje slovo w pravé kdyz vypocet M na w je konecny a
jeho posledni konfigurace je akceptujici.

Stroj M zamita slovo w pravé kdyz vypocet M na w je konec€ny a jeho
posledni konfigurace je zamitajici.

Stroj M pro vstup w cykli pravé kdyz vypoCet M na w je nekonecny.

Jazyk akceptovany TM M definujeme jako

L(M) ={w e £* | M akceptuje w}.
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Ukazky Turingovych stroju

Simulator TM:

http://www.fi.muni.cz/~xbarnat/tafj/turing/

Rdzné Urovné popisu TM
m formalni
m neformalni implementacni

m vysokoUrovhovy
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Vicepaskovy Turinglyv stroj

Definice. k-paskovy Turingtiv stroj je definovan stejné jako TM
s vyjimkou pfechodové funkce 4, ktera je definovana jako totalni funkce

61 (Q~ {Qacc, Grej}) X k- Qxrkx{L Rk

Konfigurace maji tvar (g, z1, ..., Zk, M, . . ., Nk) € Qx (M. {L*})*xNE.
Pocatecni konfigurace pro w € X* je (qo, >wL¥, >1%, ..., >U%0,...,0).

Definice akceptujici/zamitajici konfigurace a |- se zméni podobné.
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Ekvivalence vicepaskového a jednopaskového TM
Véta. Pro kazdy vicepaskovy Turinglv stroj existuje ekvivalentni
(jednopéaskovy) TM.

Dukaz.

Neprazdny obsah k pasek a polohy hlav vioZzime za sebe na 1 pasku.

Simulace jednoho kroku = zjistit informace pod hlavami, zapsat nové
a posunout hlavy.

Je-li treba dalSi poliCko néjaké pasky, posuneme zbyvajici obsah.

O
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Nedeterministicky Turinguliv stroj

Definice. Nedeterministicky Turinguv stroj M je definovan stejné jako
TM s vyjimkou prechodové funkce 4, ktera je definovana jako totalni
funkce & : (Q~ {Qaco, Qrej}) x I — 29xT{LAY,

VSechny pojmy se definuji stejné jako u deterministického TM. Drobné
zmeény jsou jen u definice kroku vypoCtu |- a akceptace slova.

(p,z,n) 5 (q.sp(2),n+1) jestlize (q,b,R) € d(p.zn)
(p7 Z, n) W (qa Sg(z)v n-— 1) jeStIiée (q7 b? L) S 5(p7 Zn)

M akceptuje slovo w, praveé kdyzZ existuje vypocet z pocatecni
konfigurace pro w do néjaké akceptujici konfigurace.
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Ekvivalence nedeterministického
a deterministického TM

Véta. Pro kazdy nedeterministicky TuringQv stroj A/ existuje ekvivalentni
deterministicky TM.

Intuice:
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Diikaz. Sestrojime 3-paskovy deterministicky TM prozkoumavajici
vypoctovy strom stroje . Tento 3-paskovy stroj Ize prevést na
jednopaskovy deterministicky TM.

Necht k = max{|d(q, 2)| | g € Q \ {Gacc; Grj}, Z € T}

1. paska obsahuje vzdy pouze vstup, neméni se.

2. paska slouzi k simulaci nedeterministického stroje.

3. paska obsahuje fetézec {1, ..., k}* urCujici, ktery uzel stromu je pravé
prohledavan. Prohledavani zacne uzlem 1.
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Hledame akceptujici konfiguraci ve vypoctovém stromé prohledanim do
Sitky. Kontrola jednoho uzlu vypoctového stromu:

Zkopiruj prvni pasku na druhou.

Na 2. pasce simuluj \V, nedeterministické volby fe$ podle &isel na
3. pasce. Narazi$-li na akceptujici stav, akceptuj. V ostatnich
pripadech (pfislusna volba neexistuje nebo N dojde do zamitajiciho
stavu nebo dosly Cisla na 3. pasce) pokracuj dalsim krokem.

Nahrad fetézec na 3. pasce chapany jako Cislo v (k + 1)-arni
soustaveé nejbliz§im vyssim Cislem neobsahujicim nuly a za¢ni
znovu. O
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Dalsi varianty Turingova stroje

m Turinglv stroj s oddélenou vstupni paskou

m Turinglv stroj s oboustranné nekonecnou paskou
m stroj se dvéma zasobniky

m stroj se vstupni paskou a dvéma citaci

VSechny tyto varianty maji tutéz vyjadrovaci silu.
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Churchova teze

Churchova (Church-Turingova) teze: Kazdy proces, ktery Ize intuitivné
nazvat algoritmem, se dé realizovat na Turingove stroji.

Dalsi ekvivalentni formalismy:

m Minského stroje
m \-kalkul
m while-programy
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Turingovy stroje a tridy jazyku

Véta. Jazyk L je rekursivné spocetny (tj. generovany gramatikou typu 0)
<= L je akceptovany né&jakym Turingovym strojem.

Dikaz. Neuveden. O

Definice. Turinglv stroj se vstupni abecedou ¥ se nazyva uplny, je-li
kazdy jeho vypocet konecny (akceptujici nebo zamitajici). Jazyk se
nazyva rekursivni, pokud je akceptovany néjakym Uplnym Turingovym
strojem.

Terminologie
m (Obecny) TM M akceptuje/rozpoznava/prijima jazyk L(M).
m Je-li TM M Uplny, fikame, ze M rozhoduje jazyk L(M).
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Prehled jazykovych trid

Jazyky Gramatiky (typ) Automaty
rekursivné spocetné frazové (0) Turingovy stroje
rekursivni - Uplné Turingovy stroje
kontextové kontextove (1) linearné ohrani¢ené TM
bezkontextové bezkontextové (2) | zasobnikové automaty
deterministické CFL - deterministické PDA
regularni regularni (3) konecCné automaty

Ttida na niz§im fadku je vzdy vlastni podtfidou tfidy na vy$Sim radku.
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Uzavéroveé viastnosti rekursivnich
a rekursivné spocetnych jazyku

Véta. Rekursivné spocetné i rekursivni jazyky jsou uzaviené na
sjednoceni.

Dukaz.

Necht L4, L, jsou jazyky akceptované TM M, M s disjunktnimi
mnozinami stavl. Stroj M akceptujici Ly U L, se nedeterministicky
rozhodne, zda na svém vstupu spusti M1 nebo M,. Pokud spustény stroj
akceptuje nebo zamitne, stroj M udéla totéz. Pokud M, M> byly Uplné,
je i M aplny. O
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Uzavéroveé viastnosti rekursivnich
a rekursivné spocetnych jazyku

Véta. Rekursivné spocetné i rekursivni jazyky jsou uzaviené na prunik.

Duikaz.

Necht L, L, jsou jazyky akceptované TM M, M5 s disjunktnimi
mnozinami stavu. Stroj M akceptujici Ly N L, spusti na svém vstupu w
nejprve My a pokud akceptuje, pak na w spusti i M,. M akceptuje jen
pokud oba stroje akceptuji. Pokud M1, M byly Uplné, je i M Uplny. O
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Uzavéroveé viastnosti rekursivnich
a rekursivné spocetnych jazyku

Véta. Rekursivné spocetné i rekursivni jazyky jsou uzaviené na
zretézeni.

Dukaz.

Necht L4, Ly jsou jazyky akceptované TM M, M s disjunktnimi
mnozinami stavl. Dvojpaskovy stroj M akceptujici Ly.L, vstupni slovo
nedeterministicky rozdéli na dvé Casti, kazdou ¢ast da na jednu pasku. Na
prvni Casti slova spusti M. Pokud akceptuje, spusti na druhé ¢asti Mo.
M akceptuje jen pokud oba stroje akceptuji. Pokud M, M, byly Uplné, je
i M Uplny. O
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Uzavéroveé viastnosti rekursivnich
a rekursivné spocetnych jazyku

Véta. Rekursivné spocetné i rekursivni jazyky jsou uzaviené na iteraci.

Duiikaz.

Necht L je jazyky akceptovany TM M. Zkonstruujeme dvojpaskovy TM
M rozpoznavajici L;. M akceptuje, pokud je na prvni pasce prazdné
slovo. V opac¢ném pripadé nedeterministicky presune néjaky neprazdny
prefix slova z prvni pasky na druhou pasku, kde nad nim spusti M.
Pokud M zamitne, tak i M zamitne. Jinak opakuje celou proceduru. Je-li
My Uplny, je i M Uplny. O
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Uzavéroveé viastnosti rekursivnich
a rekursivné spocetnych jazyku

Véta. Rekursivni jazyky jsou uzaviené na doplnék.

Dukaz.

Necht Ly je jazyky akceptovany Gplnym (deterministickym) TM M. Uplny
stroj M rozhodujici co—L; ziskdme zaménou akceptujiciho a zamitajiciho
stavu. ]
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Uzavéroveé viastnosti rekursivnich
a rekursivné spocetnych jazyku

Véta. Trida rekursivné spocetnych jazyk( neni uzaviena na doplinék.
Dukaz. Provedeme pozdéji. O
T¥ida rekursivné spocetnych jazykl je uzaviena na sjednoceni, prinik,
zietézeni, iteraci, pozitivni iteraci, mocniny.

Trida rekursivnich jazykUl je uzaviena na sjednoceni, prunik, zietézeni,
iteraci, pozitivni iteraci, mocniny, doplnék.
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Vztah rekursivnich a rekursivné spocetnych jazyku

Véta. Jazyk L je rekursivni, pravé kdyZ jsou jazyky L a co—L rekursivné
spocetné.

Dukaz. “=" plyne z uzavienosti rekursivnich jazykd na komplement
a z toho, ze kazdy rekursivni jazyk je i rekursivné spocetny.

“ ”

.

Necht M, My jsou TM rozpoznavajici L a co—L. Sestrojime dvojpaskovy
stroj M rozhoduijici L. M nejprve zkopiruje vstupni slovo w na druhou
pasku. Pak paralelné vykonava béh My na prvni pasce a béh stroje Mo
na druhé pasce. Pokud stroj M akceptuje, pak w € L a stroj M také
akceptuje. Pokud stroj M, akceptuje, pak w ¢ L a stroj M zamita. O
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Problémy jako jazyky

Problém rozhodnout, zda dany fetézec w ma vlastnost P Ize ztotoznit
s mnozinou {w | w m4 vlastnost P}.

Objekty O Ize kédovat jako slova (O). Problém, zda O ma vlastnost P
ztotoznime s jazykem {(O) | O ma vlastnost P}.

Priklad. Problém rozhodnout, zda dany konecény graf je souvisly,
ztotoZznime s jazykem {(G) | G je konecny souvisly graf}.
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Kodovani TM

Kazdy TM Ize zakddovat do binarniho fetézce. Pfredpokladame, ze M

m mastavy Q={q1,92,0s,..-,qn}

B g je inicialni stav, g» akceptujici stav, g3 zamitajici stav

m ma paskovou abecedu I' = {Xi, X, ..., Xz}

m X; = 1> je leva koncova znacka, X> = LI je symbol pro prazdné pole
Prechod 4(q;, Xj) = (qk, Xi, L) kddujeme fetézcem 0/10/10%10/10.
Prechod 4(q;, Xj) = (qk. Xi, R) kédujeme Fetézcem 0/10/10%10/100.

Z kbédu jednotlivych prechodu (v libovolném poradi) sestavime kdd M:
(M) =111 kod; 11 kédo 11 ... 11 kéd, 111

Retézce nekédujici zadny TM povazujeme za kéd TM akceptuijiciho 0.

Slova kbédujeme podobné. Celkem (M, w) = (M)#(w).
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Univerzalni Turingliv stroj

Véta. Existuje univerzalni Turinguv stroj 4, ktery dokaze simulovat
libovolny zadany TM na zadaném vstupu:

U akceptuje (M)#(w) <= M akceptuje w

Dukaz.

Stroj U je tfipaskovy. Nejprve oveéri, Zze vstup je tvaru {0,1}*#{0,1}*
(pokud ne, zamita). Na prvni pasce je kéd simulovaného stroje M, na
druhé pasce probiha jeho vypocet, na treti je ulozen jeho stav. V kazdém
kroku se na zakladé simulovaného stavu a obsahu pasky najde na prvni

pasce prislusny pfechod, ktery se pak provede. O
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Rozhodnutelnost problému

Definice. Problém P odpovidajici jazyku L = {(O) | O ma vlastnost P} je
m rozhodnutelny, pravé kdyz L je rekursivni
m nerozhodnutelny, prave kdyz L neni rekursivni

m castecné rozhodnutelny (semirozhodnutelny), pravé kdyz L je
rekursivné spocCetny
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Problém akceptovani

Problém akceptovani (problém prislusnosti pro Turingovy stroje) je
problém rozhodnout, zda dany TM M akceptuje dané slovo w nad jeho
vstupni abecedou. Problém ztotoZznime s jazykem

ACC={(M,w) | M je TM a M akceptuje w}.

Véta. Problém akceptovani je astec¢né rozhodnutelny.

Dukaz. Plyne z existence univerzalniho Turingova stroje. O
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Véta. Problém akceptovani je nerozhodnutelny.

Dukaz. (Sporem:) Pfedpokladejme, Ze existuje TM A rozhodujici problém
akceptovani. Tedy A akceptuje (M, w), prave kdyz M akceptuje w.

S vyuzitim A zkonstruujeme TM D: dostane-li D na vstupu zakédovany
stroj (M), zepté se stroje A, zda M akceptuje svUj vliastni kéd (M)
a nasledné odpoved otoci. Tedy

D akceptuje (M), pokud M neakceptuje (M) a

D neakceptuje (M), pokud M akceptuje (M).
Nyni spustime D na vstupu (D):

D akceptuje (D), pokud D neakceptuje (D) a

D neakceptuje (D), pokud D akceptuje (D).

To je spor. Stroj A tedy neexistuje a problém akceptovani je
nerozhodnutelny. O
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Ne-semirozhodnutelné problémy

Véta. Doplnék problému akceptovani neni ani ¢asteéné rozhodnutelny,
tedy co—ACC neni rekursivné spocetny.

Dukaz.

Dusledek. Trida rekursivné spocetnych jazykl neni uzaviena na doplnék.
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Problém zastaveni

Problém zastaveni (halting problem) je problém rozhodnout, zda dany
TM M ma na daném slové w nad jeho vstupni abecedou konecny
vypocet (tedy zda M na vstupu w zastavi). Problém ztotoZznime s jazykem

HALT={(M,w) | M je TM a vypoCet M na w je konecCny}.

Véta. Problém zastaveni je ¢aste¢né rozhodnutelny.

Dukaz. Pomoci univerzalniho Turingova stroje simulujeme M na w.
Pokud simulovany vypocet skonci, akceptujeme. O
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Véta. Problém zastaveni je nerozhodnutelny.

Dukaz. (Sporem:) Pfedpokladejme, Ze existuje Uplny TM H rozhoduijici
problém zastaveni. Pak ovSem umime sestrojit TM A rozhodujici problém
akceptovani. Stroj A dekdduje dvojici (M, w) ze vstupu a zméni M tak,
ze misto prechodu do zamitajiciho stavu zaCne cyklit. Modifikovany stroj
M’ zastavi, pravé kdyz M akceptuje. Nyni staci spustit # na vstupu

(M’ w). Dostavame tedy Uplny TM A rozhodujici problém akceptovani.
To je spor. Uplny stroj A tedy neexistuje. O
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