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Zakladné pojmy

Nech F' : M C R® — R je dana funkcia. Rovnica

d
F(z,y,y') =0, kde = —, 1
(@,9,9") g (1)
sa nazyva obycajna diferencialna rovnica prvého radu. Riesenie (integral)
rovnice (1) je kazda funkcia y = p(z), ktora ma derivaciu na intervale Z C R a
pre Vx € Z plati

[z, (), @] CM a  F(z,0(x),¢ (@) =0.

Graf funkcie y = o(z), t.j., mnozina {[z,y] CR? |z € Z, y = ¢(x)}, sa
nazyva integralna krivka rovnice (1). V pripade, ak je mozné upravit rovnicu
(1) na tvar

y' = f(@,y), (2)
kde f : D C R? — R je funkcia, rovnica (2) sa nazyva ODR I. radu rozriesena
vzhladom na derivaciu. Rovnica (1) sa nazyva nerozriesena vzhladom na

derivaciu.
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@ Zaciatocna (Cauchyho) aloha (problém) — hladame riesenie y = ()
rovnice (2), ktorého integralna krivka prechadza pevne zvolenym bodom
[wo,y()] €D, t.j.,

’
y =f(zy), ylxo) = o (3)
Riesenie dlohy (3) sa nazyva partikularne riesenie rovnice (2).

@ Vseobecné riesenie rovnice (2) — funkcia y = ¢(z, C') zavisla na jednom
redlnom parametre C, pomocou ktorej mozno vhodnou volbou C ziskat
rieSenie kazdej alohy (3) (t.j., pre kazdd volbu [zo,yo] € D).

@ Uplné (maximalne) riesenie — problém predlZzovania rieseni alohy (3).

@ Singularne riesenie — porusena jednoznaénost alohy (3) v kazdom bode
integralnej krivky.
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Priklad 1

Funkcia y = Cx je vieobecné riesenie uvedenej rovnice na intervaloch (—oo, 0)
a (0,00). Kazda zaciatocna tloha

= = To) =
y =7, yl@)=1yo
totiz splha zo # 0 a funkcia y = Cox pre Co = yo /o je jej riesenim na
(—00,0) a (0,00). Zaroven je to jediné a aplné riesenie tejto zaciatocnej alohy
na intervaloch (—o0,0) a (0, c0).
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Priklad 2

Funkcia y = (z 4+ C) ! je pre kazdé C € R jedinym a tplnym riesenim uvedene;j
rovnice na intervaloch (—oo, —C') a (—C, o0), avsak nie je to vseobecné
rieSenie tejto rovnice, pretoze nevyCerpava napr. riesenie zaciatocnej Glohy

y =-y y()=o0.

Téato zaciatocna tloha ma jediné a plné riesenie y = 0 na celej realnej osi.

| A\

Priklad 3

2
y'=3y3, y(0)=0.
Funkcie y = 0 a y = 2> st dve rézne plné rieSenia tejto zaciatoénej tlohy.
RieSenie y = 0 je zaroven singularnym riesenim danej rovnice.
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Veta 1 (Existencia a jednoznacnost rieseni)

Nech D C R? je oblast a [xo,y0] € D je dany bod. Uvazujme zaciatocnii tilohu

y' = f(z,9), y(@o) = yo. (4)
kde funkcia f je definovana na D. Plati:

Q Ak f je spojitd na D, potom existuje interval Z a funkcia ¢ tak, Ze
y = () je riesenie tlohy (4) na T.

Q Ak naviac i 0f /0y je spojitd na D, potom pre kazdé riesenie y = ¥ (x)
ulohy (4) definované na intervale J plati

Y(z) = @(x) preVz e JNZ.
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Niektoré specialne typy ODR I. radu

@ ODR so separovatelnymi premennymi
y' = g(x) h(y). (5)
@ Linearna diferencialna rovnica prvého radu
y' =p(@)y+q(z). (6)
@ Bernoulliho diferencialna rovnica
y =p@)y+a(x)y", keR\{0,1}. (7)

@ Exaktna diferencialna rovnica

OM _ ON

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0, Dy - oz (8)
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Definicia a zakladné pojmy

Nech n € N. Siabor rovnic

Z’ll = an(t) xr1 + a12(t) T+ -+ aln(t) Tn + bl(t)7
az1(t) x1 + a2 (t) xa + - - - + a2n(t) Tn + ba(t),

/
T2

(9)

Ty, = an1(t) 21 + an2(t) T2 + - + ann(t) Tn + ba(t),

kde a;; a b;, i,5 =1,--- ,n si redlne funkcie definované a spojité na redlnom
intervale Z (pripstame aj Z = (—00,00)) a znak ' znamena d/d¢, sa nazyva
systém linearnych diferencialnych rovnic I. radu. Ak b; = 0 na Z pre kazdé
t=1,---,n, systém (9) sa nazyva homogénny. V opaénom pripade, t.j.,

b; # 0 pre aspon jedno i = 1,--- ,n, hovorime o nehomogénnom systéme.
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Zavedenim oznacenia
a11(t) te aln(t) bl(t) T
A(t) = , b(t) = , wi=| (10)
ani(t) -+ ann(t) bn(t) Tn

moézeme systém (9) prepisat do tzv. vektorového tvaru
z' = A(t) z + b(t). (11)

Zobrazenia t — A(t), t — b(t) a t — x(t) sa nazyvaji maticova (radu n) a
vektorové (n-vektorové) funkcie na intervale Z. Platia pre ne vsetky zname
vlastnosti matic a vektorov. Limity, spojitost, derivovanie a integrovanie sa
realizuji vzdy po jednotlivych maticovych prvkoch, resp. vektorovych zlozkach.
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Systém (11) sa nazyva homogénny, ak b(t) = 0 na Z. V opaénom pripade je
systém (11) nehomogénny a rovnica

' =Al)x
sa nazyva pridruzeny homogénny systém k nehomogénnemu systému (11).
Riesenim systému (11) rozumieme kazd n-vektorovi funkciu
o(t) = (e1(t), -+, en(®)”
definovant a diferencovatelnt na J C Z, ktora spliia rovnicu (11) na J, tj.,
©'(t) = A(t) p(t) + b(t), Vte J.
Zaciatoéna (Cauchyho) tloha
T =A@)x+b(t), z(to) =, (12)

kde to € T je pevny bod a np € R™ je pevny vektor. RieSenie alohy (12) sa
nazyva aj partikularne riesenie.
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Existencia a jednoznacnost rieseni

Lema 1

Nech maticova funkcia A a vektorova funkcia b sii definované a spojité na
intervale Z. Potom funkcia ¢ je riesenie zaciatocnej dlohy (12) na celom T
prave vtedy ked’

o(t) =n+ /t [A(s) p(s) + b(s)]ds pre kazdét € T. (13)

to

Poznamka 1

| A\

Lema 1 vyjadruje ekvivalenciu medzi Glohou (12) a integralnou rovnicou (13).
Staci sa preto obmedzit na vySetrovanie rovnice (13).

A\



ODR |I. radu Systém LDR Homogénny systém

Dékaz Lemy 1.

Nech t € Z. Ak ¢ je riesenie tlohy (12), t.j. plati
¢(s) = A(5) @(s) +b(s) na T, (14)

potom integraciou oboch stran rovnice (14) od to po ¢ a vyuzitim zaciatocnej
podmienky (o) = 1 ziskame integralnu rovnicu (13), nakol'ko

[ #©as= [ 146 + 5 as,

to to

() — plto) = / [A(3) @(s) + b(s)] ds,
o) =+ [ (Al + ()] ds.

Naopak, nech ¢ je rieSenie rovnice (13). Potom ¢(to) = 1 a funkcia ¢ je
diferencovatelna na Z. Derivovanim oboch stran rovnice (13) podla ¢
dostaneme ¢’ (t) = A(t) (t) + b(t) pre kazdé t € Z. [ |
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Veta 2 (Existencia a globalna jednoznacnost rieseni)

Nech maticova funkcia A a vektorova funkcia b si definované a spojité na
intervale Z. Potom dloha (12), t.j., zaciatoéna dloha

o' = At)z +b(t), x(to) =n

ma pre kazdé to € T an € R™ prave jedno dplné rieSenie, t.j., riesenie, ktoré
existuje na celom Z. Toto rieSenie mozno vyjadrit ako limitu tzv. Picardovej
postupnosti postupnych aproximacii {¢k }5—, kde pre kazdé t € T plati

=0, prn(®=n+ [ (A6 o) +ollds, keNa (19

to

Poznamka 2

| A\

Tvrdenie Vety 2 zostane v platnosti, ak za zaGiatoéna Picardovu aproximaciu
o zoberieme lubovol'ni funkciu definovant a spojitd na Z. Limitna funkcia
postupnosti {¢x }52 nezavisi na vybere funkcie ¢o.
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Dékaz Vety 2 (nacrt).

@ Existencia
Funkcie @i st definované na celom Z pre kazdé k € Ny. Ukazeme, ze
postupnost {¢k }5—o konverguje lokalne rovnomerne (skoro rovnomerne)
na intervale Z. To zarucuje existenciu funkcie ¢, ktora je definovana na
celom T a splha

Jm o (t) = o(t) (16)
kh_)rgo/ [A(s) pr(s) + b(s dS*/ [A(s) + b(s)]ds (17)

pre kazdé ¢t € Z. Z rovnosti (16) a (17) vyplyva, ze ¢ riesi integralnu
rovnicu (13) na celom Z. Podla Lemy 1 je potom funkcia ¢ rieSenim
zaCiatocnej dlohy (12) na celom 7.

@ Jednoznacnost
Jednoznacnost riesenia zaciatocnej alohy (12) na intervale Z vyplyva z
Gronwallovej lemy.
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Priklad 4

Zaciato€na aloha
’ 1

xlz—%—&—%, 1"2:—?—315, z1(1) =1, z2(1)=2

ma na intervale (0, c0) jediné Gplné rieSenie, pretoze funkcie

a0=(% ). w= (%)

st definované a spojité na celom intervale (0,00) a bod to =1 € (0,00). Da sa
ukazat, ze hladanym riesenim je dvojica
13 1 13 1

2 13 1 _ g2 18,1
z1(t) =Tt 2t+2t’ z2(t) 5t+2t—|—2t, t € (0,00).
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Poznamka 3

Picardova metéda postupnych aproximacii umozhuje podla Vety 2 hladat
rieSenie ¢ zaciatocnej alohy (12) ako limitu postupnosti {pr}izq. Ak
zavedieme funkcie Ay pre k € Ny predpisom

Ag(t) == pr+1(t) —px(t), teT,

potom je mozné rieSenie ¢ vyjadrit v tvare nekonecného radu
o(t)=> Ax(t), tel. (18)

Nekonecny funkcionalny rad (18) konverguje lokalne rovnomerne na intervale
Z. Podla Vety 2 funkcie Ay, spliaji pre kazdé t € 7

Ao(t) =n+ /tt b(s)ds, Apti(t) = /tt A(s) Ar(s)ds, keNg. (19)
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Priklad 5

Uvazujme homogénnu zaciato¢nl Glohu
¢ = Az, z(0)=(0,1)T

na intervale Z = (—o0,00), kde A je redlna konstantna matica

0 1
A= (5 0)
Podla Poznamky 3 s b(t) =0 na Z, to = 0 a n = (0,1)” pre funkcie Ay, plati

t
Adﬂz(%, Aﬂmﬂ:A/ﬂM@m& keNo, teT.
0

Pomocou matematickej indukcie vzhladom na index & mozno ukazat

Ag(t) = ﬁ

—kwM% keNo, tel.
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Priklad 5

Postupnost matic {A*}£2 , je periodicka s najmen3ou periédou 4, nakol'ko

0 _ 1 2 (=1 0Y)_ 3_ (0 =1\ _
PR L N P (I P

Preto pre kazdé | € Ny plati
AN pAHl o4 A2 g qaH3 g
Riesenie ¢ zaCiatocnej Glohy potom bude mat podla (18) pre kazdé ¢ € Z tvar

- _1m 2m - _1m 2m+1
p(t)-(Z (2773)!15 >n+<2%t +>A77

m=0 m=0

— () (2) o (i) (_01 é) (g) _ (zg;i) .

—
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Homogénny systém

Nech n € N. Uvazujme homogénny systém linearnych diferencialnych rovnic
y' = A(t)y, (20)

kde A je maticova funkcia radu n definovana a spojita na intervale Z. Ak y; a
y2 st dve (Gplné) riesenia systému (20) a c1,c2 st [ubovol'né realne konstanty,
potom aj funkcia y = c1y1 + c2y2 je (Gplnym) riesenim rovnice (20), nakolko

y' = (c1y1 + cay2)’ = c1y1 + coys = c1Ayr + coAys = A(ciyr + cayo) = Ay

na celom intervale Z. Tato vlastnost je klaova pri skiimani struktary mnoziny
véetkych rieSeni systému (20).

Veta 3 (Struktara mnoziny rieseni)

Mnozina vsetkych rieseni rovnice (20) na intervale Z tvori linearny (vektorovy)
priestor nad telesom realnych Cisiel.
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Linearna zavislost a nezavislost funkcii |

Definicia 1

Nech k € N a nech y1, y2, ..., yx st funkcie definované na nedegenerovanom
intervale Z. Povieme, ze funkcie y1, y2, ..., yx sG linearne zavislé na Z, ak
existuje nenulova k-tica realnych konstant (ci, ca, ..., cx) tak, ze plati

c1yr (t) + coy2(t) + - - + cryr(t) = 0 pre kazdé t € Z.

V opacnom pripade sa funkcie y1, y2, ..., yr nazyvaja linearne nezavislé na Z.

| A

Priklad 6
Ukazeme, ze 2—vektoré funkcie
yi(t) = (07, w(t) =07, ys@) ="

st linedrne nezavislé na kazdom nedegenerovanom realnom intervale. Nech Z je
takyto interval a nech c¢i,c2,c3 € R splhaju ciyi + c2y2 + csys =0 na Z, t.j.,

o
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Linearna zavislost a nezavislost funkcii |l

Priklad 6

t i t3 .
el + co ¢ + c3 ¢ =0 prekazdéteZ.

Trojnasobnym derivovanim poslednej rovnosti podla premennej ¢ dostaneme

03((6)):0:>63:0.

Podobne, dvojnasobné derivovanie uvedenej rovnosti spolu s c3 = 0 implikuje

2
CQ(O):O:CQZO.

Teda ¢1(t,t)” = 0 na Z, z oho mame i ¢; = 0. Preto s funkcie y1, y2 a y3
linedrne nezavislé na intervale 7.
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Linedrna zavislost a nezavislost rieseni

V pripade rieSeni systému (20) sa vySetrovanie linearnej zavislosti, resp.
nezavislosti prevadza na problém linedrnej zavislosti, resp. nezavislosti
n-rozmernych realnych vektorov.

Veta 4 (Linearna zavislost rieseni)

Nech k € N a nech yi, y2, ..., yr st uplné riesenia systému (20). Potom
funkcie y1, Y2, ..., Yr st linedrne zavislé na T prave vtedy, ked aspon pre
Jedno to € T sa vektory yi(to), y2(to), - .., yk(to) € R™ linedrne zavislé.
i
ookp. ...
Implikacia = plati trivialne podla Definicie 1. Naopak, nech pre to € Z st
vektory y1(to), y2(to), - - -, yx(to) linearne zavislé. Teda existuje nenulova
k-tica (c1, co, ..., cx) tak, ze c1y1(to) + coya(to) + - - - + cryx(to) = 0.
Funkcia y := c1y1 + cay2 + - - - + cxyx je rieSenim rovnice (20) a y(to) =0. Z

jednoznacnosti rieseni podla Vety 2 mame y(t) = 0 na celom Z, €o nasledne

znamena, ze funkcie y1, y2, ..., yr sa linedrne zavislé na Z. ]
.
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Désledok 1 (Dimenzia priestoru rieseni)

Mnozina rieseni rovnice (20) na intervale Z tvori linedrny priestor dimenzie n.

Dékaz.

| A\

Z Vety 4 vieme, ze dimenzia priestoru rieSeni je najviac n, pretoze priestor R™
je n-dimenzionalny. Na druhej strane, tato dimenzia je aspon n. Vyplyva to z
nasledujicej avahy. Nech {e, ..., en} je kanonicka baza priestoru R™ a nech
to € Z. Podla Vety 2 existuja Gplné riesenia y1, y2, ..., Yn systému (20) s

yi(to):ei, 1:1,~-~,n.

Nakolko vektory y1 (o), y2(to), - - -, yn(to) st linedrne nezavislé, podla Vety 4

riesenia y1, Y2, ..., Yn Su linedrne nezavislé na Z. ]
o
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