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Krivky

Skalarne a vektorové funkcie

Definicia 1

Nech n,m st prirodzené Cisla. Zobrazenie f : R” — R™ sa nazyva realna
m-vektorova funkcia n realnych premennych. Kazdému n-rozmernému vektoru
z € D(f) C R™ sa priradi prave jeden m-rozmerny vektor

f(@) = (fi(@), fo(), -+, fm(z)) € R,

Funkcie fi, f2,..., fm sa nazyvaja zlozky vektorovej funkcie f.

Nech f = (f1, f2, -+, fm) je vektorova funkcia n premennych. Potom

D(f) = D(f1) ND(f2) N -+ D(fm)-

Ak m =n =1, funkcia f sa nazyva aj skalarne pole. V pripade m =n > 2
hovorime o vektorovom poli. Limita a spojitost vektorovej funkcie f sa definuje
po jednotlivych jej zlozkach f;, t.j.,

lim f(z) = ( lim fi(z), li)m fao(z), -+, lim fm(x))
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Pojem krivky v R™

Definicia 2

Nech m je prirodzené €islo a Z C R je interval. Krivkou v R™ rozumieme
kazda vektorovi funkciu ¢ : Z — R™, ktora je spojita na Z. Mnozina

(@) = o(T) ={p(t), te I} CR™

sa nazyva geometricky obraz (trajektéria) krivky . Funkcia ¢ sa potom
oznacuje ako parametrizacia mnoziny (¢). Ak Z = [a, b] je kompaktny interval,
potom ¢(a) je zaciatoény bod a ¢(b) je koncovy bod krivky.

Definicia 3

| A

Krivka ¢ : [a,b] — R™ sa nazyva
@ jednoducha, ak ¢ je prosta na [a, b];
@ uzavretd, ak p(a) = ¢(b);

@ Jordanova, ak ¢ je prosta na [a,b) a ¢(a) = ¢(b) (t.j., ¢ je jednoducha a
uzavreta krivka).
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Veta 1 (Jordanova)

Nech ¢ je Jordanova krivka v R?. Potom existujii dve stivislé oblasti G1 a G2

tak, Ze kazdy bod z R? \ () patri prave do jednej z nich. Oblasti G1 a G2 st
teda disjunktné a plati G1 U G U (@) = R?, pricom trakejtéria (@) krivky o je
spoloéna hranica mnozin G1 a Gs.

Poznamenajme, Ze prave jedna z oblasti G1 a G5 je ohraniena a nazyva sa
vnatro krivky ¢ — Int . Druha, neohraniena oblast sa potom oznacuje ako
vonkajsok krivky ¢ — Ext .



Priklad 1

Graf kazdej realnej funkcie f jednej realnej premennej ¢, ktora je spojita na
nejakom intervale Z, je trajektériou jednoduchej krivky v R?. Zobrazenie ¢

I3t o(t) = (¢ f(t)) CR?

je totiz spojité a prosté na intervale Z, a je teda jednoduchou krivkou v R?.

| A\

Priklad 2

Kruznica
x=3+2cost, y=2+2sint, te€0,2n],

je jednoducha a uzavreta krivka v R?, teda Jordanova krivka. Rovnice
x=3+42cost, y=2+2sint, te€[0,3n],
urcuja trajektériu krivky, ktorad nie je ani jednoducha, ani uzavreta. Rovnice

x=3+2cos2t, y=2+2sin2t, tel0,2n],

popisuja krivku v R?, ktora je uzavreta, ale nie je jednoducha.
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Bernoulliho lemniskata

av?2cost av2costsint
r=—-78 =—5—, te|0,2n], a>0,
1+ sin?t Y 1+ sin?t [ ]

je uzavreta krivka v R?, ale nie jednoducha.

Priklad 4
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Cykloida
x=rt—dsint, y=r—dcost, t€ (—oc0,00), 7r,d>0,
nie je uzavreta krivka v R?. Obycajna cykloida (7 = d) a skratena cykloida

(r > d) st jednoduché krivky, kym predizena cykloida (r < d) nie je
jednoducha krivka.
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Definicia 4 (Transformacia parametra)

Nech ¢ : [a,b] = R™ a v : [a, f] — R™ st krivky. Povieme, ze ¢ a 9 si
ekvivalentné a piseme ¢ ~ 1, ak existuje spojito diferencovatelné zobrazenie
w : [a, B] = [a,b] také, ze w'(t) # O pre kazdé t € [a, 8] a plati

p(w(t)) = () pre kazdé ¢ € [o, O]

Pre funkciu w z Definicie 4 plati ze derivacia w’(t) nemeni znamienko na [a, 3],
a teda w je bud rastica alebo klesajoca na [a, 8]. Preto funkcia w je prosta a
jej inverzia w™! je tiez spojito diferencovatelna na [, 8]. Relacia ~ je teda
skutoéne ekvivalencia a plati (¢) = (¥), t.j., zachovava trajektoérie kriviek.
Definicia 4 potom vyjadruje transformaciu parametrizacie mnoziny .

Priklad 5

Uvazujme krivky ¢ a 1) dané

p:x=t y=t, te(0,1),
¥ x=t> y=t, te(0,1).

Trajektériou oboch kriviek je otvorena asecka spajajuca body [0,0] a [1, 1].
Krivky ¢ a 9 st ekvivalentné s funkciou w : (0,1) — (0, 1) tvaru w(t) = ¢°.
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Krivky

Nech ¢ : [a,b] = R™ a4 : [o, 8] — R™ su krivky splhajice ¢(b) = ¥(a).
Sactom kriviek ¢ a 1) rozumieme krivku ¢ @ 1 dand

(), t € [a,b]
(p®Y)(t) := 1)
P(t+a—-0), tebb+p—al
Opacnou krivkou ku krivke ¢ rozumieme krivku © ¢ dana
(©9)(t) :==p(-t), te[-b —al]. (2)

Z Definicie 5 priamo vyplyva (©¢) = (p) a (¢ ® ¥) = (p) U (). Operacia @
je asociativna, t.j., pre kazdé tri krivky o, ¥ a w v R™ plati

(p@Y)Bw=00 [ Ow),

ak aspon jedna strana rovnosti ma zmysel. Rozdiel kriviek ¢ a w definujeme
O :=p& (oY), (3)

ak stcet ¢ @ (6 ) je definovany, t.j., plati p(b) = ¥ ().



Nech ¢ = (¢1, -+, m) je krivka v R™ definovana na kompaktnom intervale
[a, b]. Derivaciou krivky ¢ v bode t € [a, b] rozumieme vektor

©' () = (p1(t), -+ 5 em(2)), (4)

pricom pre t = a, resp. t = b uvazujeme prislusné jednostranné derivacie funkcii
wi, tj.,

¢'(a) = ((p1)4(a), -+, (pm)i(a)), &' () = ((1)=(b), -+, (em)_ (1)) -

Ak ¢'(t) # 0, vektor ¢’ (t) sa nazyva dotykovy vektor ku krivke ¢ v bode ¢ a
vektor T(t) := '(t) /||’ (t)] je jednotkovy dotykovy vektor. Pripomefme, ze

I’ @)1 = V(@) + - + (0 (1))?
je (euklidovska) norma, resp. velkost vektora ¢’(t). Priamka definovana

{e() +he'(t), heR} (5)

sa oznacuje ako dotycnica krivky ¢ v bode t. Doty€nica sa zo vietkych priamok
prechadzajicich cez bod o(t) najviac primkyna ku trajektérii krivky .



Krivky

Definicia 6

Krivka ¢ : [a,b] — R™ sa nazyva hladka, ak vektorova funkcia ¢ je spojito
diferencovatelna na [a,b] a ' (t) # O pre kazdé t € [a,b]. V pripade uzavretej
hladkej krivky naviac pozadujeme ¢'(a) = ¢'(b). Krivka ¢ sa oznaCuje ako po
castiach hladka, ak existuje konecné delenie

D:a=to<t1<---<tpn=0

intervalu [a, b] také, ze krivka ¢|f, , +,] je hladka pre kazdé k = 1,...,n.

V pripade po &astiach hladkej krivky ¢ teda existuje najviac konecne vela
izolovanych bodov ¢, v ktorych ¢'(t) neexistuje. Jednoduch4 hladka krivka sa
nazyva obluk (prip. hladky obluk). Ak v Definicii 6 vynechame podmienku
nenulovosti derivacie ¢’ na intervale [a, b], dostaneme tzv. regularnu, resp. po
castiach regularnu krivku. Po Castiach regularna krivka sa nazyva aj cesta.



Priklad 6

Kruznica alebo elipsa st jednoduché hladké krivky (Jordanove hladké krivky).
Obvod stvorca alebo obdfznika je jednoducha po ¢astiach hladka krivka.
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Priklad 7

Asteroida
©(t) = (acos’t, asin®t), a >0, tel0,2n]

je prikladom jednoduchej uzavretej regularnej krivky (Jordanova regularna
krivka). Nie je vsak hladkou krivkou, nakolko derivacia

¢/ (t) = (—3acos’tsint, 3asin’t cost)

m3 nulovi hodnotu v bodoch ¢t = 0, 7/2, 7, 3w /2, 2. Podla Definicie 6 nie je
ani po cCastiach hladkou krivkou. Ako ukazeme neskér, vhodnou transforméaciou
parametra ziskame krivku, ktord ma rovnaki trajektériu a je po Castiach hladka.
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Orientacia krivky

Nech ¢ je krivka v R™ definovana na intervale Z. Stanovit orientaciu krivky ¢
znamena zvolit nejaké usporiadanie na mnozine (), t.j., chceme uréit, ktorym
smerom sa pohybujeme po trajektoérii krivky. Ak pre kazda dvojicu t1,t2 € Z s
t1 < to plati, ze bod ¢(t1) je pred bodom ¢(t2) v danom usporiadani (pohybom
po (¢) prechadzame najprv bodom ¢(t1) a az potom bodom ¢(t2)), t.j.,

e(t1) < p(te) <= t1 <ty (6)
potom krivka ¢ je orientovana siithlasne s parametrizaciou. V pripade, ak
p(t2) < p(t1) <= t1 <ty (7

krivka ¢ je orientovana nestthlasne s parametrizaciou. Krivka s usporiadanim <
sa oznaCuje ako orientovana krivka. V pripade kompaktného intervalu Z = [a, b]
a orientovanej krivky ¢ je mozné jeden z krajnych bodov ¢(a) a ¢(b) vyhlasit
za zaciatoény bod a druhy za koncovy bod krivky . Opaéna krivka ma opaéna
orientaciu. Orientacia Jordanovej krivky je zadana smerom dotykového vektora
v jednom bode krivky. Potom Jordanova krivka je kladne orientovana, ak je
orientovana proti smeru hodinovych ruciciek. V opaénom pripade hovorime o
zaporne orientovanej Jordanovej krivke.
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