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© Krivky a ich parametrizacie



Krivky 1. druh

Skalarne a vektorové funkcie

Definicia 1

Nech n,m st prirodzené Cisla. Zobrazenie f : R” — R™ sa nazyva realna
m-vektorova funkcia n realnych premennych. Kazdému n-rozmernému vektoru
z € D(f) C R™ sa priradi prave jeden m-rozmerny vektor

f(@) = (fi(@), fo(), -+, fm(z)) € R,

Funkcie fi, f2,..., fm sa nazyvaja zlozky vektorovej funkcie f.

Nech f = (f1, f2, -+, fm) je vektorova funkcia n premennych. Potom

D(f) = D(f1) ND(f2) N -+ D(fm)-

Ak m =n =1, funkcia f sa nazyva aj skalarne pole. V pripade m =n > 2
hovorime o vektorovom poli. Limita a spojitost vektorovej funkcie f sa definuje
po jednotlivych jej zlozkach f;, t.j.,

lim f(z) = ( lim fi(z), li)m fao(z), -+, lim fm(x))

T—x(Q T T—x(Q



Krivky 1. druh

Pojem krivky v R™

Definicia 2

Nech m je prirodzené €islo a Z C R je interval. Krivkou v R™ rozumieme
kazda vektorovi funkciu ¢ : Z — R™, ktora je spojita na Z. Mnozina

(@) = o(T) ={p(t), te I} CR™

sa nazyva geometricky obraz (trajektéria) krivky . Funkcia ¢ sa potom
oznacuje ako parametrizacia mnoziny (¢). Ak Z = [a, b] je kompaktny interval,
potom ¢(a) je zaciatoény bod a ¢(b) je koncovy bod krivky.

Definicia 3

| A

Krivka ¢ : [a,b] — R™ sa nazyva
@ jednoducha, ak ¢ je prosta na [a, b];
@ uzavretd, ak p(a) = ¢(b);

@ Jordanova, ak ¢ je prosta na [a,b) a ¢(a) = ¢(b) (t.j., ¢ je jednoducha a
uzavreta krivka).
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Veta 1 (Jordanova)

Nech ¢ je Jordanova krivka v R?. Potom existujii dve stivislé oblasti G1 a G2

tak, Ze kazdy bod z R? \ () patri prave do jednej z nich. Oblasti G1 a G2 st
teda disjunktné a plati G1 U G U (@) = R?, pricom trakejtéria (@) krivky o je
spoloéna hranica mnozin G1 a Gs.

Poznamenajme, Ze prave jedna z oblasti G1 a G5 je ohraniena a nazyva sa
vnatro krivky ¢ — Int . Druha, neohraniena oblast sa potom oznacuje ako
vonkajsok krivky ¢ — Ext .



Priklad 1

Graf kazdej realnej funkcie f jednej realnej premennej ¢, ktora je spojita na
nejakom intervale Z, je trajektériou jednoduchej krivky v R?. Zobrazenie ¢

I3t o(t) = (¢ f(t)) CR?

je totiz spojité a prosté na intervale Z, a je teda jednoduchou krivkou v R?.

| A\

Priklad 2

Kruznica
x=3+2cost, y=2+2sint, te€0,2n],

je jednoducha a uzavreta krivka v R?, teda Jordanova krivka. Rovnice
x=3+42cost, y=2+2sint, te€[0,3n],
urcuja trajektériu krivky, ktorad nie je ani jednoducha, ani uzavreta. Rovnice

x=3+2cos2t, y=2+2sin2t, tel0,2n],

popisuja krivku v R?, ktora je uzavreta, ale nie je jednoducha.
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L ET

Bernoulliho lemniskata

av?2cost av2costsint
r=—-78 =—5—, te|0,2n], a>0,
1+ sin?t Y 1+ sin?t [ ]

je uzavreta krivka v R?, ale nie jednoducha.

Priklad 4

| A\

Cykloida
x=rt—dsint, y=r—dcost, t€ (—oc0,00), 7r,d>0,
nie je uzavreta krivka v R?. Obycajna cykloida (7 = d) a skratena cykloida

(r > d) st jednoduché krivky, kym predizena cykloida (r < d) nie je
jednoducha krivka.
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Krivky 1. druh

Definicia 4 (Transformacia parametra)

Nech ¢ : [a,b] = R™ a v : [a, f] — R™ st krivky. Povieme, ze ¢ a 9 si
ekvivalentné a piseme ¢ ~ 1, ak existuje spojito diferencovatelné zobrazenie
w : [a, B] = [a,b] také, ze w'(t) # O pre kazdé t € [a, 8] a plati

p(w(t)) = () pre kazdé ¢ € [o, O]

Pre funkciu w z Definicie 4 plati ze derivacia w’(t) nemeni znamienko na [a, 3],
a teda w je bud rastica alebo klesajoca na [a, 8]. Preto funkcia w je prosta a
jej inverzia w™! je tiez spojito diferencovatelna na [, 8]. Relacia ~ je teda
skutoéne ekvivalencia a plati (¢) = (¥), t.j., zachovava trajektoérie kriviek.
Definicia 4 potom vyjadruje transformaciu parametrizacie mnoziny .

Priklad 5

Uvazujme krivky ¢ a 1) dané

p:x=t y=t, te(0,1),
¥ x=t> y=t, te(0,1).

Trajektériou oboch kriviek je otvorena asecka spajajuca body [0,0] a [1, 1].
Krivky ¢ a 9 st ekvivalentné s funkciou w : (0,1) — (0, 1) tvaru w(t) = ¢°.

>



Definicia 5

Nech ¢ : [a,b] = R™ a4 : [o, 8] — R™ su krivky splhajice ¢(b) = ¥(a).
Sactom kriviek ¢ a 1) rozumieme krivku ¢ @ 1 dand

(), t € [a,b]
(p®Y)(t) := (1)
P(t+a—-0), tebb+p—al
Opacnou krivkou ku krivke ¢ rozumieme krivku © ¢ dana

(©)) = p(-1), te[-b—a] (2)

Z Definicie 5 priamo vyplyva (©¢) = (p) a (¢ ® ¥) = (p) U (). Operacia @
je asociativna, t.j., pre kazdé tri krivky o, ¥ a w v R™ plati

-

(p@Y)Bw=00 [ Ow),

ak aspon jedna strana rovnosti ma zmysel. Rozdiel kriviek ¢ a w definujeme
O :=p& (oY), (3)

ak stcet ¢ @ (6 ) je definovany, t.j., plati p(b) = ¥ ().



Krivky 1. druh

Nech ¢ = (¢1, -+, m) je krivka v R™ definovana na kompaktnom intervale
[a, b]. Derivaciou krivky ¢ v bode t € [a, b] rozumieme vektor

©' () = (p1(t), -+ 5 em(2)), (4)

pricom pre t = a, resp. t = b uvazujeme prislusné jednostranné derivacie funkcii
wi, tj.,

¢'(a) = ((p1)4(a), -+, (pm)i(a)), &' () = ((1)=(b), -+, (em)_ (1)) -

Ak ¢'(t) # 0, vektor ¢’ (t) sa nazyva dotykovy vektor ku krivke ¢ v bode ¢ a
vektor T(t) := '(t) /||’ (t)] je jednotkovy dotykovy vektor. Pripomefme, ze

I’ @)1 = V(@) + - + (0 (1))?
je (euklidovska) norma, resp. velkost vektora ¢’(t). Priamka definovana

{e() +he'(t), heR} (5)

sa oznacuje ako dotycnica krivky ¢ v bode t. Doty€nica sa zo vietkych priamok
prechadzajicich cez bod o(t) najviac primkyna ku trajektérii krivky .



Krivky 1. druh

Definicia 6

Krivka ¢ : [a,b] — R™ sa nazyva hladka, ak vektorova funkcia ¢ je spojito
diferencovatelna na [a,b] a ' (t) # O pre kazdé t € [a,b]. V pripade uzavretej
hladkej krivky naviac pozadujeme ¢'(a) = ¢'(b). Krivka ¢ sa oznaCuje ako po
castiach hladka, ak existuje konecné delenie

D:a=to<t1<---<tpn=0

intervalu [a, b] také, ze krivka ¢|f, , +,] je hladka pre kazdé k = 1,...,n.

V pripade po &astiach hladkej krivky ¢ teda existuje najviac konecne vela
izolovanych bodov ¢, v ktorych ¢'(t) neexistuje. Jednoduch4 hladka krivka sa
nazyva obluk (prip. hladky obluk). Ak v Definicii 6 vynechame podmienku
nenulovosti derivacie ¢’ na intervale [a, b], dostaneme tzv. regularnu, resp. po
castiach regularnu krivku. Po Castiach regularna krivka sa nazyva aj cesta.



Krivky 1. druh

Priklad 6

Kruznica alebo elipsa st jednoduché hladké krivky (Jordanove hladké krivky).
Obvod stvorca alebo obdfznika je jednoducha po ¢astiach hladka krivka.

A\

Priklad 7

Asteroida
©(t) = (acos’t, asin®t), a >0, tel0,2n]

je prikladom jednoduchej uzavretej regularnej krivky (Jordanova regularna
krivka). Nie je vsak hladkou krivkou, nakolko derivacia

¢/ (t) = (—3acos’tsint, 3asin’t cost)

m3 nulovi hodnotu v bodoch ¢t = 0, 7/2, 7, 3w /2, 2. Podla Definicie 6 nie je
ani po cCastiach hladkou krivkou. Ako ukazeme neskér, vhodnou transforméaciou
parametra ziskame krivku, ktord ma rovnaki trajektériu a je po Castiach hladka.

>



Krivky 1. druh

Orientacia krivky

Nech ¢ je krivka v R™ definovana na intervale Z. Stanovit orientaciu krivky ¢
znamena zvolit nejaké usporiadanie na mnozine (), t.j., chceme uréit, ktorym
smerom sa pohybujeme po trajektoérii krivky. Ak pre kazda dvojicu t1,t2 € Z s
t1 < to plati, ze bod ¢(t1) je pred bodom ¢(t2) v danom usporiadani (pohybom
po (¢) prechadzame najprv bodom ¢(t1) a az potom bodom ¢(t2)), t.j.,

e(t1) < p(te) <= t1 <ty (6)
potom krivka ¢ je orientovana siithlasne s parametrizaciou. V pripade, ak
p(t2) < p(t1) <= t1 <ty (7

krivka ¢ je orientovana nestthlasne s parametrizaciou. Krivka s usporiadanim <
sa oznaCuje ako orientovana krivka. V pripade kompaktného intervalu Z = [a, b]
a orientovanej krivky ¢ je mozné jeden z krajnych bodov ¢(a) a ¢(b) vyhlasit
za zaciatoény bod a druhy za koncovy bod krivky . Opaéna krivka ma opaéna
orientaciu. Orientacia Jordanovej krivky je zadana smerom dotykového vektora
v jednom bode krivky. Potom Jordanova krivka je kladne orientovana, ak je
orientovana proti smeru hodinovych ruciciek. V opaénom pripade hovorime o
zaporne orientovanej Jordanovej krivke.



Delenie a dlzka krivky

Nech ¢ : [a,b] — R™ je krivka sthlasne orientovana s parametrizaciou a
uvazujme konecné delenie intervalu [a, b], t.j.,

a=to<t1 <---<tnp="0.
Body P; = ¢(t;), i = 1,...,n, trajektérie (o) potom zrejme splnaji

Po<PL<---<P,.

Mnozina D = {Py, Pi, ..., P,} sa nazyva delenie D krivky ¢. Ak krivka ¢ je
uzavreta, pozadujeme Py = P,. Mnozinu (p) aproximujeme lomenou &iarou L
tvorenou tseckami P,_1P; prei=1,...,n, tj.,

L=PPU---UP,_1P,. (8)

Pre jej dlzku m1(L) potom plati

mi(L) = [PoPi| + - + [Pa_1 Pyl (9)



Krivky 1. druh

Definicia 7 (Dizka krivky)

Ak existuje realne ¢islo M také, ze pre kazda lomena Ciaru L v (8) plati
mi(L) < M,

potom povieme, Ze krivka o ma konecnii dlzku alebo je rektifikovatelna.
Najmensie takéto Cislo M nazveme dizka krivky ¢ a oznacime m; ({¢)).

Ak krivka ¢ ma koneénti dlzku, potom mnozina realnych disiel
{m1(L), L je lomena &iara v (8)}

je zhora ohrani€ena, a ma teda suprémum rovné m1({p)).

Kazda regularna krivka ¢ : [a,b] — R™ ma konecnii dizku a plati

ma({g)) = / ¢! ()]l dt = / VAP T T (om @) dt.

Vzorec vo Vete 2 plati aj v pripade po Castiach hladkej krivky .



Priklad 8

Uvazujme skrutkovicu ¢ v R® dani parametrickym vyjadrenim
xz =acost, y=asint, z=0bt, a,b>0, te€]l0,2n]

Krivka ¢ je regularna a pre kazdé ¢ € [0, 27| plati

e’ )]l = V/(—asint)? + (acost)? + b2 = /a2 + b2.

Preto dana skrutkovica je rektifikovatelna krivka a na [0, 27] ma dlzku

m1(<<p>):/ 7rH&,O/(t)||dt:/0 7r\/0L2—|—b2dt:27r\/a2—|—b2.

Priklad 9

| O
\

Krivka ¢ v R® dana

tsinZ, t#0,

nema dlzku, pretoze mnozina dlzok m; (L) je zhora neohranicena.

A\



Krivky 1. druh

Prirodzena parametrizacia krivky

Pre kazda krivku koneénej dizky je mozné zvolit jej parametrizaciu tak, aby
parameter vyjadroval priamo dizku krivky. Konkrétne, ak s, s2 st dve hodnoty
parametra splhajlice s; < s2, potom ¢ast krivky odpovedajica intervalu [s1, s2]
ma dizku so — s1. Takejto parametrizacii hovorime prirodzena parametrizacia
krivky. Ak ¢ : [a,b] — R™ je hladka krivka, potom funkcia

s(t) = / e/ ()] dus

je definovana a spojito diferencovatelna na intervale [a,b] s s'(t) = ||’ (t)].
Nakolko ||¢’(¢)]| > 0 na [a, b], funkcia s(¢) je prosta na [a,b] s oborom hodnét
[0, m1({¢))]. Ak w(s) je funkcia inverzna k s(t), potom parametrizacia

p(w(s), s e€0,mi({#)],

je prave prirodzenou parametrizaciou krivky . Poznamenajme, ze podla
Definicie 4 st krivky ¢ a ¢ o w ekvivalentné, a teda maji rovnaké trajektérie.



Priklad 10

Najdime prirodzen parametrizaciu Casti asteroidy z Prikladu 7. Pre
t € [0, /2] plati

t t
s(t) = / ll’ (w)|| du = / \/(—Sa cos2u sin u)?2 + (3asin®u cosu)? du
0 0
3a

o 2
= —sin"t
2 )

z ¢oho s(mw/2) = 3a/2. Inverzna funkcia w(s) je teda definovana na intervale
[0,3a/2] a plati
2s 3a
= arcsiny/ ==, s€ |0, =] .

w(s) = arcsin 3 ° { 5 }

Prirodzena parametrizacia Casti krivky ¢ ma potom tvar
_ 3/2 _ 3/2 3a
z=a(l—2s/3a)""", y=a(2s/3a)”", s€ 0,7 .

Krivky ¢ a ¢ o w vsak nie si ekvivalentné, hoci maji rovnaki trajektériu.

Krivka ¢ totiz nie je hladka na [0, 7/2] (v bodoch ¢t = 0,7/2 ma nulova
derivaciu), kym krivka ¢ o w je hladka na [0, 3a/2].
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Krivky I. druh

Krivkovy integral I. druhu

Nech ¢ : [a,b] — R™ je hladka krivka a nech f : (¢) — R je ohranicena
funkcia (m premennych). Pre n € N uvazujme delenie intervalu [a, b]

a=1ty <t <~'~<tn:b,
a k nemu prislichajace delenie krivky ¢
Dn:{PO, Pl,,,,,Pn}, Pich(ti), i:(),...,n,

Body F, ..., P, rozdelia krivku ¢ na n tsekov s; = @i, 4,0, 4 =1,...,n,
ktoré sa nazyvaji elementy krivky . Dlzku elementu s; oznacime my(s;). Cislo

|Dr|| := max{mi(s1), ..., mi(sn)}

sa nazyva norma delenia D,,. V kazdej z mnozin (s;) zvolime [ubovolne bod
M; a utvorime integralny sacet funkcie f s delenim D,, krivky ¢ a s vyberom
bodov My, ..., M,

S(f, Dy) = Z F(M;) ma(si). (10)



Definicia 8 (Krivkovy integral I. druhu)

Hovorime, Ze existuje krivkovy integral prvého druhu z funkcie f po krivke ¢,
ak pre kazdu postupnost { D, }5=; deleni krivky ¢ taka, ze

Jim_ {|Dn]] = 0, (11)

prislusna postupnost {S(f, D»)}ne1 integralnych stactov funkcie f konverguje
pre kazdy vyber bodov M, ..., M,.

Postupnost {D, }5>; deleni krivky ¢ s vlastnostou (11) nazyvame normalnou.
Plati, ze ak existuje krivkovy integral I. druhu z funkcie f po krivke ¢, potom
vietky postupnosti {S(f, Dn)}ne1 integralnych sactov funkcie f z Definicie 8
majl rovnakd limitu. Tato limitu potom nazyvame krivkovym integralom I.
druhu z funkcie f po krivke ¢ a oznacujeme

/f(glt)ds7 tg., /f(x)ds ::nler;oS(ﬂDn). (12)

Vsimnime si, ze Definicia 8 nevyzaduje, aby krivka ¢ bola jednoducha. Integral
(12) sa da definovat i v pripade po Castiach hladkej krivky (.



Krivky I. druh

Zakladné vlastnosti krivkovych integralov |. druhu

V nasledujicich vetach budeme uvazovat po Castiach hladké krivky.

Veta 3 (Linearita vzhladom na integrand)

Nech existuji integraly fso f(z)ds a fso g(z)ds a nech o, 8 € R. Potom
existuje aj integral fw[a f(z)+ Bg(x)]ds a plati

[las@ +sg@lds=a [ fa)ds+5 [ ga)ds,

@

(
R €
€
\

Veta 4 (Aditivita vzhfadom na integracny obor)

Nech ¢ a 1 sii krivky také, Ze siicet o @ 1) je definovany. Dalej nech existuji
integraly fsof x)ds, fd} z)ds a [ s /() ds. Potom plati

/ww f(x)ds:Lf(x)ds+Af(x)ds

A\



Krivky I. druh

Veta 5 (Nezavislot na orientacii krivky)

Nech ¢ je orientovana krivka. Potom integral fw f(x) ds existuje prave vtedy,
ked' existuje integral few f(x)ds a plati

/ flx)ds = f(z)ds.
» OS¢

| A\

Veta 6 (Nezavislot na ekvivalentnej parametrizacii krivky)

Nech ¢ a 1) si ekvivalentné krivky. Potom integral fq) f(x)ds existuje prave
vtedy, ked' existuje integral |, » [(x)ds a plati

[0 )l = /w f(z) ds.

| A\

Veta 7 (Dizka krivky)

Pre dlzku rektifikovatelnej krivky ¢ plati m1({p)) = fw ds.



Krivky I. druh

Nech existuji integraly fq) f(z)ds a fv: g(x)ds a nech plati f(z) < g(z) pre
kazdé x € (p). Potom plati

- o
Nech ¢ je rektifikovatelna krivka a nech existuji h, H € R tak, Ze plati
h < f(z) < H pre kazdé = € {p). Nech existuje integral fw f(z)ds. Potom

hm () < [ £(@)ds < Hma((9))

\
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Vypocet krivkového integralu |. druhu

Prakticky sa krivkovy integral |. druhu pocita prevodom na urcity (Riemannov)
integral z funkcie jednej premenne;.

Veta 10

Nech ¢ : [a,b] — R™ je po castiach hladka krivka a nech f : () — R je
ohranicend funkcia, t.j., existuje M € R tak, Ze |f(z)| < M pre kazdé x € {p).
Dalej nech existuje Riemannov integral

/f DIl (1) dt.

Potom existuje i integral fw f(x)ds a plati

/f m—/f ) e (D)l dt.




Krivky I. druh

Priklad 11

Vypocitajme krivkovy integral |. druhu

/ sin 2z ds,
]

kde (o) je Cast grafu funkcie y = cosz pre z € [0,7/2]. Krivka ¢ ma napr.
parametrizaciu
xz(t)=t, y(t)=cost, tel0,m/2].
Krivka ¢ je hladka a plati
¢'(t) = (' (1),y () = 1, —sint) = [¢'(t)| = V1+sin’t, te0,m/2].

Podla Vety 10 potom plati

/2
/sin?mds:/ sin2t\/1+sin2tdt:§(\/§—1).
%} 0




Vypocitajme krivkovy integral |. druhu
[ riaa
@
kde ¢ je skrutkovica
x =acost, y=asint, z=0bt, a,b>0, te]0,2n].
Plati 2 + y® + 2% = a® + b°t> pre kazdé t € [0, 27] a
z'(t) = —asint, y'(t) =acost, 2'(t)=0b,
le' @1l = V@ ©))% + &' (6)% + (Z/ (1) = Va? + b2, ¢ € [0,27].
Podla Vety 10 potom mame

2m
/(1'2 +y? +2%)ds = / (a® +b*t°) Va2 + b2 dt
] 0
= 2mv/a? + b2 (a2 + §7T262) ;




Krivky

Aplikacie krivkového integralu |. druhu

@ Dlizka krivky
() = [ ds. (13)

@ Hmotnost krivky s hustotou p = p(x)

@ Obsah valcovej plochy

ma({e)) = / F(@ ) ds. (15)



Dizka krivky

Priklad 13

Vypoéitajme dizku retazovky, ktora je grafom funkcie

y:§(e%+67%) pre a=3/2 a z€[-22].

Zavedieme vhodni parametrizaciu, napriklad

@ = i, y:%(ei —l—e_ﬁ), te[-2,2.

Jedna sa o hladka krivku ¢, pricom plati

F(@)=1, y@O=(e-c%)/2
I @l = V@@ + GO = (e +e75) /2, te[-22)

Podla vzorca na predchadzajacom slide (resp. podla Vety 7) potom mame

21/ t 2 4
ml((@)):/ds:/ = (e@ +e @ )dt = 2asinh = = 3sinh .
@ 722( ) a 3




Obsah valcovej plochy

Priklad 14

|

Vypocitajme obsah prednej steny klinu, ktory vznikol z trojbokého hranola
ohraniceného rovinami x +y =2, x =0, y = 0 a z = 0 odsekom plochou
z=4—y2

Po nakresleni vhodného obrazku zistime, ze mame vypocitat obsah valcovej
plochy, ktorej zakladnou je krivka ¢ : z +y =2, z,y > 0, a ktora je zhora
ohranicena grafom funkcie z = f(x,y) = 4 — y*. Parametrizujeme dan krivku

z=t, y=2-—t, te]0,2].

Ide o hladka krivku s [|¢' ()] = /(2/(£))2 + (v'(t))2 = VI + 1 = V2. Potom
pre hladany obsah plati

ma((e) = [ f@uyds= [(d=yas= [ 4-@-0) V2= 10V2

o
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