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Obor komplexnych cisiel

Pod pojmom komplexné ¢islo a rozumieme usporiadand dvojicu (c, 8) € R
Prva zlozka o tejto dvojice sa nazyva realna cast komplexného ¢isla a, druha
zlozka 8 sa nazyva imaginarna cast komplexného Cisla a, oznacujeme o = Rea
a B = Ima. Definujeme scitanie a nasobenie komplexnych cisiel

(e, B) + (7, 8) == (a+1, B+0),
(a, B) - (7, 9) := (ay — B9, ad + ).

Scitanie i nasobenie komplexnych Eisiel st asociativne a komutativne binarne
operacie a pre kazda trojicu a, b, ¢ komplexnych ¢isiel plati distributivny zakon

a-(b+c)=a-b+a-c
Pre aplnost definujeme nasobenie komplexného cisla redlnym cislom

r(a, B) := (ra, rB), r€eR.

@ Nula = (0,0) — neutralny prvok vzhladom na séitanie, t.j.,
(a; B) +(0,0) = (0,0) + (o, B) = (o, B).
@ Jednotka — (1,0) — neutralny prvok vzhladom na nasobenie, t.j.,

(@, B) - (1,0) = (1,0) - (o, B) = (v, B).
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@ Opacné cislo ku komplexnému ¢islu a = (a, 3)
—a:= (~a, —B)
Komplexné éislo —a je jediné riesenie rovnice
a+z=(0,0).

@ Inverzné cislo k nenulovému komplexnému ¢islu a = («, )

L o =/
: a2 +/@27 a2 _|_/62 :
Komplexné &islo a=! je jediné riesenie rovnice
a-z=(1,0).
@ Odcitanie komplexnych Cisiel a,b definujeme a — b := a + (=b).
@ Delenie komplexnych &isiel a, b, b # (0,0), definujeme a/b:=a-b"".

Mnozina vsetkych komplexnych Cisiel sa oznacuje C. Algebraicka struktara
(C, +, -) je teleso, ktoré sa neda usporiadat (na rozdiel od (R, +, -)).
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Algebraicky tvar komplexného cisla

Podmnozina komplexnych Cisiel
R:={a€C, a=(a,0), a € R}

je podtelesom telesa C izomorfnym s telesom R v3etkych realnych Cisiel. Preto
je mozné mnoziny R a R, ako algebraické struktiry, stotoznit. To znamena, ze
v mnozine C budeme klast a = (a, 0) pre kazdé oo € R. Potom 0 = (0,0) a
1 = (1,0). Dalej, komplexné &islo (0,1) sa ozna&uje symbolom i, t.j., i = (0, 1),
a nazyva sa imaginarna jednotka. Plati i* = (—1,0) = —1. Tieto oznacenia
potom umoznuji vyjadrit komplexné &islo a = («, B) v tzv. algebraickom tvare

a=(a, B) =(a, 0)+ (0, B) = «(1,0) + B(0,1) = a+ip. (1)

Komplexné €islo a = a+i8 s 8 =0 (teda s Ima = 0) sa oznacuje ako realne
(komplexné) &islo, kym komplexné €islo a = a+ i s 8 # 0 (teda s Ima # 0)
sa nazyva imaginarne (komplexné) islo. Imaginarne ¢islo s nulovou realnou
Castou sa nazyva rydzo imaginarne (komplexné) &islo. Komplexne zdruzené
Cislo a k Cislu a = a4+ iB € C je definované ako a = a — if.
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Absolatna hodnota (velkost) |a| komplexného &isla a = o+ i8 sa definuje

la] := a2 + 2. (2)

Realne Cislo |a| vyjadruje geometricki vzdialenost bodu [a, 8] od bodu [0, 0] v
realnej rovine. Vieobecne, pre a,b € C realne Cislo |a — b| vyjadruje vzajomni
vzdialenost bodov [Rea,Ilma] a [Reb,Imb] v realnej rovine.

Poznamka 1 (Zakladné vlastnosti)

Nech a,a1,as € C. Potom plati:

@ a=a, a1 Eaz=a *a, aiGz=aiG2, ai1/az =ai/as, ak az # 0.

0 aa=la]?, |wmaz|=l|aillaz|, |ai/az| = |a1|/|az], ak az # 0.
@ trojuholnikové nerovnosti ||a1| — |az|| < |a1 + az2| < |a1| + |az].
@ |Rea| < |a|, [Ima|<|al.
o i _
a+a a—a
Rea = 7 Ima = oF

@ Re(a1 £ a2) =Reai £ Reaz, Im (a1 £az2) =Imai £ Imas.
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Komplexna (Gaussova) rovina

Prirodzenym modelom mnoziny C komplexnych é&isiel je (euklidovska) rovina —
komplexna (Gaussova) rovina. Kazdému komplexnému &islu z = = + iy je
priradeny bod v rovine so saradnicami [z,y]. Naopak, kazdému bodu [z, y]
roviny odpoveda prave jedno komplexné &islo z = & + iy. Dalej budeme preto
pre jednoduchost stotoznovat body roviny s komplexnymi Cislami. Vzdialenost
(metrika) sa v mnozine C definuje pomocou absolatnej hodnoty komplexného
Cisla zavedenej v (2), t.j., vzdialenost dvoch komplexnych ¢isiel z1 a 22 je
definovana d(z1, z2) := |z1 — 22].

Ako je to s pojmom “komplexné” nekonecno? Pre mnozinu C komplexnych
Cisiel sa definuje iba jedno “nekoneéno”. Konkrétne, k mnozine C sa formalne
prida jeden prvok, ktory sa oznacuje symbolom oo, spliajici vlastnosti

00 = —00 = |o0|, ©0-00 =00,
z+o00=00, z/oo=0, oo/z=o00 prezceC,
z-00=00, z/0=o00, prezeC)\{0}.
Nedefinuja sa vyrazy co + 0o, 0o — 00, 0 - 00, 0/0, co/oo. Mnozina C U {oo}

sa spolu s danymi algebraickymi operaciami oznacuje C a nazyva sa rozsirena
(uzavreta) komplexna rovina alebo tiez rozsirena (uzavreta) Gaussova rovina.
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Goniometricky (polarny) tvar komplexného cisla

S modelom komplexnej roviny tzko savisi tzv. goniometricky (polarny) tvar
komplexnych cisiel. Kazdé nenulové komplexné €islo z je mozné vyjadrit v tvare

z = |z| (cos ¢ + isin ), 3)

kde ¢ je argument komplexného €isla z definovany rovnicami

COS@:E, singozlm—z. (4)
|| ||

Argument ¢ nie je uréeny jednoznaéne (ak ¢ je argument z, potom i ¢ + 2k,
k € Z, je argument z). Mnozina vsetkych argumentov daného komplexného
Cisla sa oznacuje Arg z (je to tzv. mnohoznacna funkcia premennej z). Symbol
arg z bude oznacovat zakladny (hlavny) argument komplexného &isla z, t.j.,
argument splhajici —m < arg z < . Zakladny argument arg z je pre dané z
urceny jednoznacne. Plati

Argz = {arg z + 2k, ke Z}. (5)

Posledna rovnost sa Casto zapisuje i v tvare Arg z = arg z (mod 27).
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Zavedenie goniometrického tvaru v (3) umoznuje efektivne nasobit a delit
komplexné Cisla. Konkrétne, ak

z1 = |z1| (cos p1 +isinp1), 22 = |22| (cos 2 + isin p2)
st dve komplexné ¢isla a 1 a 2 st ich [ubovolné argumenty, potom plati

z122 = |z1]|22] (cos 1 + isin 1) (cos p2 + isin @2)
= |z1||z2| [(cos 1 cos p2 — sin ¢ sin p3)
+ i(sin g1 cos w2 + cos p1 sin p2)]

= |z1]|22| [cos(p1 + p2) + isin(p1 + p2)]. (6)

Z rovnosti (6) potom vyplyva
Arg (z122) = Argzi+Argz a arg(zi122) = arg z1 +arg z2 (mod 27), (7)

ako aj tzv. Moivreov vzorec na vypocet n-tej mocniny komplexného cisla z
2" = |z|" [cos (narg z) + isin (narg z)], n € N. (8)
Okrem toho z relacii (7) vyplyva

Arg (") =nArgz a arg(z")=nargz (mod 27). (9)
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Podobne, pre podiel z1/z2, z2 # 0, plati

21 _ |z1] cosgr +isingr |21 cospr +isingr cos g — isin g2
2o |za| cospa +isinga  |z2| coss +isinps cos 2 — isin@o
_ |z cos(pr — ¢2) +isin(pr — ¢2)
|22] cos? o + sin?
z .
= 12 con(ir — o) + sin(r = o). (10)
2

Potom mame
Z1 Z1
Arg (z_> = Argzi — Argzs, arg <z_> = arg z1 — arg z2 (mod 27). (11)
2 2

Pre kazdé z € C a n € N je n-ta odmocnina zo z definovana ako

= ’{/g{cos (argz:2kw>+isin (argz—‘—%ﬂr)]7 (12)

n

kde k =0, ..., n — 1. Pre pevné n sa teda jednd o mnohoznaéni funkciu
(premennej z), pricom pre kazdé z € C existuje prave n jeho n-tych odmocnin.



Komplexné cisla

Viyraz cos ¢ + isin g, ¢ € R, sa obvykle oznacuje symbolom €%, t.j.,
€'? := cos ¢ + isin . (13)

Pre kazdé z € C potom plati

z=|z|€¥, ¢e€Argz. (14)

Zapis (14) sa nazyva exponencialny tvar komplexného &isla z. Pre kazdé ¢, ¢1,
w2 € R plati

€| =1, arge” = (mod 27), €% =e ¥ =1/e?, (15)

i —ip ip _ —ip

cosp = 76 —;e 9 Sinso = _e 2le ) (16)

el(P1w2) _ eimeiv27 elp1—v2) _ eiv1/eivz7 (17)

(e‘*’> — ™ meZ (18)

Neskér ukazeme, ze vyraz €' zavedeny v (13) je rozsirenim exponencialnej
funkcie €” do oboru komplexnych ¢isiel.
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Priklad 1

Dané komplexné cislo napiste v goniometrickom tvare
1+
Pre komplexné cislo z = 1 + i plati
Rez=1, Imz=1, |z|:m:\/§
Lubovolny argument ¢ &isla z potom splia rovnosti
cosp = Rez/|z| = 1/V2, sing=Imz/|z| =1/V2.
Riesenie tejto sustavy je napr. ¢ = 97 /4. Potom plati
z = V2 [cos (97 /4) + isin (97 /4)].
Zakladny argument Cisla z je arg z = /4 a podobne plati

z = V2[cos (1/4) + isin (1/4)].
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Priklad 2

Dané komplexné Cislo napiste v goniometrickom tvare
—2v/3 - 2i.
Pre komplexné &islo z = —2+/3 — 2i plati
Rez=—2V3, Imz=-2 |z|=1/(-2V3)2+(-2)2=4.
Lubovolny argument ¢ Cisla z splia rovnosti
cosp = Rez/|z| = —V3/2, sinp=Imz/|z| = —1/2.

Zakladny argument Cisla z je argz = —57/6 a plati

z = 4[cos (—5m/6) + isin (—57/6)].
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N ET

Vypocitajte

(14iv3)".
Pouzijeme Moivreov vzorec (8). Komplexné &islo z = 1 + iv/3 prepiseme do
goniometrického tvaru. Plati |z| =2, argz = 7/3, a teda

z = 2]cos (m/3) + isin (7/3)].
Potom podla (8) mame
2'% = 2" [cos (15m/3) + isin (157/3)] = 2" [cos (57) + isin (57)] = —2"°.

Poznamenajme, Ze rovnaky vysledok by sme ziskali klasickym roznasobenim
podla binomickej vety.
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Priklad 4

Vypocitajme v C
V/—8.

Podla (12) existujia prave 3 komplexné tretie odmocniny z éisla z = —8.
Goniometricky tvar cisla z je

z = 8]cos (—m) +isin (—7)].

Podla (12) plati

Y78 = V8 fcon (AT ) jin (=L .

pricom k = 0,1, 2. Postupne dostaveme
_ : =™ bisin (ZF)] =1 i
k—0—>\/§[cos(3)+|sm(3)] 1 |\/§,
k=1 — \/g[cos(g)—klsm(g)] 1+iV3,
k=2 — V/8(cosm+isinm) = —2.
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