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Komplexné cisla Funkcie

Obor komplexnych cisiel

Pod pojmom komplexné ¢islo a rozumieme usporiadand dvojicu (c, 8) € R
Prva zlozka o tejto dvojice sa nazyva realna cast komplexného ¢isla a, druha
zlozka 8 sa nazyva imaginarna cast komplexného Cisla a, oznacujeme o = Rea
a B = Ima. Definujeme scitanie a nasobenie komplexnych cisiel

(e, B) + (7, 8) == (a+1, B+0),
(a, B) - (7, 9) := (ay — B9, ad + ).

Scitanie i nasobenie komplexnych Eisiel st asociativne a komutativne binarne
operacie a pre kazda trojicu a, b, ¢ komplexnych ¢isiel plati distributivny zakon

a-(b+c)=a-b+a-c
Pre aplnost definujeme nasobenie komplexného cisla redlnym cislom

r(a, B) := (ra, rB), r€eR.

@ Nula = (0,0) — neutralny prvok vzhladom na séitanie, t.j.,
(a; B) +(0,0) = (0,0) + (o, B) = (o, B).
@ Jednotka — (1,0) — neutralny prvok vzhladom na nasobenie, t.j.,

(@, B) - (1,0) = (1,0) - (o, B) = (v, B).
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@ Opacné cislo ku komplexnému ¢islu a = (a, 3)
—a:= (~a, —B)
Komplexné éislo —a je jediné riesenie rovnice
a+z=(0,0).

@ Inverzné cislo k nenulovému komplexnému ¢islu a = («, )

L o =/
: a2 +/@27 a2 _|_/62 :
Komplexné &islo a=! je jediné riesenie rovnice
a-z=(1,0).
@ Odcitanie komplexnych Cisiel a,b definujeme a — b := a + (=b).
@ Delenie komplexnych &isiel a, b, b # (0,0), definujeme a/b:=a-b"".

Mnozina vsetkych komplexnych Cisiel sa oznacuje C. Algebraicka struktara
(C, +, -) je teleso, ktoré sa neda usporiadat (na rozdiel od (R, +, -)).
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Algebraicky tvar komplexného cisla

Podmnozina komplexnych Cisiel
R:={a€C, a=(a,0), a € R}

je podtelesom telesa C izomorfnym s telesom R v3etkych realnych Cisiel. Preto
je mozné mnoziny R a R, ako algebraické struktiry, stotoznit. To znamena, ze
v mnozine C budeme klast a = (a, 0) pre kazdé oo € R. Potom 0 = (0,0) a
1 = (1,0). Dalej, komplexné &islo (0,1) sa ozna&uje symbolom i, t.j., i = (0, 1),
a nazyva sa imaginarna jednotka. Plati i* = (—1,0) = —1. Tieto oznacenia
potom umoznuji vyjadrit komplexné &islo a = («, B) v tzv. algebraickom tvare

a=(a, B) =(a, 0)+ (0, B) = «(1,0) + B(0,1) = a+ip. (1)

Komplexné €islo a = a+i8 s 8 =0 (teda s Ima = 0) sa oznacuje ako realne
(komplexné) &islo, kym komplexné €islo a = a+ i s 8 # 0 (teda s Ima # 0)
sa nazyva imaginarne (komplexné) islo. Imaginarne ¢islo s nulovou realnou
Castou sa nazyva rydzo imaginarne (komplexné) &islo. Komplexne zdruzené
Cislo a k Cislu a = a4+ iB € C je definované ako a = a — if.



Komplexné cisla Funkcie

Absolatna hodnota (velkost) |a| komplexného &isla a = o+ i8 sa definuje

la] := a2 + 2. (2)

Realne Cislo |a| vyjadruje geometricki vzdialenost bodu [a, 8] od bodu [0, 0] v
realnej rovine. Vieobecne, pre a,b € C realne Cislo |a — b| vyjadruje vzajomni
vzdialenost bodov [Rea,Ilma] a [Reb,Imb] v realnej rovine.

Poznamka 1 (Zakladné vlastnosti)

Nech a,a1,as € C. Potom plati:
© G=a, a1Fas=a1+a:, aiaz=aids, a1/az = ay/az, ak aa # 0.
@ ad = |a|?, |araz| = |ai|laz|, |a1/az| = |a1|/|az|, ak as # 0.
@ trojuholnikové nerovnosti ||a1| — |az|| < |a1 + az2| < |a1| + |az].
@ |Rea| < |al, [Ima| < al.
o — —
Rea = a—;—a} Ima = %.
@ Re(a1 £ a2) =Reai £ Reaz, Im (a1 £az2) =Imai £ Imas.




Komplexné cisla Funkcie

Komplexna (Gaussova) rovina

Prirodzenym modelom mnoziny C komplexnych é&isiel je (euklidovska) rovina —
komplexna (Gaussova) rovina. Kazdému komplexnému &islu z = = + iy je
priradeny bod v rovine so saradnicami [z,y]. Naopak, kazdému bodu [z, y]
roviny odpoveda prave jedno komplexné &islo z = & + iy. Dalej budeme preto
pre jednoduchost stotoznovat body roviny s komplexnymi Cislami. Vzdialenost
(metrika) sa v mnozine C definuje pomocou absolatnej hodnoty komplexného
Cisla zavedenej v (2), t.j., vzdialenost dvoch komplexnych ¢isiel z1 a 22 je
definovana d(z1, z2) := |z1 — 22].

Ako je to s pojmom “komplexné” nekonecno? Pre mnozinu C komplexnych
Cisiel sa definuje iba jedno “nekoneéno”. Konkrétne, k mnozine C sa formalne
prida jeden prvok, ktory sa oznacuje symbolom oo, spliajici vlastnosti

00 = —00 = |o0|, ©0-00 =00,
z+o00=00, z/oo=0, oo/z=o00 prezceC,
z-00=00, z/0=o00, prezeC)\{0}.
Nedefinuja sa vyrazy co + 0o, 0o — 00, 0 - 00, 0/0, co/oo. Mnozina C U {oo}

sa spolu s danymi algebraickymi operaciami oznacuje C a nazyva sa rozsirena
(uzavreta) komplexna rovina alebo tiez rozsirena (uzavreta) Gaussova rovina.
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Goniometricky (polarny) tvar komplexného cisla

S modelom komplexnej roviny tzko savisi tzv. goniometricky (polarny) tvar
komplexnych cisiel. Kazdé nenulové komplexné €islo z je mozné vyjadrit v tvare

z = |z| (cos ¢ + isin ), 3)
kde ¢ je argument komplexného €isla z definovany rovnicami

_Imz

cos p = sin p = W (4)

Rez

2] °
Argument ¢ nie je uréeny jednoznaéne (ak ¢ je argument z, potom i ¢ + 2k,
k € Z, je argument z). Mnozina vsetkych argumentov daného komplexného
Cisla sa oznacuje Arg z (je to tzv. mnohoznacna funkcia premennej z). Symbol
arg z bude oznacovat zakladny (hlavny) argument komplexného &isla z, t.j.,
argument splhajici —m < arg z < . Zakladny argument arg z je pre dané z
urceny jednoznacne. Plati

Argz = {arg z + 2k, ke Z}. (5)

Posledna rovnost sa Casto zapisuje i v tvare Arg z = arg z (mod 27).
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Zavedenie goniometrického tvaru v (3) umoznuje efektivne nasobit a delit
komplexné Cisla. Konkrétne, ak

z1 = |z1| (cos p1 +isinp1), 22 = |22| (cos 2 + isin p2)
st dve komplexné ¢isla a 1 a 2 st ich [ubovolné argumenty, potom plati

z122 = |z1]|22] (cos 1 + isin 1) (cos p2 + isin @2)
= |z1||z2| [(cos 1 cos p2 — sin ¢ sin p3)
+ i(sin g1 cos w2 + cos p1 sin p2)]

= |z21]|z2 [cos(p1 + 2) +isin(p1 + ¢2)]. (6)

Z rovnosti (6) potom vyplyva
Arg (z122) = Argzi+Argz a arg(zi122) = arg z1 +arg z2 (mod 27), (7)

ako aj tzv. Moivreov vzorec na vypocet n-tej mocniny komplexného cisla z
2" = |z|" [cos (narg z) + isin (narg z)], n € N. (8)
Okrem toho z relacii (7) vyplyva

Arg (") =nArgz a arg(z")=nargz (mod 27). (9)
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Podobne, pre podiel z1/z2, z2 # 0, plati

21 _ |z1] cosgr +isingr |21 cospr +isingr cos g — isin g2
2o |za| cospa +isinga  |z2| coss +isinps cos 2 — isin@o
_ |z cos(pr — ¢2) +isin(pr — ¢2)
|22] cos? o + sin?
z .
= 12 con(ir — o) + sin(r = o). (10)
2

Potom mame
Z1 Z1
Arg (z_> = Argzi — Argzs, arg <z_> = arg z1 — arg z2 (mod 27). (11)
2 2

Pre kazdé z € C a n € N je n-ta odmocnina zo z definovana ako

= ’{/g{cos (argz:2kw>+isin (argz—‘—%ﬂr)]7 (12)

n

kde k =0, ..., n — 1. Pre pevné n sa teda jednd o mnohoznaéni funkciu
(premennej z), pricom pre kazdé z € C existuje prave n jeho n-tych odmocnin.
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Viyraz cos ¢ + isin g, ¢ € R, sa obvykle oznacuje symbolom €%, t.j.,
€'? := cos ¢ + isin . (13)

Pre kazdé z € C potom plati

z=|z|€¥, ¢e€Argz. (14)

Zapis (14) sa nazyva exponencialny tvar komplexného &isla z. Pre kazdé ¢, ¢1,
w2 € R plati

€| =1, arge” = (mod 27), €% =e ¥ =1/e?, (15)

i —ip ip _ —ip

cosp = 76 —;e 9 Sinso = _e 2le ) (16)

el(P1w2) _ eimeiv27 elp1—v2) _ eiv1/eivz7 (17)

(e‘*’> — ™ meZ (18)

Neskér ukazeme, ze vyraz €' zavedeny v (13) je rozsirenim exponencialnej
funkcie €” do oboru komplexnych ¢isiel.
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Priklad 1

Dané komplexné cislo napiste v goniometrickom tvare
1+
Pre komplexné cislo z = 1 + i plati
Rez=1, Imz=1, |z|:m:\/§
Lubovolny argument ¢ &isla z potom splia rovnosti
cosp = Rez/|z| = 1/V2, sing=Imz/|z| =1/V2.
Riesenie tejto sustavy je napr. ¢ = 97 /4. Potom plati
z = V2 [cos (97 /4) + isin (97 /4)].
Zakladny argument Cisla z je arg z = /4 a podobne plati

z = V2[cos (1/4) + isin (1/4)].
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Priklad 2

Dané komplexné Cislo napiste v goniometrickom tvare
—2v/3 - 2i.
Pre komplexné &islo z = —2+/3 — 2i plati
Rez=—2V3, Imz=-2 |z|=1/(-2V3)2+(-2)2=4.
Lubovolny argument ¢ Cisla z splia rovnosti
cosp = Rez/|z| = —V3/2, sinp =Imz/|z| = —1/2.

Zakladny argument Cisla z je argz = —57/6 a plati

z = 4[cos (—5m/6) + isin (—57/6)].
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N ET

Vypocitajte

(14iv3)".
Pouzijeme Moivreov vzorec (8). Komplexné &islo z = 1 + iv/3 prepiseme do
goniometrického tvaru. Plati |z| =2, argz = 7/3, a teda

z = 2]cos (m/3) + isin (7/3)].
Potom podla (8) mame
2'% = 2" [cos (15m/3) + isin (157/3)] = 2" [cos (57) + isin (57)] = —2"°.

Poznamenajme, Ze rovnaky vysledok by sme ziskali klasickym roznasobenim
podla binomickej vety.
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Priklad 4

Vypocitajme v C
V/—8.

Podla (12) existujia prave 3 komplexné tretie odmocniny z éisla z = —8.
Goniometricky tvar cisla z je

z = 8]cos (—m) +isin (—7)].

Podla (12) plati

Y78 = V8 fcon (AT ) jin (=L .

pricom k = 0,1, 2. Postupne dostaveme
_ : =™ bisin (ZF)] =1 i
k—0—>\/§[cos(3)+|sm(3)] 1 |\/§,
k=1 — \/g[cos(g)—klsm(g)] 1+iV3,
k=2 — V/8(cosm+isinm) = —2.
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Obsah
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Postupnosti v C

Nech r € R a 29 € C. Otvorenym kruhom K (zo,7) so stredom v bode 2o a s
polomerom r rozumieme mnozinu K(zo,r) := {z € C, |z — 20| < r}. Mnozina
K (z0,r) sa Casto oznaCuje aj ako r-okolie bodu zg. Ak zg = oo, definujeme
K(oco,r) :={z € C, |2| > 1/r}. Nech {a,}5, je postupnost komplexnych
Cisiel. Komplexné &islo ag € C sa nazyva limitou postupnosti {a,}52;, ak pre
kazdé e-okolie bodu ag existuje index n. € N tak, ze a, € K(ao, ) pre kazdy
index n > n.. Potom piseme lim,_,~ a, = ao alebo aj a, — ao.

Nech {an}5>; je postupnost v C a ag € C. Potom a, — ao prave vtedy, ked'

lim |an,—ao| =0 <= lim Rea, = Reap & lim Ima, = Imao. (19)

V tomto pripade plati i @, — @g. Podobne, a,, — oo prave vtedy, ked’

lim |an| =00, resp., lim 1/|an|=0. (20)
n—oo

n— o0

.



Komplexné cisla Funkcie

Ciselné rady v C

Nech {an}nZ; je postupnost v C. Postupnost {si}z=; (tzv. postupnost
Ciastocnych stctov) definovana ako sy := > "_| an sa nazyva nekonecny rad s
clenmi a,, a oznaCuje sa > o> | an, resp. > an. Rad }" an konverguje (resp., je
konvergentny), ak existuje konecna limita postupnosti {s;}3>,. Tato limitu
potom ozna€ujeme ako stcet s radu a piseme s = > an. V opaénom pripade
rad > a, diverguje (resp., je divergentny).

Veta 2

Nech > an, > bn st konvergentné rady a a,b € C. Potom plati:
@ limp— o0 an = 0 (nutnd podmienka konvergencie radu).
@ Rad 3. @, konverguje so sictom Y@ = 3. an.
@ Rad ) (aan + bbyn) konverguje a > (aan + bbn) =ad an +b> by.

Veta 3

| A\

Komplexny rad > a,, konverguje prave vtedy, ked' konverguje kazdy z redlnych
radov " Rearn a > Imay, pricom plati > an = >, Rean + i) Iman.
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Komplexny rad " a, sa nazyva absolitne konvergentny, ak rad > |ax| je
konvergentny. Kazdy absolatne konvergentny rad je i konvergentny a plati

‘Zan < Z|an|.

Ak > an konverguje, ale rad > |an| diverguje, potom hovorime, ze rad 3 an
konverguje neabsolatne (relativne). Platia nasledujace vysledky.

Veta 4

Komplexny rad > an konverguje absolitne prave vtedy, ked kazdy z redlnych
radov > Reay a Y Ima, konverguje absolitne.

Veta 5 (Riemannova veta o prerovnani absolitne konvergentného radu)

| A\

Ak komplexny rad > an konverguje absolitne, potom kazdé prerovnanie tohto
radu konverguje absolitne s rovnakym sictom, t.j., plati

Z Qr(n) = Z an

pre kazdi permutaciu = mnoziny N (t.j., pre kazdd bijekciu 7 : N — N).

A\
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Pri vySetrovani (absolttnej) konvergencie komplexnych radov mézeme aplikovat
mnohé kritéria vyuzivané v realnej analyze.

@ Porovnavacie kritérium — ak komplexny rad > a, splfa |an| < by, pre
kazdé n € N, kde > b, je konvergentny realny rad, potom rad > an,
konverguje absolatne.

@ D'Alembertovo podielové kritérium — ak komplexny rad 3" a,, spiha
|an+1/an| < g < 1 pre kazdé n € N, potom > a, konverguje absolitne.
Ak |an+1/an| > 1 pre kazdé n € N, potom rad > a, diverguje. Obzvast,
ak existuje lim, o0 |@n+1/an| = ¢ € R, potom pre ¢ < 1 (¢ > 1) rad
>~ an konverguje absolatne (diverguje).

@ Cauchyho odmocninové kritérium — ak komplexny rad 3 a,, spiha
Vl0an| < g <1 pre kazdé n € N, potom > a, konverguje absolatne. Ak
Y/|an| > 1 pre kazdé n € N, potom rad > a, diverguje. Obzvast, ak
existuje limn,— oo V/|an| = ¢ € R*, potom pre ¢ < 1 (¢ > 1) rad > an
konverguje absolutne (diverguje).

@ Cauchyho integralne kritérium — ak rad > ay, splfa |an| = f(n) pre kazdé
n €N, kde f : [1,00) — R je nezaporna, nerastiica a spojita funkcia,

potom rad > a, konverguje absolutne prave vtedy, ked nevlastny integral
J° f(x) da konverguje.
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Priklad 5

Stanovme limitu e
lim u
n— oo n!

Najdeme realnu a imaginarnu Cast prislusnej postupnosti. Podla Prikladu 1 plati

1+i" _ (V2[cos (m/4) + isin (m/4)])"

n! n!
_ (v/2)™ cos (mn/4) 4 (V/2)" sin (7n/4)
n! n! ’
Teda mame
1+0D)" V/2)" cos (mn /4 1+ V/2)" sin (7n /4
e (W) _ (O costan/) -, (DY (A1 inGanyt)
Kedze plati

lim Re<u) — 0= lim |m((1+') )
n—00 n! n—00 n!

podla Vety 1 limita v zadani prikladu existuje a je rovna 0 +i0 = 0.
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Priklad 6

Dokazme

'

'——0‘: lim ' — lim — =0
nn

lim
n—r oo

o

Priklad 7

Najdime limitu _
lim ne™.
n— o0

Tato limita existuje a je nevlastna, pretoze plati

in .
= lim n = oco.

lim [ne™| = lim n‘e
n— oo

n— oo n— 00
Pri vypocte sme vyuzili prva rovnost v (15), t.j., |ei”‘ = 1. Podla Vety 1 potom

lim ne™ = co.
n— oo
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Priklad 8

Najdime sicet radu
—~1+i(-1)""'n
D
n=1

V danom rade oddelime jeho redlnu a imaginarnu cast. Dostaneme

Re (M) _ % - <1+i(—1)”‘1n) D e

n? n?
Ked'ze z redlnej analyzy mame
S imP=x'/6, > (-1)""'/n=In2,

podla Vety 3 konverguje i rad v zadani prikladu a plati

1+i(-)"'n =2 |
ZT = F +|1H2.
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Priklad 9

Vysetrime konvergenciu radu

Oddelenim realnej a imaginarnej Casti daného radu dostaneme

Re <f) _ { (()7—1)’“/(%), Zi;i_ )

Im (%) = { (()’_l)kfl/(zk _1), Zi;:— 1.

Obidva realne rady > Re a > Im konverguja (podla Leibnizovho kritéria), a
preto podla Vety 3 konverguje i rad v zadani prikladu.
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Priklad 10

Vysetrime konvergenciu radov

3)271(137—:07 b) a”, a€C.

n=1 n=1

a) Rad konverguje absolatne podla D’Alembertovho kritéria, nakolko

) i n+1
o [ S L [k DA+ (i DVE VR
n— oo "(ldt')n T nSeo 3n T noo 3n - 3

b) Aplikovanim Cauchyho odmocninového kritéria dostaneme
lim {/|a”| = lim %/|a|? = lim |a| = |a].
n—oo n— oo n— oo

Pre |a| < 1 dany rad konverguje absolatne, pre |a| > 1 rad diverguje. V pripade
|a| = 1 rad diverguje, pretoze nie je splnend nutnd podmienka konvergencie vo
Vete 2 (lim,— o0 a™ # 0, resp. neexistuje).
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Funkcie v C

Nech D je podmnozina v C. Pod pojmom (komplexna) funkcia (komplexnej
premennej) f budeme rozumiet priradenie, ktoré kazdému Cislu z € D priradi
jednu alebo viac hodnét w € C. Mnozina D sa nazyva definicny obor funkcie f
a oznacuje sa D(f). Mnozina

H(f) ={weC, w=f(2), z€ D()}

sa nazyva obor hodnét funkcie f. Ak je kazdému z € D(f) priradena prave
jedna hodnota w = f(z) € H(f), potom hovorime o jednoznacnej funkcii f. V
opacnom pripade funkciu f ozna€ujeme ako mnohoznacni. Vhodnym zazenim
oboru hodnét #(f) mnohoznaénej funkcie f dostaneme jednoznaéni funkciu —
tzv. jednoznacni vetvu komplexnej funkcie f. Vo vseobecnosti teda komplexna
funkcia komplexnej premennej nie je zobrazenie, pricom symbol f(z) znamena
podmnozinu v H(f). Inverznou funkciou k funkcii f : w = f(z), z € D(f),
rozumieme funkciu f~': z = f~(w), ktora kazdému w € H(f) priradi prave
tie z € D(f), pre ktoré w = f(z). Zrejme D(f~*) = H(f) a H(f™') = D(f).
Okrem toho, f(f~*(w)) = w, pre kazdé w € H(f), aviak neplati vieobecne
FH(f(2)) = 2, pre 2 € D(f). Inverzna funkcia f~' mbéze byt jednoznaéna i
mnohoznacna.
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Nech f je funkcia. Ak D(f) C R, jedna sa o funkciu realnej premennej, inak
hovorime o funkcii komplexnej premennej. V pripade H(f) C R mame realnu
funkciu, inak (t.j., pre H(f) € C) mame komplexni funkciu. Ak plati dokonca
H(f) C C, potom hovorime o konecnej (komplexnej) funkcii.

Nech f je koneéna funkcia komplexnej premennej. Potom existuja jediné realne
funkcie u, v : R? — R také, Ze pre kazdé z = z + iy € D(f) N C plati

f(2) = u(=z,y) +iv(z,y). (21)
Funkcie u a v sa nazyvaji redlna a imaginarna Cast funkcie f, t.j.,
u(z,y) =Re f(2), wv(z,y) =Im f(z). (22)

Funkcia f definovana f(z) := f(z), z € D(f), sa nazyva funkcia komplexne
zdruzena s f. Zrejme potom plati f(z) = u(z,y) —iv(z,y) a

Re f(z) = L& 1) B @) gz = 1B -G = 1@ Lcpp. (@)
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Limitu a spojitost komplexnej funkcie f komplexnej premennej definujeme
podobnym spésobom ako v realnej analyze. Nech M C C a zo je hromadny
bod mnoziny M. Cislo wo € C nazyvame limitou funkcie f v bode zo
vzhladom na mnozinu M a piseme

lim f(z) = wo,

z—20

zeEM
ak pre kazdé okolie O(wo) bodu wq existuje rydze okolie O*(zo) bodu zy také,
ze pre kazdé z € O*(z0) N M plati f(z) € O(wo). V pripade M = D(f)
dostavame limitu funkcie f v tradi¢nom slova zmysle, t.j.,

lim f(z) = lim f(z) = wo.

z—2( z—rz(
2€D(f)

Okrem toho platia relacie

lim f(z) =wo <= lim Ref(z) = Rewp, lim Im f(z) =Imwo, (24)

z—r2zQ z—r2zQ z—rzQ
lim f(z) =wo <= lim f(2) = wo. (25)
z—20 zZ—=2z0

Funkcia f je spojita v bode zo € D(f), ak lim._,, f(z) = f(z0). Pre spojitost
funkcie potom platia vysledky analogické s (24) a (25).



Komplexné cisla Funkcie

Priklad 11
Prikladom realnych funkcii komplexnej premennej st funkcie
w=Rez, w=]|z|, w=argz.

Jedna sa o jednoznacné funkcie. Funkcia w = 2™, pre n € N pevng, je
komplexna funkcia komplexnej premennej, kym funkcia w = €'?, p € R, je
komplexna funkcia realnej premennej . Dalej, funkcie

w=Argz, w= ¥z, n €N pevné,

st prikladmi mnohoznaénych komplexnych funkcii komplexnej premennej. Prva
z nich je nekonecne-znacna, druha je n-znaéna. Zazenim oboru hodnét prvej z
nich dostaneme napriklad uz zmienent jednoznacna funkciu @ = arg z.
Jednoznacnou vetvou druhej funkcie je napriklad funkcia (porovnaj s (12))

W= "(/m(cos arg? + isin argz).
n n




Komplexné cisla Funkcie

Priklad 12

Stanovme limitu
. Rez
lim —.

z—0 z
V limitovanej funkcii oddelime jej redlnu a imaginarnu cast. Poznamenajme, ze
konvergencia z = = + iy — 0 je ekvivalentna s x — 0 & y — 0. Plati
T x—iy

. Rez . .
lim — = im — = lim - -
z—0 2 (z,y)—(0,0) T + 1Y (z,y)—(0,0) T+ 1Y T — 1Y

— 1 2
_ omw HEEW) gy ( AN )
@y)—=00 22+y?  (2y-00 \2?+y? 22 +y?
Z realnej analyzy funkcii dvoch premennych vieme lahko ukazat, ze limity
2
m ot Mmool
(z,y)—(0,0) < + Y (z,y)—(0,0) < + Yy

neexistuju. Podla (24) potom neexistuje ani limita v zadani prikladu.



Komplexné cisla Funkcie

Priklad 13

|

Vypocitajme limitu
. zRez
lim
z—0 |2:|

V limitovanej funkcii oddelime jej redlnu a imaginarnu cast. Dostaneme

zRez lim (z+iy)z

2
q q yxr
lim = = lim .
=0 |z (2:9)—=(0,0) \/22 +y2  (2,4)—(0,0) <\/1’2+y \/x2+y2>

V tomto pripade plati

2
lim —2 —0= &K yz

im @ —
(2,9)=(0,0) \/x2 + y?2 (2,9)=(0,0) \/x2 + y?

Preto podla (24) limita v zadani prikladu ma hodnotu 0 + i0 = 0.




Komplexné cisla Funkcie

Priklad 14

Zistime limitu
. 2241
lim .

z— Z—I

V limitovanej funkcii vykoname algebraické apravy (rozklad citatela na sicin)

2 . o
T 2 )| C2nl) ST

z—i Z — | z—i z— 1 z—i

| A

Priklad 15

Rozhodnime o existencii limity

lim =.

z2—0 2z
Dokazeme, ze uvedena limita neexistuje. Nech z sa blizi k bodu 0 = 0 + i0 po
realnej osi, t.j., z =z € R. Potom z/z =Z/z =z/x =1, alim.,0Z/z=1v
tomto pripade. Ak z sa bude k 0 blizit po imaginarnej osi, t.j., z =iy € iR,
potom plati Z/z = —iy/iy = —1, a v tomto pripade lim,_,¢ z/z = —1. Pri
pohybe po dvoch réznych cestach do bodu 0 sme dostali dve rézne hodnoty
limity. Preto dana limita neexistuje.
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Komplexné cisla Funkcie Derivacia

Derivacia komplexnej funkcie

Definicia 1 (Komplexna diferencovatelnost)

Nech G je otvorena podmnozina v C a f je konecna funkcia definovana na G.
Hovorime, ze f je komplexne diferencovatelna (monogénna) v bode 2o € G, ak
existuje konecna limita

1 @) = f(z0) (

resp. lim
h—0

z—2z0 z — 20 et

f(z0 +h) = f(20)

Limita v (26) sa nazyva derivacia funkcie f v bode zo a oznacuje sa f’(z0),

resp. 3L (zo).

ot
V komplexnej analyze sa teda nedefinuje nevlastna derivacia a derivacia v bode
c0. Z Definicie 1 vyplyva, ze funkcia f : G — C je komplexne diferencovatelna
v bode 2¢ € G prave vtedy, ked existuje komplexné &islo a s vlastnostou

lim S o+ h) = f(z0) —ah _

h—0 h
heC

0. (27)

V tomto pripade a = f’(20). Vyraz ah sa nazyva diferencial funkcie f v bode
20 a oznacuje sa df(zo0), resp. df(z0)(h).



Funkcie Derivacia

Komplexna derivacia ma podobné zakladné vlastnosti ako derivacia v realnom
obore. Vo vseobecnosti je viak komplexna diferencovatelnost podstatne silnejsi
koncept nez realna diferencovatel nost.

Veta 6

Ak funkcia f je komplexne diferencovatelna v bode zo € C, potom je v bode 2
spojita.

A\

Vysledok vyplyva z Definicie 1 a z nasledujaceho vypoctu

lim f(z) = lim <M (z—20) + f(Zo)> = f'(20)-0+f(20) = f(20)-

zZ—20 z—2z0 z — 20

| -
A\

Poznamka 2

Poznamenajme, ze podobne ako v redlnom obore spojitost funkcie nezarucuje
komplexnt diferencovatelnost funkcie. Tiato skutocnost ilustruje Priklad 17.

\



Komplexné &isla Funkcie

Derivacia

Veta 7 (Zakladné vlastnosti)

(i) Ak funkcie f, g si komplexne diferencovatelné v bode 2y € C, potom aj

funkcie f +g, f-g a f/g (ak g(z0) # 0) st komplexne diferencovatelné v
bode zy a plati

(f £9)'(20) = f'(20) £ ¢'(20),
(f - 9)'(20) = ['(20) g(20) + f(20) g'(20),
(£/9) (20) = [f'(20) g(20) — f(20) g'(20)] /19(20)].

(ii) Ak funkcia f je komplexne diferencovatelnd v bode zo € C a funkcia g je
komplexne diferencovatelna v bode f(z0), potom aj zloZena funkcia g o f
Je komplexne diferencovatelna v zo a plati (g o f)'(20) = g'(f(20)) f'(20)-

(iil) Ak funkcia f je komplexne diferencovatelna v bode zo € C a prosts na
okoli bodu zo, potom inverzna funkcia f=1 je komplexne diferencovatelna
v bode wo = f(z0) a plati

(f ™) (wo) = 1/ (20)-




Komplexné &isla Funkcie Derivacia

V nasledujacom budeme pracovat s algebraickym tvarom komplexnych cisiel a
funkcii, t.j., podla (21) pre dané z € C a dana komplexna funkciu f mame

z=xz+iy a f(z)=u(z,y)+iv(z,y) prez,y€R. (28)

Pripomenme, Ze jednoznaéne urcené realne funkcie u, v st podla (22) redlnou a
imaginarnou castou funkcie f.

Veta 8 (Nutna podmienka komplexnej diferencovatel nosti)

Nech funkcia f je komplexne diferencovatelnd v bode zo = xo + iyo. Potom
funkcie w,v v (28) splnaji tzv. Cauchyho—Riemannove rovnice (podmienky)

0 0 0 0
a—Z(Io,yO) = 8_2(350’3/0)’ 8_Z(I0’y0) = —8—2(330,3/0)- (29)

Pre derivaciu f'(20) potom plati

, 16] o, 16] .0
f'(20) = a—Z(l’oyyo) 4 ’a—Z(Z’O,yo) = 8—:(1’0#0) = ’a—Z(l’oyyo)- (30)

i




Komplexné &isla Funkcie Derivacia

Nacrt dokazu.

Ak f je komplexne diferencovatelna v bode zp, potom podla Definicie 1 je f
definovana na nejakom okoli bodu zg a existuje limita v (26). Hodnota tejto
limity nezavisi na ceste, po ktorej sa s premenlivym bodom z blizime do bodu
zo. Uvazujme napriklad z = z + iyo, kde x € R a x — zo. Do 20 = xo + iyo sa
teda blizime po priamke y = yo. Plati potom

f'(20) = lim M = T f(x +iyo) — f(zo + iyo)
o ngtiélo z — 20 s z — Zo .

Pomocou funkcii u, v sa posledna limita da rozpisat do tvaru

u(z, o) + iv(x, yo) — u(@o, yo) — iv(wo, Yo)

! — 1.
P =,
= lim u(z, yo) — u(@o, yo) L v(z,Y0) — v(z0, o)
T T — xo z — 2o .

Limitovanim posledného vyrazu dostaneme prvi rovnost v (30). Podobnym
spdsobom odvodime i druhé vyjadrenie derivacie f'(20) v (30), kde uvazujeme
z=xzo+iysy €R ay— yo (priamka z = x0). Porovnanim realnych a
imaginarnych Casti vyjadreni v (30) dostaneme rovnosti (29). [ |

o



Derivacia

Poznamka 3

Z Vety 8 vyplyva, ze nutnymi podmienkami existencie komplexnej derivacie
f'(20) je existencia prvych parcialnych derivacii realnych funkcii u,v v bode
[zo,yo] a platnost Cauchyho—Riemannovych podmienok (29) v bode [zo, yo]-
Ako vsak ukazuje nasledujica veta, nie st to zaroven aj postacujice podmienky.

Veta 9 (Nutna a postacujica podmienka komplexnej diferencovatelnosti)

Funkcia f je komplexne diferencovatelna v bode zo € C prave vtedy, ked' relne
funkcie u,v v (28) sa diferencovatelné v [xo,yo] a platia rovnice v (29).

Nech G C C je otvorena mnozina. Hovorime, ze komplexna funkcia f je
komplexne diferencovatelna na G, ak f’(z) existuje v kazdom bode z € G. Z
Vety 9 vyplyva, ze ak funkcie u, v v (28) maji spojité I. parcialne derivacie na G
a spliajt podmienky (29) na G, potom f je komplexne diferencovatelna v G.



Komplexné Funkcie Derivacia

Cauchyho—Riemannove podmienky (29) vyrazne obmedzuji triedu realnych
diferencovatel'nych funkcii u, v, ktoré mézu byt realnymi, resp. imaginarnymi
Castami komplexne diferencovatelnych funkcii. Ak totiz funkcia f = u + iv je
komplexne diferencovatelna v otvorenej mnozine G C C a funkcie u, v maja
naviac spojité i druhé parcialne derivacie na G, potom w, v sl rieSeniami tzv.
Laplaceovej rovnice na G, t.j., plati

Pu  0%u v 0%

w+a—y2:0, @+8_y2:0 naG. (31)
Riesenia Laplaceovej rovnice sa oznacuji ako harmonické funkcie. Reélne a
imaginarne casti komplexne diferencovatelnych funkcii v G musia preto byt
nutne harmonickymi funkciami v G. Neskér ukazeme, Ze poziadavka existencie
a spojitosti druhych (dokonca i vsetkych vyssich) parcialnych derivacii funkcii
u,v na G je prekvapivo prirodzene zabudovana v koncepte komplexnej derivacie
funkcie f na mnozine G.

Nech G C C je jednoducho siivisla oblast. Potom ku kazdej harmonickej funkcii
u (resp. v) na G existuje funkcia f komplexne diferencovatelna na G tak, Ze
u=Ref (resp. v=1Imf)naG.
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Priklad 16

Dokazme, Ze pre kazdé pevné n € N plati
(z") =n""", zeC.

Oznaéme f(z) = 2™ a nech 2o € C je zafixované. Podla Definicie 1 mame

n n
’ . ) . -1 -2 -2 —1
0) = lim —— = lim (2" +2" “20+ - -+ 225 ~+2{
0 0
z—z0 Z — 20 z—r2z0
-1
= nzy

| A

I EL

Funkcia f(z) = z = z — iy je sice spojita v celej komplexnej rovine, ale nie je
nikde v C komplexne diferencovatelna, pretoze limita

. 2+h—% . Zot+th—% . h
lim = lim = lim —
h—0 h h—0 h h—0 h
heC heC heC

neexistuje pre ziadne zg € C (porovnaj s Prikladom 15).
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Priklad 18

Rozhodnime o existencii derivacie funkcie (ako funkcie v C)

flz)=1/z
overenim Cauchyho—Riemannovych rovnosti (29). Zrejme D(f) = C \ {0}.
Oddelime realnu a imaginarnu cast funkcie f

1 T — iy T . =y

ety (@tig)@—iy) 22 +y° +'x2+y2'

1
z

Plati u(z,y) = z/(z% + y?), v(z,y) = —y/(x® +y*), a dalej
wp = (y° —2°)/(@® +97)°,  wy = (—2ay)/(z" +4°)?,
v, = (2xy)/(2" +9°)%, vy =" -2/ +¢7)7,
Funkcie u, v st diferencovatelné na D(f) a platia rovnosti (29) na D(f). Teda
podla Vety 9 funkcia f je komplexne diferencovatelna na D(f) a plati
1)’ . 2_22 9 _i\2 )2 1

=) = ugptivs = yz x22+' 2$922:_(3; Iyz)zz_%:__z'
z (@2 +9%)? (2> +y?) (z* +9?) || z
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Priklad 19

Uréme komplexne diferencovatelnd funkciu f, ktora splha
Re f(z) = z® — 3zy® +32% — 3y° + 1, f(0) =1.
Funkcia u(z,y) = 2* — 329> + 322 — 33> + 1 je harmonicka v C, nakol'ko

ul, = 3% — 3y2 + 6z, u., =6x+6,
u; = —6ay — 6y, ugy = —6x — 6,
U
Uy +ugy =0 vR>%

Podl'a Vety 10 je funkcia u realnou castou istej funkcie f, ktora je komplexne
diferencovatelna na C. Jej imaginarnu ¢ast v uréime z podmienok (29)

v, = —u; = 6xy + 6y, v; =yl = 3% — 3y2 + 6.

Mame teda urcit kmefovi funkciu v pre dvojicu 6zy + 6y a 322 — 3y> + 6z.
.
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Priklad 19

Postupujtc standardnym spdsobom, dostaneme

v(z,y) = -y’ + 32’y + 62y + K, K€ER.
Kedze f(0) = 1, plati v(0,0) = Im f(0) = 0, a teda K = 0. Funkcia f m4 tvar
f(2) = 2 — 3zy® + 32> — 3y° + 1 +i (—y® + 32%y + 6zy).
Nakoniec, ak dosadenime za realne premenné x,y vyrazy
z=(2+2)/2, y=(z—2)/2i,

dostaneme vyjadrenie hodnoty f(z) pomocou komplexnej premennej z. Po
Gpravach ziskame finalny predpis

f(z) =22 +32° 4+ 1.
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Holomorfné funkcie

Definicia 2 (Holomorfna funkcia)

Hovorime, ze funkcia f je holomorfna (analyticka, regularna) v bode zo € C, ak
f ma derivaciu na nejakom okoli bodu zp. Funkcia f je holomorfnad na mnozine
G C C, ak je holomorfna v kazdom bode z € G.

Pojem holomorfnosti funkcie (na rozdiel od komplexnej diferencovatelnosti) je
mozné zaviest i pre nevlastny bod co. Konkétne, funkcia f(z) sa oznacuje ako
holomorfna v bode o, ak funkcia f(1/z) je holomorfna v bode zo = 0.

Priklad 20

Z predchadzajucich prikladov (Priklady 16, 17 a 18) vyplyva, ze funkcia

f(2) = 2" je holomorfna v celej komplexnej rovine, funkcia g(z) = Z nie je

holomorfna v ziadnom bode z C a funkcia h(z) = 1/z je holomorfna na C\ {0}.
ot

Priklad 21

Funkcia f(z) = |z|* nie je holomorfna v ziadnom bode z C, hoci je komplexne
diferencovatelna v bode zp = 0, ako sa mozno lahko presvedcit.

A\



Komplexné cisla Funkcie Derivacia

Nech G C C je oblast. Funkcia f : G — C je konstantna na G préave vtedy,
ked' je holomorfna na G a f'(z) = 0 pre kazdé z € G.

Dékaz.

Implikacia “=" vyplyva priamo z Definicii 1 a 2. Naopak, nech f je holomorfna
na G s f'(z) = 0 pre kazdé 2z € G. Funkcie u,v z (28) podla (30) splhajt

| A\

o (,y) = 0 =vy(w,y), vy(@,y) =0=—uy(x,y) pre kazdé [z,y] € G,

z ¢oho vyplyva, ze funkcie u, v s konstantné na oblasti G. To znamena, ze i
funkcia f = u + iv je konstantna na G. |

>

Désledok 1

Nech f, g st funkcie holomorfné na oblasti G C C. Potom platia tvrdenia.
(i) Rovnost f' = g’ plati na G prave vtedy, ked f = g+ K na G, kde K je
(komplexna) konstanta.

(ii) Funkcia f je polyném stupfia mensieho ako n na G prave vtedy, ked'
™ =0nagG.
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Komplexné funkcionalne rady

Nech G C C je neprazdna mnozina a nech {fn(z)}n=1 je postupnost funkcii
definovanych na G. Postupnost Ciastoénych sactov {sx(z)}52, definovana

sk(2) =Y fa(2), z€G, keN,

n=1

sa nazyva (nekonecny) funkcionalny rad s clenmi f,, a oznacuje sa > oo | fn(2),
resp. Y fn(z). RozliSujeme dva typy konvergencie funkcionalnych postupnosti
a radov.

@ Bodova konvergencia na G — pre kazdé zo € G je Ciselna postupnost
{fn(20)} (Ciselny rad > fn(z0)) konvergentna(y). Funkcia f s vlastnostou

f(z) = lim fa(2) <f(2) = an(z)) pre kazdé z € G,

n—>00

sa nazyva limitna funkcia postupnosti (stéet radu). Symbolicky znaéime

forf (X f) mac



Funkcie Derivacia

@ Rovnomerna konvergencia na GG — zhruba povedané, konvergencia k
limitnej funkcii (k sactu) nezavisi na premennej z. Presnejsie, ak f je
limitna funkcia postupnosti {f»}, potom pre kazdé ¢ > 0 existuje index
ne € N tak, ze

|fn(2) — f(2)] <e pre kazdé n > n. a pre kazdé z € G.

Rad Y fn(2z) konverguje rovnomerne k sictu f na G, ak jeho prislusna
postupnost Ciastocnych sactov {si} konverguje rovhomerne k f na G.
Symbolicky zapisujeme fr, = f (3 fn = f) na G.

Veta 12 (Cauchyho—Bolzanove kritéria rovnomernej konvergencie)

Postupnost { f.} konverguje rovnomerne na G prave vtedy, ked pre kazdé
€ > 0 existuje index n. € N tak, ze

|fn(2) — fm(2)| < & pre kazdé n,m > n. a pre kazdé » € G.

Rad Y fn konverguje rovnomerne na G prave vtedy, ked' pre kazdé e > 0
existuje index ne € N tak, ze

m—+n

> fr(2)

<& pre kazdén > n., m €N, a pre kazdé z € G.




Komplex Funkcie Derivacia

Cauchyho—Bolzanove kritéria udavajia nutné a zaroven postacujice podmienky
rovnomernej konvergencie postupnosti (radu) funkcii. Pre praktické vypocty sa
vsak s vyhodu vyuziva nasledujice postacujice kritérium.

Veta 13 (Weierstrassovo kritérium rovnomernej konvergencie)

Ak pre rad Y, fn existuje konvergentny redlny ciselny rad y o, s vlastnostou
|fn(2)] < an pre kazdé n € N a pre kazdé z € G,
potom rad Y, fn konverguje rovnomerne na mnozine G.

Realny &iselny rad > o, vo Vete 13 sa nazyva majorantny rad (majoranta) pre
funkcionalny rad Y f».

Nech {f.} je postupnost funkcii spojitych na mnozine G C C. Ak rad Y, fx
konverguje rovhomerne na G k sictu f, potom funkcia f je spojitd na G.
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