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© Komplexné cisla



Integral Reziduum

Komplexné cisla Funkcie

Obor komplexnych cisiel

Pod pojmom komplexné ¢islo a rozumieme usporiadand dvojicu (c, 8) € R
Prva zlozka o tejto dvojice sa nazyva realna cast komplexného ¢isla a, druha
zlozka 8 sa nazyva imaginarna cast komplexného Cisla a, oznacujeme o = Rea
a B = Ima. Definujeme scitanie a nasobenie komplexnych cisiel

(e, B) + (7, 8) == (a+1, B+0),
(a, B) - (7, 9) := (ay — B9, ad + ).

Scitanie i nasobenie komplexnych Eisiel st asociativne a komutativne binarne
operacie a pre kazda trojicu a, b, ¢ komplexnych ¢isiel plati distributivny zakon

a-(b+c)=a-b+a-c
Pre aplnost definujeme nasobenie komplexného cisla redlnym cislom

r(a, B) := (ra, rB), r€eR.

@ Nula = (0,0) — neutralny prvok vzhladom na séitanie, t.j.,
(a; B) +(0,0) = (0,0) + (o, B) = (o, B).
@ Jednotka — (1,0) — neutralny prvok vzhladom na nasobenie, t.j.,

(@, B) - (1,0) = (1,0) - (o, B) = (v, B).
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@ Opacné cislo ku komplexnému ¢islu a = (a, 3)
—a:= (~a, —B)
Komplexné éislo —a je jediné riesenie rovnice
a+z=(0,0).

@ Inverzné cislo k nenulovému komplexnému ¢islu a = («, )

L o =/
: a2 +/@27 a2 _|_/62 :
Komplexné &islo a=! je jediné riesenie rovnice
a-z=(1,0).
@ Odcitanie komplexnych Cisiel a,b definujeme a — b := a + (=b).
@ Delenie komplexnych &isiel a, b, b # (0,0), definujeme a/b:=a-b"".

Mnozina vsetkych komplexnych Cisiel sa oznacuje C. Algebraicka struktara
(C, +, -) je teleso, ktoré sa neda usporiadat (na rozdiel od (R, +, -)).

Reziduum
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Algebraicky tvar komplexného cisla

Podmnozina komplexnych Cisiel
R:={a€C, a=(a,0), a € R}

je podtelesom telesa C izomorfnym s telesom R v3etkych realnych Cisiel. Preto
je mozné mnoziny R a R, ako algebraické struktiry, stotoznit. To znamena, ze
v mnozine C budeme klast a = (a, 0) pre kazdé oo € R. Potom 0 = (0,0) a
1 = (1,0). Dalej, komplexné &islo (0,1) sa ozna&uje symbolom i, t.j., i = (0, 1),
a nazyva sa imaginarna jednotka. Plati i* = (—1,0) = —1. Tieto oznacenia
potom umoznuji vyjadrit komplexné &islo a = («, B) v tzv. algebraickom tvare

a=(a, B) =(a, 0)+ (0, B) = «(1,0) + B(0,1) = a+ip. (1)

Komplexné €islo a = a+i8 s 8 =0 (teda s Ima = 0) sa oznacuje ako realne
(komplexné) &islo, kym komplexné ¢islo a = a+i8 s 8 # 0 (teda s Ima # 0)
sa nazyva imaginarne (komplexné) &islo. Imaginarne &islo s nulovou realnou
Castou sa nazyva rydzo imaginarne (komplexné) &islo. Komplexne zdruzené
Cislo a k Cislu a = a4+ iB € C je definované ako a = a — if.
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Absolatna hodnota (velkost) |a| komplexného &isla a = o+ i8 sa definuje

la] := a2 + 2. (2)

Realne Cislo |a| vyjadruje geometricki vzdialenost bodu [a, 8] od bodu [0, 0] v
realnej rovine. Vieobecne, pre a,b € C realne Cislo |a — b| vyjadruje vzajomni
vzdialenost bodov [Rea,Ilma] a [Reb,Imb] v realnej rovine.

Poznamka 1 (Zakladné vlastnosti)

Nech a,a1,as € C. Potom plati:
© G=a, a1Fas=a1+a:, aiaz=aids, a1/az = ay/az, ak aa # 0.
@ ad = |a|?, |araz| = |ai|laz|, |a1/az| = |a1|/|az|, ak as # 0.
@ trojuholnikové nerovnosti ||a1| — |az|| < |a1 + az2| < |a1| + |az].
@ |Rea| < |al, [Ima| < al.
o — —
Rea = a—;—a} Ima = %.
@ Re(a1 £ a2) =Reai £ Reaz, Im (a1 £az2) =Imai £ Imas.
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Komplexné cisla Funkcie

Komplexna (Gaussova) rovina

Prirodzenym modelom mnoziny C komplexnych é&isiel je (euklidovska) rovina —
komplexna (Gaussova) rovina. Kazdému komplexnému &islu z = = + iy je
priradeny bod v rovine so saradnicami [z,y]. Naopak, kazdému bodu [z, y]
roviny odpoveda prave jedno komplexné &islo z = & + iy. Dalej budeme preto
pre jednoduchost stotoznovat body roviny s komplexnymi Cislami. Vzdialenost
(metrika) sa v mnozine C definuje pomocou absolatnej hodnoty komplexného
Cisla zavedenej v (2), t.j., vzdialenost dvoch komplexnych ¢isiel z1 a 22 je
definovana d(z1, z2) := |z1 — 22].

Ako je to s pojmom “komplexné” nekonecno? Pre mnozinu C komplexnych
Cisiel sa definuje iba jedno “nekoneéno”. Konkrétne, k mnozine C sa formalne
prida jeden prvok, ktory sa oznacuje symbolom oo, spliajici vlastnosti

00 = —00 = |o0|, ©0-00 =00,
z+o00=00, z/oo=0, oo/z=o00 prezceC,
z-00=00, z/0=o00, prezeC)\{0}.
Nedefinuja sa vyrazy co + 0o, 0o — 00, 0 - 00, 0/0, co/oo. Mnozina C U {oo}

sa spolu s danymi algebraickymi operaciami oznacuje C a nazyva sa rozsirena
(uzavreta) komplexna rovina alebo tiez rozsirena (uzavreta) Gaussova rovina.
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Goniometricky (polarny) tvar komplexného cisla

S modelom komplexnej roviny tzko savisi tzv. goniometricky (polarny) tvar
komplexnych cisiel. Kazdé nenulové komplexné €islo z je mozné vyjadrit v tvare

z = |z| (cos ¢ + isin ), 3)
kde ¢ je argument komplexného €isla z definovany rovnicami

_Imz

cos p = sin p = W (4)

Rez

2] °
Argument ¢ nie je uréeny jednoznaéne (ak ¢ je argument z, potom i ¢ + 2k,
k € Z, je argument z). Mnozina vsetkych argumentov daného komplexného
Cisla sa oznacuje Arg z (je to tzv. mnohoznacna funkcia premennej z). Symbol
arg z bude oznacovat zakladny (hlavny) argument komplexného &isla z, t.j.,
argument splhajici —m < arg z < . Zakladny argument arg z je pre dané z
urceny jednoznacne. Plati

Argz = {arg z + 2kw, k€ Z}. (5)

Posledna rovnost sa Casto zapisuje i v tvare Arg z = arg z (mod 27).
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Zavedenie goniometrického tvaru v (3) umoznuje efektivne nasobit a delit
komplexné Cisla. Konkrétne, ak

z1 = |z1| (cos p1 +isinp1), 22 = |22| (cos 2 + isin p2)
st dve komplexné ¢isla a 1 a 2 st ich [ubovolné argumenty, potom plati

z122 = |z1]|22] (cos 1 + isin 1) (cos p2 + isin @2)
= |z1||z2| [(cos 1 cos p2 — sin ¢ sin p3)
+ i(sin g1 cos w2 + cos p1 sin p2)]

= |z21]|z2 [cos(p1 + 2) +isin(p1 + ¢2)]. (6)

Z rovnosti (6) potom vyplyva
Arg (z122) = Argzi+Argz a arg(zi122) = arg z1 +arg z2 (mod 27), (7)

ako aj tzv. Moivreov vzorec na vypocet n-tej mocniny komplexného cisla z
2" = |z|" [cos (narg z) + isin (narg z)], n € N. (8)
Okrem toho z relacii (7) vyplyva

Arg (") =nArgz a arg(z")=nargz (mod 27). (9)
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Podobne, pre podiel z1/z2, z2 # 0, plati

21 _ |z1] cosgr +isingr |21 cospr +isingr cos g — isin g2
2o |za| cospa +isinga  |z2| coss +isinps cos 2 — isin@o
_ |z cos(pr — ¢2) +isin(pr — ¢2)
|22] cos? o + sin?
z .
= 12 con(ir — o) + sin(r = o). (10)
2

Potom mame
Z1 Z1
Arg (z_> = Argzi — Argzs, arg <z_> = arg z1 — arg z2 (mod 27). (11)
2 2

Pre kazdé z € C a n € N je n-ta odmocnina zo z definovana ako

= ’{/g{cos (argz:2kw>+isin (argz—‘—%ﬂr)]7 (12)

n

kde k =0, ..., n — 1. Pre pevné n sa teda jednd o mnohoznaéni funkciu
(premennej z), pricom pre kazdé z € C existuje prave n jeho n-tych odmocnin.



Funkcie Elementy Integral

Komplexné cisla

Reziduum

Viyraz cos ¢ + isin g, ¢ € R, sa obvykle oznacuje symbolom €%, t.j.,
" := cos p + isin .

Pre kazdé z € C potom plati

z=|z|€¥, ¢e€Argz.
Zapis (14) sa nazyva exponencialny tvar komplexného ¢isla z. Pre kazdé ¢,
w2 € R plati
€| =1, arge” = (mod 27), €% =e ¥ =1/e?,

e¥ —e'®

e® e
2i ’

cos p = 5 , sing =

i(p1t+p2) _ w1 Jip2 i(p1—p2) _ iv1 / iv2
e =ee¥2 e =e" /%2

. m .
()" =dm, mez.

Neskér ukazeme, ze vyraz €' zavedeny v (13) je rozsirenim exponencialnej
funkcie €” do oboru komplexnych ¢isiel.

(13)

(14)

o1,
(15)
(16)
(17)

(18)
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Priklad 1

Dané komplexné cislo napiste v goniometrickom tvare
1+
Pre komplexné cislo z = 1 + i plati
Rez=1, Imz=1, |z|:m:\/§
Lubovolny argument ¢ &isla z potom splia rovnosti
cosp = Rez/|z| = 1/V2, sing=Imz/|z| =1/V2.
Riesenie tejto sustavy je napr. ¢ = 97 /4. Potom plati
z = V2 [cos (97 /4) + isin (97 /4)].
Zakladny argument Cisla z je arg z = /4 a podobne plati

z = V2[cos (1/4) + isin (1/4)].
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Priklad 2

Dané komplexné Cislo napiste v goniometrickom tvare
—2v/3 - 2i.
Pre komplexné &islo z = —2+/3 — 2i plati
Rez=—2V3, Imz=-2 |z|=1/(-2V3)2+(-2)2=4.
Lubovolny argument ¢ Cisla z splia rovnosti
cosp = Rez/|z| = —V3/2, sinp =Imz/|z| = —1/2.

Zakladny argument Cisla z je argz = —57/6 a plati

z = 4[cos (—5m/6) + isin (—57/6)].
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N ET

Vypocitajte
(14iv3)".

Pouzijeme Moivreov vzorec (8). Komplexné &islo z = 1 + iv/3 prepiseme do
goniometrického tvaru. Plati |z| =2, argz = 7/3, a teda

z = 2]cos (m/3) + isin (7/3)].
Potom podla (8) mame
2'% = 2" [cos (15m/3) + isin (157/3)] = 2" [cos (57) + isin (57)] = —2"°.

Poznamenajme, Ze rovnaky vysledok by sme ziskali klasickym roznasobenim
podla binomickej vety.
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Priklad 4

Vypocitajme v C
V/—8.

Podla (12) existujia prave 3 komplexné tretie odmocniny z éisla z = —8.
Goniometricky tvar cisla z je

z = 8]cos (—m) +isin (—7)].

Podla (12) plati

Y78 = V8 fcon (AT ) jin (=L .

pricom k = 0,1, 2. Postupne dostaveme
_ : =™ bisin (ZF)] =1 i
k—0—>\/§[cos(3)+|sm(3)] 1 |\/§,
k=1 — \/g[cos(g)—klsm(g)] 1+iV3,
k=2 — V/8(cosm+isinm) = —2.
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Obsah

© Postupnosti, rady a funkcie
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Postupnosti v C

Nech r € R a 29 € C. Otvorenym kruhom K (zo,7) so stredom v bode 2o a s
polomerom r rozumieme mnozinu K(zo,r) := {z € C, |z — 20| < r}. Mnozina
K (z0,r) sa Casto oznaCuje aj ako r-okolie bodu zg. Ak zg = oo, definujeme
K(oco,r) :={z € C, |2| > 1/r}. Nech {a,}5, je postupnost komplexnych
Cisiel. Komplexné &islo ag € C sa nazyva limitou postupnosti {a,}52;, ak pre
kazdé e-okolie bodu ag existuje index n. € N tak, ze a, € K(ao, ) pre kazdy
index n > n.. Potom piseme lim,_,~ a, = ao alebo aj a, — ao.

Nech {an}5>; je postupnost v C a ag € C. Potom a, — ao prave vtedy, ked'

lim |an,—ao| =0 <= lim Rea, = Reap & lim Ima, = Imao. (19)

V tomto pripade plati i @, — @g. Podobne, a,, — oo prave vtedy, ked’

lim |an| =00, resp., lim 1/|an|=0. (20)
n—oo

n— o0

.
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Ciselné rady v C

Nech {an}nZ; je postupnost v C. Postupnost {si}z=; (tzv. postupnost
Ciastocnych stctov) definovana ako sy := > "_| an sa nazyva nekonecny rad s
clenmi a,, a oznaCuje sa > o> | an, resp. > an. Rad }" an konverguje (resp., je
konvergentny), ak existuje konecna limita postupnosti {s;}3>,. Tato limitu
potom ozna€ujeme ako stcet s radu a piseme s = > an. V opaénom pripade
rad > a, diverguje (resp., je divergentny).

Veta 2

Nech > an, > bn st konvergentné rady a a,b € C. Potom plati:
@ limp— o0 an = 0 (nutnd podmienka konvergencie radu).
@ Rad 3. @, konverguje so sictom Y@ = 3. an.
@ Rad ) (aan + bbyn) konverguje a > (aan + bbn) =ad an +b> by.

Veta 3

| A\

Komplexny rad > a,, konverguje prave vtedy, ked' konverguje kazdy z redlnych
radov " Rearn a > Imay, pricom plati > an = >, Rean + i) Iman.
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Komplexny rad " a, sa nazyva absolitne konvergentny, ak rad > |ax| je
konvergentny. Kazdy absolatne konvergentny rad je i konvergentny a plati

‘Zan < Z|an|.

Ak > an konverguje, ale rad > |an| diverguje, potom hovorime, ze rad 3 an
konverguje neabsolatne (relativne). Platia nasledujace vysledky.

Veta 4

Komplexny rad > an konverguje absolitne prave vtedy, ked kazdy z redlnych
radov > Reay a Y Ima, konverguje absolitne.

Veta 5 (Riemannova veta o prerovnani absolitne konvergentného radu)

| A\

Ak komplexny rad > an konverguje absolitne, potom kazdé prerovnanie tohto
radu konverguje absolitne s rovnakym sictom, t.j., plati

Z Ar(n) = Z Qn

pre kazdi permutaciu = mnoziny N (t.j., pre kazdd bijekciu 7 : N — N).

A\



Komplexné Funkcie erivacia e y Integral

Pri vySetrovani (absolttnej) konvergencie komplexnych radov mézeme aplikovat
mnohé kritéria vyuzivané v realnej analyze.

@ Porovnavacie kritérium — ak komplexny rad > a, splfa |an| < by, pre
kazdé n € N, kde > b, je konvergentny realny rad, potom rad > an,
konverguje absolatne.

@ D'Alembertovo podielové kritérium — ak komplexny rad 3" a,, spiha
|an+1/an| < g < 1 pre kazdé n € N, potom > a, konverguje absolitne.
Ak |an+1/an| > 1 pre kazdé n € N, potom rad > a, diverguje. Obzvast,
ak existuje lim, o0 |@n+1/an| = ¢ € R, potom pre ¢ < 1 (¢ > 1) rad
>~ an konverguje absolatne (diverguje).

@ Cauchyho odmocninové kritérium — ak komplexny rad 3 a,, spiha
Vl0an| < g <1 pre kazdé n € N, potom > a, konverguje absolatne. Ak
Y/|an| > 1 pre kazdé n € N, potom rad > a, diverguje. Obzvast, ak
existuje limn,— oo V/|an| = ¢ € R*, potom pre ¢ < 1 (¢ > 1) rad > an
konverguje absolutne (diverguje).

@ Cauchyho integralne kritérium — ak rad > ay, splfa |an| = f(n) pre kazdé
n €N, kde f : [1,00) — R je nezaporna, nerastiica a spojita funkcia,

potom rad > a, konverguje absolutne prave vtedy, ked nevlastny integral
J° f(x) da konverguje.
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Priklad 5

Stanovme limitu e
lim u
n— oo n!

Najdeme realnu a imaginarnu Cast prislusnej postupnosti. Podla Prikladu 1 plati

1+i" _ (V2[cos (m/4) + isin (m/4)])"

n! n!
_ (v/2)™ cos (mn/4) 4 (V/2)" sin (7n/4)
n! n! ’
Teda mame
1+0D)" V/2)" cos (mn /4 1+ V/2)" sin (7n /4
e (W) _ (O costan/) -, (DY (A1 inGanyt)
Kedze plati

lim Re<u) — 0= lim |m((1+') )
n—00 n! n—00 n!

podla Vety 1 limita v zadani prikladu existuje a je rovna 0 +i0 = 0.
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Priklad 6

Dokazme

'

'——0‘: lim ' — lim — =0
nn

lim
n—r oo

o

Priklad 7

Najdime limitu _
lim ne™.
n— o0

Tato limita existuje a je nevlastna, pretoze plati

in .
= lim n = oco.

lim [ne™| = lim n‘e
n— oo

n— oo n— 00
Pri vypocte sme vyuzili prva rovnost v (15), t.j., |ei”‘ = 1. Podla Vety 1 potom

lim ne™ = co.
n— oo
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Priklad 8

Najdime sicet radu
—~1+i(-1)""'n
D
n=1

V danom rade oddelime jeho redlnu a imaginarnu cast. Dostaneme

Re (M) _ % - <1+i(—1)”‘1n) D e

n? n?

Ked'ze z redlnej analyzy mame

S imP=x'/6, > (-1)""'/n=In2,

podla Vety 3 konverguje i rad v zadani prikladu a plati

1+i(-)"'n =2 |
ZT = F +|1H2.
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Priklad 9

Vysetrime konvergenciu radu

Oddelenim realnej a imaginarnej Casti daného radu dostaneme

Re <f) _ { (()7—1)’“/(%), Zi;i_ )

Im (%) = { (()’_l)kfl/(zk _1), Zi;:— 1.

Obidva realne rady > Re a > Im konverguja (podla Leibnizovho kritéria), a
preto podla Vety 3 konverguje i rad v zadani prikladu.
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Priklad 10

Vysetrime konvergenciu radov

3)271(137—:07 b) a”, a€C.

n=1 n=1

a) Rad konverguje absolatne podla D’Alembertovho kritéria, nakolko

) i n+1
o [ S L [k DA+ (i DVE VR
n— oo "(ldt')n T nSeo 3n T noo 3n - 3

b) Aplikovanim Cauchyho odmocninového kritéria dostaneme
lim {/|a”| = lim %/|a|? = lim |a| = |a].
n—oo n— oo n— oo

Pre |a| < 1 dany rad konverguje absolatne, pre |a| > 1 rad diverguje. V pripade
|a| = 1 rad diverguje, pretoze nie je splnend nutnd podmienka konvergencie vo
Vete 2 (lim,— o0 a™ # 0, resp. neexistuje).
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Funkcie v C

Nech D je podmnozina v C. Pod pojmom (komplexna) funkcia (komplexnej
premennej) f budeme rozumiet priradenie, ktoré kazdému Cislu z € D priradi
jednu alebo viac hodnét w € C. Mnozina D sa nazyva definicny obor funkcie f
a oznacuje sa D(f). Mnozina

H(f) ={weC, w=f(2), z€ D()}

sa nazyva obor hodnét funkcie f. Ak je kazdému z € D(f) priradena prave
jedna hodnota w = f(z) € H(f), potom hovorime o jednoznacnej funkcii f. V
opacnom pripade funkciu f ozna€ujeme ako mnohoznacni. Vhodnym zazenim
oboru hodnét #(f) mnohoznaénej funkcie f dostaneme jednoznaéni funkciu —
tzv. jednoznacni vetvu komplexnej funkcie f. Vo vseobecnosti teda komplexna
funkcia komplexnej premennej nie je zobrazenie, pricom symbol f(z) znamena
podmnozinu v H(f). Inverznou funkciou k funkcii f : w = f(z), z € D(f),
rozumieme funkciu f~': z = f~(w), ktora kazdému w € H(f) priradi prave
tie z € D(f), pre ktoré w = f(z). Zrejme D(f~*) = H(f) a H(f™') = D(f).
Okrem toho, f(f~*(w)) = w, pre kazdé w € H(f), aviak neplati vieobecne
FH(f(2)) = 2, pre 2 € D(f). Inverzna funkcia f~' mbéze byt jednoznaéna i
mnohoznacna.
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Nech f je funkcia. Ak D(f) C R, jedna sa o funkciu realnej premennej, inak
hovorime o funkcii komplexnej premennej. V pripade H(f) C R mame realnu
funkciu, inak (t.j., pre H(f) € C) mame komplexni funkciu. Ak plati dokonca
H(f) C C, potom hovorime o konecnej (komplexnej) funkcii.

Nech f je koneéna funkcia komplexnej premennej. Potom existuja jediné realne
funkcie u, v : R? — R také, Ze pre kazdé z = z + iy € D(f) N C plati

f(2) = u(=z,y) +iv(z,y). (21)
Funkcie u a v sa nazyvaji redlna a imaginarna Cast funkcie f, t.j.,
u(z,y) =Re f(2), wv(z,y) =Im f(z). (22)

Funkcia f definovana f(z) := f(z), z € D(f), sa nazyva funkcia komplexne
zdruzena s f. Zrejme potom plati f(z) = u(z,y) —iv(z,y) a

Re f(z) = L& 1) B @) gz = 1B -G = 1@ Lcpp. (@)
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Limitu a spojitost komplexnej funkcie f komplexnej premennej definujeme
podobnym spésobom ako v realnej analyze. Nech M C C a zo je hromadny
bod mnoziny M. Cislo wo € C nazyvame limitou funkcie f v bode zo
vzhladom na mnozinu M a piseme

lim f(z) = wo,

z—20

zeEM
ak pre kazdé okolie O(wo) bodu wq existuje rydze okolie O*(zo) bodu zy také,
ze pre kazdé z € O*(z0) N M plati f(z) € O(wo). V pripade M = D(f)
dostavame limitu funkcie f v tradi¢nom slova zmysle, t.j.,

lim f(z) = lim f(z) = wo.

z—20 z— 20
2€D(f)

Okrem toho platia relacie

lim f(z) =wo <= lim Ref(z) = Rewp, lim Im f(z) =Imwo, (24)

z—r2zQ z—r2zQ z—rzQ
lim f(z) =wo <= lim f(2) = wo. (25)
z—r2zQ z—r2Q

Funkcia f je spojita v bode zo € D(f), ak lim._,, f(z) = f(z0). Pre spojitost
funkcie potom platia vysledky analogické s (24) a (25).
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Priklad 11
Prikladom realnych funkcii komplexnej premennej st funkcie
w=Rez, w=]|z|, w=argz.

Jedna sa o jednoznacné funkcie. Funkcia w = 2™, pre n € N pevng, je
komplexna funkcia komplexnej premennej, kym funkcia w = €'?, p € R, je
komplexna funkcia realnej premennej . Dalej, funkcie

w=Argz, w= ¥z, n €N pevné,

st prikladmi mnohoznaénych komplexnych funkcii komplexnej premennej. Prva
z nich je nekonecne-znacna, druha je n-znaéna. Zazenim oboru hodnét prvej z
nich dostaneme napriklad uz zmienent jednoznacna funkciu @ = arg z.
Jednoznacnou vetvou druhej funkcie je napriklad funkcia (porovnaj s (12))

W= "(/m(cos arg? + isin argz).
n n
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Priklad 12

Stanovme limitu
. Rez
lim —.

z—0 z
V limitovanej funkcii oddelime jej redlnu a imaginarnu cast. Poznamenajme, ze
konvergencia z = = + iy — 0 je ekvivalentna s x — 0 & y — 0. Plati
T x—iy

. Rez . .
lim — = im — = lim - -
z—0 z (z,y)—(0,0) T + 1Y (z,y)—(0,0) T+ 1Y T — 1Y

— 1 2
_ omw HEEW) gy ( AN )
@y)—=00 22+y?  (2y-00 \2?+y? 22 +y?
Z realnej analyzy funkcii dvoch premennych vieme lahko ukazat, ze limity
2
m ot Mmool
(z,y)—(0,0) < + Y (z,y)—(0,0) < + Yy

neexistuju. Podla (24) potom neexistuje ani limita v zadani prikladu.
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Reziduum

Priklad 13

|

Vypocitajme limitu
. zRez
lim
z—0 |2:|

V limitovanej funkcii oddelime jej redlnu a imaginarnu cast. Dostaneme

lim

ZRez o (edige = ye
=0 2] (29)=(0,0) \/22 +y2  (2.3)—=(0,0) \ /22 + y? \/ac2 +92)

V tomto pripade plati

2
lim —2  —0= lim yz

(@,9)—(0,0) \/22 + 32 (@9)—(0,0) /22 + 92

Preto podla (24) limita v zadani prikladu ma hodnotu 0 + i0 = 0.
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Priklad 14

Zistime limitu
. 2241
lim .

z— Z—I

V limitovanej funkcii vykoname algebraické apravy (rozklad citatela na sicin)

2 . o
T 2 )| C2nl) ST

z—i Z — | z—i z— 1 z—i

| A

Priklad 15

Rozhodnime o existencii limity

lim =.

z2—0 2z
Dokazeme, ze uvedena limita neexistuje. Nech z sa blizi k bodu 0 = 0 + i0 po
realnej osi, t.j., z =z € R. Potom z/z =Z/z =z/x =1, alim.,0Z/z=1v
tomto pripade. Ak z sa bude k 0 blizit po imaginarnej osi, t.j., z =iy € iR,
potom plati Z/z = —iy/iy = —1, a v tomto pripade lim,_,¢ z/z = —1. Pri
pohybe po dvoch réznych cestach do bodu 0 sme dostali dve rézne hodnoty
limity. Preto dana limita neexistuje.
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Obsah

9 Komplexna derivacia a holomorfné funkcie
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Derivacia komplexnej funkcie

Definicia 1 (Komplexna diferencovatelnost)

Nech G je otvorena podmnozina v C a f je konecna funkcia definovana na G.
Hovorime, ze f je komplexne diferencovatelna (monogénna) v bode 2o € G, ak
existuje konecna limita

1 @) = f(z0) (

resp. lim
h—0

z—2z0 z — 20 et

f(z0 +h) = f(20)

Limita v (26) sa nazyva derivacia funkcie f v bode zo a oznacuje sa f’(z0),

resp. 3L (zo).

ot
V komplexnej analyze sa teda nedefinuje nevlastna derivacia a derivacia v bode
c0. Z Definicie 1 vyplyva, ze funkcia f : G — C je komplexne diferencovatelna
v bode 2¢ € G prave vtedy, ked existuje komplexné &islo a s vlastnostou

lim S o+ h) = f(z0) —ah _

h—0 h
heC

0. (27)

V tomto pripade a = f’(20). Vyraz ah sa nazyva diferencial funkcie f v bode
20 a oznacuje sa df(zo0), resp. df(z0)(h).
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Komplexna derivacia ma podobné zakladné vlastnosti ako derivacia v realnom
obore. Vo vseobecnosti je viak komplexna diferencovatelnost podstatne silnejsi
koncept nez realna diferencovatel nost.

Veta 6

Ak funkcia f je komplexne diferencovatelna v bode zo € C, potom je v bode 2
spojita.

A\

Vysledok vyplyva z Definicie 1 a z nasledujaceho vypoctu

lim f(z) = lim <M (z—20) + f(Zo)> = f'(20)-0+f(20) = f(20)-

zZ—20 z—2z0 z — 20

| -
A\

Poznamka 2

Poznamenajme, ze podobne ako v redlnom obore spojitost funkcie nezarucuje
komplexnt diferencovatelnost funkcie. Tiato skutocnost ilustruje Priklad 17.

\
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Veta 7 (Zakladné vlastnosti)

(i) Ak funkcie f, g si komplexne diferencovatelné v bode 2y € C, potom aj

funkcie f +g, f-g a f/g (ak g(z0) # 0) st komplexne diferencovatelné v
bode zy a plati

(f £9)'(20) = f'(20) £ ¢'(20),
(f - 9)'(20) = ['(20) g(20) + f(20) g'(20),
(£/9) (20) = [f'(20) g(20) — f(20) g'(20)] /19(20)].

(ii) Ak funkcia f je komplexne diferencovatelnd v bode zo € C a funkcia g je
komplexne diferencovatelna v bode f(z0), potom aj zloZena funkcia g o f
Je komplexne diferencovatelna v zo a plati (g o f)'(20) = g'(f(20)) f'(20)-

(iil) Ak funkcia f je komplexne diferencovatelna v bode zo € C a prosts na
okoli bodu zo, potom inverzna funkcia f=1 je komplexne diferencovatelna
v bode wo = f(z0) a plati

(f ™) (wo) = 1/ (20)-
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V nasledujacom budeme pracovat s algebraickym tvarom komplexnych cisiel a
funkcii, t.j., podla (21) pre dané z € C a dana komplexna funkciu f mame

z=xz+iy a f(z)=u(z,y)+iv(z,y) prez,y€R. (28)

Pripomenme, Ze jednoznaéne urcené realne funkcie u, v st podla (22) redlnou a
imaginarnou castou funkcie f.

Veta 8 (Nutna podmienka komplexnej diferencovatel nosti)

Nech funkcia f je komplexne diferencovatelnd v bode zo = xo + iyo. Potom
funkcie w,v v (28) splnaji tzv. Cauchyho—Riemannove rovnice (podmienky)

0 0 0 0
a—Z(wo,yO) = 8_2(360’3/0)’ a—Z(wo,yO) = —8—2(330,3/0)- (29)

Pre derivaciu f'(20) potom plati

, 16] o, 16] .0
f'(20) = B_Z(xo’y()) 4 ’a—Z(l’o,yo) = a—:(l’o,yo) = IB_Z(xO’yO)' (30)

i
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Nacrt dokazu.

Ak f je komplexne diferencovatelna v bode zp, potom podla Definicie 1 je f
definovana na nejakom okoli bodu zg a existuje limita v (26). Hodnota tejto
limity nezavisi na ceste, po ktorej sa s premenlivym bodom z blizime do bodu
zo. Uvazujme napriklad z = z + iyo, kde x € R a x — zo. Do 20 = xo + iyo sa
teda blizime po priamke y = yo. Plati potom

f'(20) = lim M = T f(x +iyo) — f(zo + iyo)
o ngtiélo z — 20 s z — Zo .

Pomocou funkcii u, v sa posledna limita da rozpisat do tvaru

u(z, o) + iv(x, yo) — u(@o, yo) — iv(wo, Yo)

fl(Z()) = lim
T—x( T — To
= lim u(z, yo) — u(@o, yo) L v(z,Y0) — v(z0, o)
T T — xo z — 2o .

Limitovanim posledného vyrazu dostaneme prvi rovnost v (30). Podobnym
spdsobom odvodime i druhé vyjadrenie derivacie f'(20) v (30), kde uvazujeme
z=xzo+iysy €R ay— yo (priamka z = x0). Porovnanim realnych a
imaginarnych Casti vyjadreni v (30) dostaneme rovnosti (29). [ |

o
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Poznamka 3

Z Vety 8 vyplyva, ze nutnymi podmienkami existencie komplexnej derivacie
f'(20) je existencia prvych parcialnych derivacii realnych funkcii u,v v bode
[zo,yo] a platnost Cauchyho—Riemannovych podmienok (29) v bode [zo, yo]-
Ako vsak ukazuje nasledujica veta, nie st to zaroven aj postacujice podmienky.

Veta 9 (Nutna a postacujica podmienka komplexnej diferencovatelnosti)

Funkcia f je komplexne diferencovatelna v bode zo € C prave vtedy, ked' relne
funkcie u,v v (28) sa diferencovatelné v [xo,yo] a platia rovnice v (29).

Nech G C C je otvorena mnozina. Hovorime, ze komplexna funkcia f je
komplexne diferencovatelna na G, ak f’(z) existuje v kazdom bode z € G. Z
Vety 9 vyplyva, ze ak funkcie u, v v (28) maja spojité |. parcialne derivacie na G
a spliajt podmienky (29) na G, potom f je komplexne diferencovatelna v G.
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Cauchyho—Riemannove podmienky (29) vyrazne obmedzuji triedu realnych
diferencovatel'nych funkcii u, v, ktoré mézu byt realnymi, resp. imaginarnymi
Castami komplexne diferencovatelnych funkcii. Ak totiz funkcia f = u + iv je
komplexne diferencovatelna v otvorenej mnozine G C C a funkcie u, v maja
naviac spojité i druhé parcialne derivacie na G, potom w, v sl rieSeniami tzv.
Laplaceovej rovnice na G, t.j., plati

Pu  0%u v 0%

w+a—y2:0, @+8_y2:0 naG. (31)
Riesenia Laplaceovej rovnice sa oznacuji ako harmonické funkcie. Reélne a
imaginarne casti komplexne diferencovatelnych funkcii v G musia preto byt
nutne harmonickymi funkciami v G. Neskér ukazeme, Ze poziadavka existencie
a spojitosti druhych (dokonca i vsetkych vyssich) parcialnych derivacii funkcii
u,v na G je prekvapivo prirodzene zabudovana v koncepte komplexnej derivacie
funkcie f na mnozine G.

Nech G C C je jednoducho siivisla oblast. Potom ku kazdej harmonickej funkcii
u (resp. v) na G existuje funkcia f komplexne diferencovatelna na G tak, Ze
u=Ref (resp. v=1Imf)naG.
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Elementy

Priklad 16

Reziduum

Dokazme, Ze pre kazdé pevné n € N plati

(z") =n""", zeC.

Oznaéme f(z) = 2™ a nech 2o € C je zafixované. Podla Definicie 1 mame
f'(20) = lim i

] —il —9) —3) —il
9 — Jim "+ 2" a4 2z 42 )
z—z0 Z — 20 z—20

n—1
=nzy .

I EL

| A

Funkcia f(z) = z = z — iy je sice spojita v celej komplexnej rovine, ale nie je
nikde v C komplexne diferencovatelna, pretoze limita

. 20t+h—20
lim

. Zot+th—% i h
= lim = lim —

h—0 h h—0 h h—0 h

heC heC heC

neexistuje pre ziadne zg € C (porovnaj s Prikladom 15).
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Priklad 18

Rozhodnime o existencii derivacie funkcie (ako funkcie v C)

flz)=1/z
overenim Cauchyho—Riemannovych rovnosti (29). Zrejme D(f) = C \ {0}.
Oddelime realnu a imaginarnu cast funkcie f

1 T — iy T . =y

ety (@tig)@—iy) 22 +y° +'x2+y2'

1
z

Plati u(z,y) = z/(z% + y?), v(z,y) = —y/(x® +y*), a dalej
wp = (y° —2°)/(@® +97)°,  wy = (—2ay)/(z" +4°)?,
v, = (2xy)/(2" +9°)%, vy =" -2/ +¢7)7,
Funkcie u, v st diferencovatelné na D(f) a platia rovnosti (29) na D(f). Teda
podla Vety 9 funkcia f je komplexne diferencovatelna na D(f) a plati
1)’ . 2_22 9 _i\2 )2 1

=) = ugptivs = yz x22+' 2$922:_(3; Iyz)zz_%:__z'
z (@2 +9%)? (2> +y?) (z* +9?) || z
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Priklad 19

Uréme komplexne diferencovatelnd funkciu f, ktora splha
Re f(z) = z® — 3zy® +32% — 3y° + 1, f(0) =1.
Funkcia u(z,y) = 2* — 329> + 322 — 33> + 1 je harmonicka v C, nakol'ko

ul, = 3% — 3y2 + 6z, u., =6x+6,
u; = —6ay — 6y, ugy = —6x — 6,
U
Uy +ugy =0 vR>%

Podl'a Vety 10 je funkcia u realnou castou istej funkcie f, ktora je komplexne
diferencovatelna na C. Jej imaginarnu ¢ast v uréime z podmienok (29)

v, = —u; = 6xy + 6y, v; =yl = 3% — 3y2 + 6.

Mame teda urcit kmefovi funkciu v pre dvojicu 6zy + 6y a 322 — 3y> + 6z.
.
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Priklad 19

Postupujtc standardnym spdsobom, dostaneme

v(z,y) = -y’ + 32’y + 62y + K, K€ER.
Kedze f(0) = 1, plati v(0,0) = Im f(0) = 0, a teda K = 0. Funkcia f m4 tvar
f(2) = 2 — 3zy® + 32> — 3y° + 1 +i (—y® + 32%y + 6zy).
Nakoniec, ak dosadenime za realne premenné x,y vyrazy
z=(2+2)/2, y=(z—2)/2i,

dostaneme vyjadrenie hodnoty f(z) pomocou komplexnej premennej z. Po
Gpravach ziskame finalny predpis

f(z) =22 +32° 4+ 1.
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Holomorfné funkcie

Definicia 2 (Holomorfna funkcia)

Hovorime, ze funkcia f je holomorfna (analyticka, regularna) v bode zo € C, ak
f ma derivaciu na nejakom okoli bodu zp. Funkcia f je holomorfnad na mnozine
G C C, ak je holomorfna v kazdom bode z € G.

Pojem holomorfnosti funkcie (na rozdiel od komplexnej diferencovatelnosti) je
mozné zaviest i pre nevlastny bod co. Konkétne, funkcia f(z) sa oznacuje ako
holomorfna v bode o, ak funkcia f(1/z) je holomorfna v bode zo = 0.

Priklad 20

Z predchadzajucich prikladov (Priklady 16, 17 a 18) vyplyva, ze funkcia

f(2) = 2" je holomorfna v celej komplexnej rovine, funkcia g(z) = Z nie je

holomorfna v ziadnom bode z C a funkcia h(z) = 1/z je holomorfna na C\ {0}.
ot

Priklad 21

Funkcia f(z) = |z|* nie je holomorfna v ziadnom bode z C, hoci je komplexne
diferencovatelna v bode zp = 0, ako sa mozno lahko presvedcit.

A\
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Nech G C C je oblast. Funkcia f : G — C je konstantna na G préave vtedy,
ked' je holomorfna na G a f'(z) = 0 pre kazdé z € G.

| A\

Dékaz.

Implikacia “=" vyplyva priamo z Definicii 1 a 2. Naopak, nech f je holomorfna
na G s f'(z) = 0 pre kazdé 2z € G. Funkcie u,v z (28) podla (30) splhajt

o (,y) = 0 =vy(w,y), vy(@,y) =0=—uy(x,y) pre kazdé [z,y] € G,

z ¢oho vyplyva, ze funkcie u, v s konstantné na oblasti G. To znamena, ze i
funkcia f = u + iv je konstantna na G. |

>

Désledok 1

Nech f, g st funkcie holomorfné na oblasti G C C. Potom platia tvrdenia.
(i) Rovnost f' = g’ plati na G prave vtedy, ked f = g+ K na G, kde K je
(komplexna) konstanta.

(ii) Funkcia f je polyném stupfia mensieho ako n na G prave vtedy, ked'
™ =0nagG.
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Komplexné funkcionalne rady

Nech G C C je neprazdna mnozina a nech {fn(z)}n=1 je postupnost funkcii
definovanych na G. Postupnost Ciastoénych sactov {sx(z)}52, definovana

sk(2) =Y fa(2), z€G, keN,

n=1

sa nazyva (nekonecny) funkcionalny rad s clenmi f,, a oznacuje sa > oo | fn(2),
resp. Y fn(z). RozliSujeme dva typy konvergencie funkcionalnych postupnosti
a radov.

@ Bodova konvergencia na G — pre kazdé zo € G je Ciselna postupnost
{fn(20)} (Ciselny rad > fn(z0)) konvergentna(y). Funkcia f s vlastnostou

f(z) = lim fa(2) <f(2) = an(z)) pre kazdé z € G,

n—>00

sa nazyva limitna funkcia postupnosti (stéet radu). Symbolicky znaéime

forf (X f) mac
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@ Rovnomerna konvergencia na GG — zhruba povedané, konvergencia k
limitnej funkcii (k sactu) nezavisi na premennej z. Presnejsie, ak f je
limitna funkcia postupnosti {f»}, potom pre kazdé ¢ > 0 existuje index
ne € N tak, ze

|fn(2) — f(2)] <e pre kazdé n > n. a pre kazdé z € G.

Rad Y fn(2z) konverguje rovnomerne k sictu f na G, ak jeho prislusna
postupnost Ciastocnych sactov {si} konverguje rovhomerne k f na G.
Symbolicky zapisujeme fr, = f (3 fn = f) na G.

Veta 12 (Cauchyho—Bolzanove kritéria rovnomernej konvergencie)

Postupnost { f.} konverguje rovnomerne na G prave vtedy, ked pre kazdé
€ > 0 existuje index n. € N tak, ze

|fn(2) — fm(2)| < & pre kazdé n,m > n. a pre kazdé » € G.

Rad Y fn konverguje rovnomerne na G prave vtedy, ked' pre kazdé e > 0
existuje index ne € N tak, ze

m—+n

> fr(2)

<& pre kazdén > n., m €N, a pre kazdé z € G.




Derivacia

Cauchyho—Bolzanove kritéria udavajia nutné a zaroven postacujice podmienky
rovnomernej konvergencie postupnosti (radu) funkcii. Pre praktické vypocty sa
vsak s vyhodu vyuziva nasledujice postacujice kritérium.

Veta 13 (Weierstrassovo kritérium rovnomernej konvergencie)

Ak pre rad Y, fn existuje konvergentny redlny ciselny rad y o, s vlastnostou
|fn(2)] < an pre kazdé n € N a pre kazdé z € G,

potom rad Y, fn konverguje rovnomerne na mnozine G.

Realny &iselny rad > o, vo Vete 13 sa nazyva majorantny rad (majoranta) pre
funkcionalny rad Y f».

Nech {f.} je postupnost funkcii spojitych na mnozine G C C. Ak rad Y, fx
konverguje rovhomerne na G k sictu f, potom funkcia f je spojitd na G.
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Mocninové rady

Délezitym typom funkcionalnych radov st tzv. mocninové rady, t.j., rady tvaru
Zan(z—zo)"7 (32)
n=0

kde zo, an € C pre kazdé n € Ny. Cislo 2o sa nazyva stred mocninového radu
(32) a ¢cisla a, jeho koeficienty. Mnozina vsetkych komplexnych &isiel z, pre
ktoré rad (32) konverguje, sa nazyva obor konvergencie mocninového radu. Je
zrejme, ze obor konvergencie [ubovolného mocninového radu je vzdy neprazdna
podmnozina v C (rad (32) vzdy konverguje vo svojom strede zp). Nasledujice
dve vety popisuji Struktiru oboru konvergencie mocninovych radov.

Veta 15 (Abelova veta)

Ak mocninovy rad (32) konverguje v istom komplexnom Cisle z1 # zo, potom
konverguje absolitne v kazdom z € C splnajicom

|z — zo| < |21 — 20].
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Veta 16 (Cauchyho—Hadamardova veta)

Pre rad (32) definujme nezaporné realne ¢islo R predpisom
R :=1/limsup V/|an|- (33)
n— oo

Potom platia nasledujice tvrdenia.

(i) Ak R =0, potom rad (32) konverguje iba vo svojom strede zy (teda
diverguje na C\ {z0}).

(i1) Ak R = oo, potom rad (32) konverguje absolitne v kazdom z € C.

(iii) Ak 0 < R < oo, potom rad (32) konverguje absoldtne pre kazdé z € C
splnajice |z — zo| < R a diverguje pre kazdé z € C splnajice |z — zo| > R.
-

Cislo R v (33) sa nazyva polomer konvergencie mocninového radu (32). Pre R
kladné a konecné sa mnozina

{z €C, |z— 20| < R} (34)

oznacuje ako konvergenény kruh radu (33). Rad (33) konverguje absolatne vo
svojom konvergenénom kruhu. Naviac, moze konvergovat v niektorych bodoch
tzv. konvergencnej kruznice |z — zo| = R.
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Poznamka 4

|

Ak existuje limp, oo ¥/]an|, potom polomer konvergencie R radu (32) splha
R=1/ lim %/|an|. (35)
n—r oo

Ak naviac existuje i limp— o |an+1/an|, potom polomer konvergencie R je
mozné vyjadrit aj v tvare

An+1
Gn

R=1/ lim

n—oo

(36)

Identita (36) vyplyva z nerovnosti

< hm 1nf Vlan| < hm 050 Y/ |an| < limsup

n—oo

Gn+1 An+1

lim inf
n—oo

an (2}

Rad (32) s kladnym polomerom konvergencie konverguje absolitne vo svojom
konvergenénom kruhu. Naviac, rad (32) konverguje rovnomerne na kazdej
kompaktnej podmnozine svojho konvergenéného kruhu.
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Veta 18

Nech mocninovy rad (32) ma kladny polomer konvergencie R a nech f znaci
stcet radu (32), t.j.,

f(z) = Zan(z —20)", |z— 20| <R.
n=0

Potom funkcia f je spojita a holomorfna v konvergenénom kruhu radu (32) a

oo

f(z) =a1 +2a2(z —20) + -+ = Z(n + 1)an+1(z — 20)" (37)

n=0

pre kazdé z € C splnajiice |z — zo| < R. Obzvlast, mocninovy rad (37) (tzv.
derivicia radu (32)) ma opat polomer konvergencie R.

o

Z Vety 18 vyplyva, ze sucet kazdého mocninového radu je funkcia holomorfna v
konvergenénom kruhu tohto radu. Naviac, tento sicet ma derivacie vietkych
radov, ktoré st opat holomorfné v danom konvergenénom kruhu. Neskor
ukazeme, ze kazda holomorfna funkcia (na otvorenej podmnozine v C) sa da
vyjadrit ako stcet istého mocninového radu.
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Priklad 22

Najjednoduchsim netrividlnym prikladom mocninového radu je geometricky rad

Zz":1+z+22+z3+-~~ ,

n=0
pozri tiez Priklad 10 b). Jedna sa o mocninovy rad so stredom v bode zo = 0.
Nakolko v tomto pripade a,, = 1 pre kazdé n € Ny, plati

limsup V/|an| =limsupl = lim 1=1.
n— oo n— oo n—oo
Pre polomer konvergencie teda mame R = 1 a konvergenény kruh daného radu
ma tvar |z| < 1, podla Vety 16. Ako sme ukazali v Priklade 10 b), kruh |z| < 1
je zaroven aj oborom konvergencie daného radu (geometricky rad v zadani totiz
diverguje v kazdom bode konvergenénej kruznice |z| = 1).

o
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Priklad 23

Najdime polomery konvergencie mocninovych radov

a) > (n))z", b) Z%.

a) Plati a, = n! pre n € Ng. KedZe existuje limita

|
= lim (n+ D! = lim (n+ 1) = oo,

An+1
Gn

lim
n— o0

podla formuly (36) v Poznamke 4 polomer konvergencie je R = 1/co = 0. V
stlade s Vetou 16(i) teda dany rad konverguje iba vo svojom strede z = 0.
b) V tomto pripade mame a, = 1/n! pre n € Ng a

n!

lim
n— oo

—
an n— oo (n+ )' nl—{go n+1

Pre polomer konvergencie potom plati R = 1/0 = co. Podla Vety 16(ii) rad
konverguje absolttne v celej komplexnej rovine.
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Priklad 24

|

Uréme obor konvergencie mocninového radu

= (z+2)"
g +234n

Koeficienty tohto radu maja tvar a, = L 7+ 1 € No. Dalej plati

(n+2)
1 3
- An+1 . (n+3)3 4nF1 .1 (n+2 1
lim = lim |—~F——|= lim — ==,
n—oo | Qn n— oo [CFEyT n—oo 4 \n+ 3 4

Preto polomer konvergencie je R = 4. Podla Vety 16(iii) rad v zadani prikladu
konverguje absolatne na mnozine |z 4 2| < 4 a diverguje pre |z +2| > 4. V
pripade bodov konvergenénej kruznice, t.j., |z + 2| = 4, plati

(z+2)"
(n+2)347

|z 4+ 2| 4" 1

T (n+2)34n T (n+2)34n  (n+2)3°

Z realnej analyzy vieme, ze Giselny rad 3" 1/(n + 2)® je konvergentny. Preto
podla porovnavacieho kritéria rad v zadani prikladu konverguje absolitne i na
konvergenénej kruznici. Obor konvergencie je teda uzavrety kruh |z + 2| < 4.
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Priklad 25

Najdime obor konvergencie radu

Jedna sa o mocninovy rad > a,2", v ktorom niektoré mocniny z “chybajd"”
n

St 3

S =02 402022+ (L)1) 02 025 (1/2) 2
n

n=1

Vseobecny koeficient a,, tohto radu mozno zapisat v tvare

0, n=0,n=3k—-2, n=3k—1,
an =
3/n, mn=3k#0.

Postupnost { '\”/|an|} ma teda dva hromadné body, 0 a lim,— o Y/3/n = 1.

To znamena, ze limsup,, ,., %/|an| =1, a polomer konvergencie R = 1. Rad
v zadani preto konverguje absolitne v kruhu |z| < 1 a diverguje pre |z| > 1.
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|

Priklad 25

Vysetrime teraz konvergenciu radu na konvergenénej kruznici |z| = 1. Kazdé
takéto z ma podla (3) goniometricky tvar z = cosp +isin¢p, ¢ € [—m, 7).
Dosadenim do radu v zadani a vyuzitim Moivreovho vzorca (8) dostaneme

oo 3n oo
" (cos p +isin )™ (s) cos 3np + isin 3ngp
MV > .
n=1 n=1 n=1
Z (cos3np/n) + Z(sin 3np/n).
n=1 n=1

Pre 3¢ # 2km st obidva realne rady v poslednom vyraze konvergentné, podla
Dirichletovho kritéria. Teda konverguje i pévodny komplexny rad v zadani. Vo
zvysnych pripadoch, t.j., v silade s —7 < ¢ < 7, pre
©1 = —2m/3 ~» 2z = cos (—2m/3) +isin (—27/3) = —(1 +iv3)/2,
p2 =0 ~ 29 =cos0+i0 =1,
03 = 27 /3 ~» 23 = cos (2/3) + isin (27/3) = (=1 +iV3)/2

dany komplexny rad diverguje. Obor konvergencie je teda uzavrety kruh |z| <1
okrem vyssie uvedenych bodov z1, 22, z3.
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Polynémy a racionalne lomené funkcie

Polynémom stupina n € Ny rozumieme funkciu komplexnej premennej z tvaru

P(2) = an2" + an-12""" + -+ + a1z + ao, (38)
kde komplexné ¢isla ag, a1, ..., an, an # 0, sa nazyvaja koeficienty polynému.
Ak ag =---=an =0, tj.,, P(z) =0 v C, hovorime o tzv. nulovom polynéme.

Stupen nulového polynému kladieme —oo. Je dalej zrejmé, ze kazda nenulova
konstantna funkcia je polynémom stupna 0. Komplexné Cislo zo s vlastnostou

P(z) = (2 — 20)"Q(2),

kde Q(z) je polyném s vlastnostou Q(z0) # 0, nazyvame k-nasobnym korenom
polynému P.

Veta 19 (Zakladna veta algebry)

aspon jeden koren.
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Priamym désledkom Vety 19 je skutocnost, ze kazdy polyném P stupna n > 0
ma v C prave n korenov vratane ich nasobnosti. To dava rozklad polynému P

P(2) = an(z —21)" (z — 22)™ - (2 — ), (39)
kde z1, z2, ..., z; st navzajom rdzne korene polynému P s odpovedajicimi
nasobnostami ki, ko, ..., k;, pricom plati k1 + k2 + - - - + k; = n. Polynémy si

funkcie spojité a holomorfné v celej komplexnej rovine s derivaciou
P'(z) = nanz™ !+ (n—1) n-12""2+4---+2a2z +a1, zeC.
Racionalnu lomend funkciu definujeme ako podiel dvoch polynémoy, t.j.,
f(2) = P(2)/Q(2), (40)

kde P, Q st polynémy a @Q # 0. Definicny obor racionalnej lomenej funkcie f je
mnozina C \ {z € C, Q(z) = 0}. Kazda racionalna lomena funkcia f v (40) sa
da vyjadrit ako stcet polynému a kone¢ného poctu parcialnych zlomkov tvaru

A/(Z - a)k7

kde A € C a a € C je aspon k-nasobny koren polynému @Q. Racionalne lomené
funkcie st spojité a holomorfné vsade na svojich definicnych oboroch.
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Exponencialna funkcia

Exponencialnu funkciu komplexnej premennej 2z definujeme vztahom

oo n

z
exp z = Z T (41)

n=0

Mocninovy rad v (41) konverguje absolatne v celej komplexnej rovine (polomer
konvergencie R = c0). Podla Viet 17 a 18 je preto funkcia exp z definovana a
holomorfna v celom C s derivaciou

(expz) =expz pre kazdé z € C. (42)
Z definicie v (41) dalej vyplyva, ze plati
exp0 =1, (expz)-(expw)=exp(z+w), =z wéeC. (43)
Exponencialna funkcia exp z je preto nenulova v celej komplexnej rovine a
(expz)~' = exp(—z), z€C. (44)

Vlastnosti (42), (43) a (44) naznacuja, ze funkcia exp z je holomorfnym
rozsirenim reélnej exponencialnej funkcie e” z R na C. Budeme preto pouzivat

oznacenie e° namiesto exp z.
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Veta 20 (Jednoznacnost exponencialnej funkcie)

Nech G C C je oblast obsahujica bod 0. Komplexna funkcia f definovana na
G je exponecidlnou funkciou na G, t.j., plati f(z) = e* pre kazdé z € G, prave
vtedy, ked f je holomorfna na G a plati f(0) =1 a f'(z) = f(2) na G.

Désledok 2

Pre kazdé z = x + iy € C platia nasledujice tvrdenia.

(i) e®* =e®cosy + ie”siny.

Re

(i) Ree® =ef®%cos(Imz), Ime® =ef*sin(Imz), e =e=.

(iii) |e®| = e =e®, arge” =Imz =y (mod 2r).

Poznamenajme, ze z Désledku 2(iii) vyplyva, ze oborom hodnét funkcie * si
vietky nenulové komplexné cisla z, t.j., mnozina C\ {0}. Dalej platia relacie

e =1 < z=2kmi, ke€z, (45)
ef=-1 << 2z=02k-1ni, keZ, (46)
el =e™? — 21 — 20 =2kmi, keZ. (47)

Podla (47) je teda funkcia e* periodicka s mnozinou vsetkych periéd 2miZ.
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Goniometrické a hyperbolické funkcie

Goniometrické funkcie sinus, kosinus, tangens a kotangens pre z € C definujeme

: (D" e (D" on
sin z = Zng i cosz:z ] 2", (48)
n=0

n=0
tgz =sinz/cosz, cotgz = cosz/sinz. (49)

K nim odpovedajiuce komplexné hyperbolické funkcie sa definuja
o 2ntl

shzzzm, chz:Z(;n)!7 (50)

n=0 n=0

tghz =shz/chz, cotghz=chz/shz. (51)
Platia tzv. Eulerove vzorce

coszEisinz=eT" chzEshz=e* z€eC, (52)

ktoré davaju do savislosti goniometrické funkcie sin z, cos z, resp. hyperbolické
funkcie sh z, ch z, s exponencialnou funkciou e”.
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Pomocou formal (52) je mozné pre kazdé z € C lahko odvodit vyjadrenia

iz —iz iz —iz
. e’ —e e’ +e
sinz = ————, cosz=-—7p—, (53)

shz:%, chz:%. (54)

Definicie v (48) a (50) dalej davaju vzajomné vztahy medzi funkciami sin z,
shz acosz, chz

shz = —isin (iz), sinz = —ish (iz), (55)
chz =cos(iz), cosz = ch (iz). (56)

Z identit (53), (54) a z vlastnosti exponencialnej funkcie €* vyplyva, ze funkcie
sin z, cos z, sh z a ch z su definované a holomorfné v celej komplexnej rovine a

(sinz)’ = cosz, (cosz) = —sinz, (57)
(shz)' =chz, (chz) =shz. (58)

Hovorime preto, ze tieto funkcie sii holomorfnymi rozsireniami realnych funkcii
sinx, cosx, sinhx a coshz z R na C.
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Goniometrické a hyperbolické funkcie splitajii vietky formule platiace pre ich
realne analégie. Napriklad, pre kazdé z € C platia rovnosti

sin z 4 cos® z = 1, ch®z — sh?z = 1.
Funkcie sin z a sh z st neparne, t.j.,
sin(—z) = —sinz, sh(—z)= —shz,
kym funkcie cos z a ch z st parne, t.j.,
cos(—z) =cosz, ch(—z)=chz.

Funkcie sin z, cos z st periodické s mgiinou vietkych periéd 277Z. Funkcie sh z,
ch z st periodické s periédami 2wiZ. Dalej platia relacie
sinz =0 <= z=knr, ke,
cosz=0 <= z=2k—-1)n/2, keZ,
shz=0 < z=kmni, keZ,
<~

chz=0 z= 2k —-1)mi/2, ke€Z.



Veta 21

Pre kazdé z = x + iy € C platia nasledujice tvrdenia.

(i) sinz =sinzchy + icoszshy, cosz=coszchy— isinxshy.

(ii) sinZ =sinz, cosz = Cosz.

(iii) |sinz| = v/sin? z +sh®y, |cosz| = v/cos? z + sh?y.

| A\

Veta 22

Pre kazdé z = x + iy € C platia nasledujiice tvrdenia.
(i) shz=shzcosy +ichasiny, chz=chzcosy+ ishzsiny.
(i) shz=shz, chz=chz.

(iii) |shz| = v/sh®z +sin’y, |chz|= /ch®z —sin?y.

Z Vety 21(iii) vyplyva, ze goniometrické funkcie sin z a cos z st v komplexnom
obore neohranicené (na rozdiel od realneho oboru), nakolko realny hyperbolicky
sinus sh y nie je ohraniéeny v R. Oborom hodnét funkcii sin z, cos z, sh z, ch 2z

je celé C.
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Logaritmicka funkcia

Funkcia inverzna k exponencialnej funkcii €* sa nazyva logaritmus (logaritmicka
funkcia). KedZe funkcia e® je periodicka (s periédami 2wiZ), logaritmus je vo

vseobecnosti mnohoznacna funkcia a ozna€ujeme ju Log. Logaritmicka funkcia
je definovana pre nenulové komplexné cisla, pricom pre kazdé z € C\ {0} plati

Logz =In|z| +iArgz =In|z| +iargz + 2kwi, k€ Z. (63)
Funkcia Log v (63) splha zakladné vlastnosti
e"98* = 2. Log(e®) =z +2kni, zeC\{0}, keZ (64)

Kazda celoéislena hodnota k v (63) ur€uje jedina jednoznacni vetvu logaritmu
Log. Pre k = 0 dostaneme tzv. hlavni vetvu logaritmu, ktord sa oznacuje log.
Pre kazdé nenulové komplexné cislo z potom plati

logz=In|z| +iargz, Re(logz)=1In]|z|, Im(logz) = argz. (65)

Obor hodnét hlavnej vetvy logaritmu log je mnozina {w € C, —7 < w < 7}.
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Hlavna vetva logaritmu log je funkcia holomorfnd na mnozine C \ (—o0,0] a

(logz)' = 1/z pre kazdé z € C\ (—o0,0].

Dévodom, preco sa vo Vete 23 uvazuje mnozina C \ (—oo, 0] a nie cely
definiény obor C \ {0} funkcie log, je skutocnost, ze funkcia arg, a nasledne,
podla (65), i funkcia log, nie st spojité na polpriamke (—c0,0) v C. To
znamena, ze hlavna vetva logaritmu log neméze byt ani holomorfna na
(—00,0) (pozri Definicia 2 a Veta 6). Poznamenajme, ze Standardné vlastnosti
realnych logaritmov platia v komplexnom obore iba pre funkciu Log, t.j., pre
kazdé z1,z2 € C\ {0} mame

Log (z122) = Log z1 + Log z2, Log (21/22) = Log z1 — Log 22, (66)

ale vo vieobecnosti log(z122) # log z1 + log 22 a log(z1/22) # log z1 — log z2.
Naproti tomu, plati klasicka rovnost log 1 = 0, avsak

Logl =2kmi, ke€Z, teda Logl = 2mwiZ. (67)

Tieto skutocnosti sa désledkom mnohoznacnosti logaritmickej funkcie Log, t.j.,
symbol Log z znamena istd mnozinu hodnét, a nielen jednu konkrétnu hodnotu.
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Mocninova funkcia

Pre dané ¢ € C definujeme funkciu c-td4 mocnina komplexnej premennej z ako
2 =etoer, (68)

Definicnym oborom mocninovej funkcie pre vseobecné komplexné ¢ je mnozina
C\ {0}. Vyuzitim formal v (63) a (65) sa vyraz v (68) da vyjadrit v tvare

= (In|z|+iarg z+2kmi) _ et (log z+2k7ri)7 L c Z, = \ {O} (69)

Funkcia z¢ je preto vo vseobecnosti mnohoznacnou komplexnou funkciou. Pre
jednotlivé celociselné hodnoty k dostavame jej tzv. jednoznacné spojité vetvy.
Jednoznacna vetva mocninovej funkcie v (69) odpovedajica hodnote k = 0 sa
zvykne oznacovat ako hlavna spojita vetva funkcie z°. Vyznamnu triedu tvoria
mocninové funkcie s realnym racionalnym exponentom ¢, t.j., pre ¢ = m/n, kde
m € Z an € N. V tomto pripade je funkcia z° najviac n-znacna a plati

B {cos (margz+2mk7r> +isin (margz—o—kaw)} 7
n n

k=0,1,...,n—1, zeC\{0}. (70)
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@ n = 1 — mocninova funkcia sa redukuje na polyném (m > 0), resp. na
racionalnu lomend funkciu (m < 0). V tomto pripade mame jednoznaéni
funkciu s hodnotou

2™ = |z|™ [cos (marg 2) + isin (margz)], z € C\ {0}.

@ m = 1 — jedna sa o n-tt odmocninu, zavedeni v (12). Mocninova funkcia
je n-znacna, definovana v celej komplexnej rovine s hodnotami v (12).

@ m,n st vzajomne neshdelitelné — mocninova funkcia je v tomto pripade
prave n-znacna, pricom pre dané nenulové komplexné cislo zo hodnoty
m/n | .- . z 4 P = = o
zy """ lezia vo vrcholoch pravidelného n-uholnika vpisaného do kruznice so

stredom v bode 0 a s polomerom |z|™/™. Okrem toho platia identity

m

zn = (¥/z)" = ¥z pre kazdée z € C\ {0}.

@ 'm,n maji netrividlneho spoloéného delitela — v tomto pripade ma funkcia
2™/™ prave n/d jednoznaénych spojitych vetiev, kde d oznacuje najvacsi
spoloény delitel Cisiel m a n. Dalej plati z% = ({/z)™ pre kazdé nenulové
z, aviak vo veobecnosti zn # ¥z, ako to ilustujeme v Priklade 32.
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Nech m € Z an € N. Kazdi jednoznaéna vetva mocninovej funkcie z™/™ je
holomorfnd na mnozine C \ (—o0,0] a plati

m

m\/ m zn
n) = . kazdé C\ (—00,0].
(z ) o~ prekazdéz e \ (=00, 0]

V sualade s Vetou 24 potom hovorime o jednoznacnych holomorfnych vetvach
mnohoznaénej funkcie z/™.

Priklad 26
Vypocitajme _ )
e|7r7 62+|% )
Podla Désledku 2(i) plati
e™ =™ = el cost + e’ sinw = —1,

1% = e? cos (1/6) + i€’ sin (/6) = % (\/§+ i) .
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Priklad 27

Najdime v C v3etky riesenia rovnice
sinz = 2.
Nech z = z + iy. Potom podla Vety 21(i) je rovnica v zadani ekvivalentna s
sinzchy+icoszshy =2 <= sinxzchy=2 A coszshy=0.

Z poslednych dvoch rovnic vyplyva cosz = 0, teda z = (2k + 1) /2 pre k € Z.
Po dosadeni do rovnice sinz chy = 2 dostaneme chy = 42. Ked'ze realna
hyperbolicka funkcia chy nadobida len kladné hodnoty, plati chy = 2, a podla
(54) mame

e/ +e ¥ =4
Tato transcendentna rovnica méa prave dve riesenia y = In (2 £ v/3). Mnozina
vsetkych rieseni rovnice v zadani prikladu ma teda tvar

z:g+k7r+iln(2i\/§), kez.



Komplexné &isla Funkcie Derivacia Elementy Integral Reziduum

Priklad 28

Dokazme rovnost mnozin
Log (1/z) = —Logz, z¢€ C\ {0},

a zaroven najdime z, pre ktoré log (1/z) # —log z, resp. log (1/z) = —log z.
Pre [ubovolné z € C \ {0} platia podla (66) a (67) rovnosti mnozin

Log (1/z) = Log1 — Log z = {2kmi, k € Z} — {In|z| + arg z + 2Ixi, | € Z}
={-In|z| —argz + 2(k — O)mi, k,l € Z}
= —{ln |z| + arg z + 2m=i, m € Z} = —Log z.

Napriklad pre z = —2 = —2 +i0 pomocou (65) mame
log(—1/2) =In| —1/2| +iarg(—1/2) = —In2 — im,
—log(—2)=—In|—2|—iarg(—2) = —In2 +ir.
Teda log (—1/2) # —log (—2). Naproti tomu, pre z = 1 + i dostaneme rovnost
log [1/(1+1i)] = log [(1 —i)/2] = In(1/v2) — ir/4,
—log(1+i) = —Inv2—in/4=In(1/V?2) — ir/4.
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Poznamka 5 (k Prikladu 28)

Pozorovania v Priklade 28 maji svoje zovseobecnenie. Konkrétne, da sa
ukazat, ze pre kazdé nenulové komplexné €islo z plati

1 —logz — 2w, zé€ (—o0,0),
“(2)-
z —log z, z € C\ (—o0,0].
Skutoéne, ako sme zistili v Priklade 28, pre z = —2 € (—0c0,0) mame

—log(—2) —27i=—In2+ir — 27wi = —In2 — 7i = log (—1/2),

kym pre z=1+i¢€ C)\ (—o0, 0] sme dostali log[1/(1+i)] = —log (1 +1i).
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Vypocitajme
a) logi, Logi b) log (2 + 3i), Log(2+ 3i).
a)

logi=ln|i|+iargi=1Inl+ir/2 =in/2,

Logi = {logi+ 2kni, k € Z} = {i (7/2 + 2kw), k € Z}.

log (2 + 3i) = In |2 + 3i| + iarg (2 + 3i) = In V13 + i arctg (3/2),

Log (2 + 3i) = {log (2 + 3i) + 2kni, k € Z}
= {In V13 + i (arctg (3/2) + 2kx), k € Z}.
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Priklad 30

Stanovme
g i 10+)/v2,

V sulade s definiciami v (68) a (69) postupne dostaneme

1= Logl _ o (In 1+4-2kmi) _ e—2k7r7 = Z7

i =d Logi _ o (In | i |+im/2+2kmi) — (i /242k i) _

efw/272k7r’ ke Z,

1+)/VE _ ei/_*'zi Logl _ elf+2i (In142km) _ (—14)v2kn _ —v2km+ivZhn

— = [cos (\/ilm) + isin (\/ikm)] , kez.
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Priklad 31

Porovnajme nasledujice mnoziny
(-8)3,  (V=9)°, V(82

Na v3etky tri mocniny aplikujeme vzorec v (70). Podla Prikladu 4 vieme, ze
| — 8| =8 aarg (—8) = —w. V pripade prvej mocniny je m = 2 a n = 3, teda

(—-8)3 =4 {cos (WT_QW) +isin <4’”T_2”ﬂ . k=0,1,2

Celkovo mame tri hodnoty pre mocninu (—8)%3, a to

k=0 — 4[cos (—2mn/3) + isin (—271/3)] = —2 — 2V/3i,
k=1 — 4][cos(2n/3) +isin (27/3)] = —2 + 2V/3i,

k=2 — 4cos(27) +isin (27)] = 4.

Pri zistovani hodnét druhej mocniny (\3/—8)2 vyuzijeme vysledky z Prikladu 4,
pricom dostaneme
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Priklad 31
1— i3, —2 — 2V/3i,
V=8={ 1+iv3, = (V=8)'={ —2+2/3i

—9 4.

Pre poslednii mocninu v zadani prikladu plati $/(—8)2 = V/64. Preto vo vzorci
(70) dosadzujeme m =1, n =3, z = 64, |z| = 64 a arg z = arg (64) = 0, t.j.,

M:W:zx[cos(%%)ﬁsm(%%)], k=0,1,2.

Jednotlivé hodnoty pre W potom si
k=0 — 4[cos0 + isin0] = 4,
k=1 — 4][cos(21/3) +isin (27/3)] = —2 + 2V/3i,
k=2 — 4][cos(4r/3) +isin (47/3)] = -2 — 2V/3i.

Vo vsetkych troch pripadoch sme dostali rovnaka mnozinu hodnét mocnin.
Tento vysledok je v siilade s diskusiou uvedenou vyssie, nakolko &isla m = 2 a
n = 3 st vzajomne nesidelitel'né.
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Priklad 32

Porovnajme nasledujice mnoziny
(—0i, (V=9 Ve

Na mocniny aplikujeme podobny postup ako v Priklade 31. Postupne
dostaneme

1—1i,
1+i 2 —2i
4_ _ I 4_4 — bl
A = = T
—1—1i,
2,
n a 2i,
YCaE=vis=y
—2i.

Plati teda (—4)% = (V=2)* # 3/(—4)2, nakolko &isla m = 2 a n = 4 nie si

vzajomne nesidelitelné a maji netriviadlneho spoloéného delitela d = 2.
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L'Hospitalovo pravidlo v komplexnom obore

Podobne ako v realnom obore, tak i v C plati tzv. L'Hospitalovo pravidlo, ktoré
umoziuje vypocet istého typu limit funkcii. Poznamenajme, ze L'Hospitalovo
pravidlo pre komplexné funkcie je silnejsie tvrdenie nez jeho “redlna verzia”. Je
to spbsobené skutocnostou, ze pévodny predpoklad realnej diferencovatelnosti
funkcii je teraz nahradeny silnejsim predpokladom holomorfnosti funkcii. Pre

r € RT a zp € C budeme pod pojmom prstencové r-okolie bodu zp rozumiet
mnozinu K™ (zo,7) = {z € C, 0 < |z — z0| < r}. V pripade nevlastného bodu
zo = oo definujeme K™ (co,r) = {z € C, |z| > 1/r}.

Veta 25 (L’Hospitalovo pravidlo)

Nech funkcie f a g st holomorfné na prstencovom okoli K*(zo,7), r > 0, bodu
zo € C a nech plati lim._, ., f(z) = 0 = lim.,., g(2), priom g nie je identicky
nulova funkcia. Potom existuje lim., ., (f(z)/g(2)) (vlastna, nevlastnd) a plati

f&) _ o 1)

lim = lim .
A T AR
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Priklad 33

Uréme limitu ol
i 108 +2)

z—0 z
Zlozena funkcia f(z) = log (1 + z) je podla Vety 23 definovana a holomorfna
na C\ (—oo,—1], kym funkcia g(z) = z je holomorfna v celej komplexnej

rovine. Dalej g Z 0 v C a plati

lim f(z) = ;%log(l +2z)=1logl =0, llgbg(z) = lim z = 0.

z—0 z—0

Sa teda splnené vsetky predpoklady Vety 25. Limita v zadani prikladu existuje a

’ 1
lim log (1+2) = lim [log (1 +2)] = lim 2= = lim L
z—0 z z—0 (2:)’ z—0 1 z—0 1 + VA
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Komplexny krivkovy integral

Nech [, 8] C R je realny interval a nech f : [a, 8] — C je komplexna funkcia
realnej premennej t € [a, B]. Pre funkciu f sa definuje derivacia f'(to) v bode
to € (o, B) vztahom

f(t) — f(to)

f'(to) = lim

t—tg t—1to

= [Re f]'(to) +i[Im f]'(to), (71)

kde [Re f]'(to), [Im f]’(to) znamenaja (realne) derivacie realnych funkcii Re f,
Im f podla premennej ¢t. V pripade to = «, resp. to = 3 uvazujeme derivaciu
sprava, resp. zlava

fi(a) = Re fli (@) +illm fl} (), resp. fL(B) = [Re fI~(B)+i[lm fI_(B).

Dalej definujeme urcity integral komplexnej funkcie f realnej premennej ¢ na
intervale [o, 8] zapisom

/ﬁ f(t)dt:/ﬁ Ref(t)dt—ki/ﬁlm F(t)dt. (72)

Pre pocitanie s derivaciami a urcitymi integralmi z komplexnych funkcii realnej
premennej platia pravidla analogické redlnemu oboru (substitiicia, per-partes).
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Priklad 34

Vypocitajme derivaciu a urcity integral z funkcie
f(t)y=€* acR, telo,2n]
Vyuzijac Dosledok 2(i), oddelime realnu a imaginarnu €ast funkcie f
f(t) =€ =cosat +isinat, te0,2n].
Potom podla (71) a (72) postupne mame

f'(t) = —asin at + ia cos at = iae'™",

27 27 2m
/ 1) dt:/ cosatdt+i/ sin at dt
0 0 0

1 27 1 2 1 . 27
= {— sin at] +i [—— cos at} = [.— e'“t]

@ 0 @ 0
e2a7ri -1

ia
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Poznamka 6

Poznamenajme, ze vysledky v Priklade 34 s analogické s tradi¢nymi pravidlami
pre derivaciu a neurcity integral exponencialnej funkcie, t.j., pre a € R plati

q / q q 1 q
(elat) _ ia . elat7 /elatdt = —. elat.
a

Ako sa mozno lahko presvedcit, tieto vlastnosti exponencialnej funkcie zostani
v platnosti i pre komplexni hodnotu konstanty a. Konkrétne, platia rovnosti

a a a 1 a
(et)/:wet, /etdt:—~et+K, a€C, (73)
a
kde K oznacuje komplexni integraéni konstantu. Na druhej strane, nie vietky

pravidla platné v R funguja i pre komplexné funkcie redlnych premennych. V
Priklade 35 demonstrujeme neplatnost realneho L'Hospitalovho pravidla.
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Priklad 35

Nech f(t) =t a g(t) = te”* pre t € R\ {0}. Potom plati lim;—o f(t) = 0 a

lim g(t) = }51(1) [tcos(1/t) +itsin(1/t)] =0+ i0 = 0.

t—0
Dalej, pre (realne) derivacie funkcii f, g podla premennej t mame f'(t) =1 a

g'(t) = [tcos (1/t)] +i[tsin (1/t)]’
= cos (1/t) + (1/t) - sin (1/t) +i[sin (1/t) — (1/t) - cos (1/t)]
=/t (t—i)/t.

Limita z podielu f'/g’ v bode 0 existuje, pricom

/ —i/t _ 9 .
im L@ gL et teos(1/t) — itsin (1/1)
t—0 g'(t) t=0e/t(t—i)/t t—=0 t—i =0 t—i
_0+i0 0

Avsak limita lim; o f(¢)/g(t) = lim; ,0 e~/ neexistuje, napriek tomu, Ze si
splnené vsetky predpoklady realneho L'Hospitalovho pravidla.
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V teérii krivkového integralu v R? sme rovinnt krivku definovali ako spojité
zobrazenie ¢ : [a,b] — R?, kde [a,b] C R, t.j., ako spojité zobrazenie realneho
intervalu do “realnej” roviny. Nakolko medzi rovinou R? a komplexnou rovinou
C existuje jednoznacna korespondencia [z,y] <> = + iy, v nasledujucom vyklade
budeme krivkou v C rozumiet spojita komplexna funkciu realnej premennej, t.j.,
¢ : [a,b] = C. Je zrejmé, ze pre takto definovani (komplexnu) krivku platia
vietky pojmy a vysledky ziskané pre (realne) krivky v R?. Obzvlast, mnozinu

(p) ={z€C, z=0(t), t c[a,b]}

budeme nazyvat trajektériou (geometrickym obrazom) krivky ¢, kym samotné
zobrazenie ¢ potom budeme oznaovat ako parametrizaciu mnoziny (¢). Pre
jednoduchost budeme komplexné krivky v C a s nimi korespondujice realne
krivky v R? stotoziovat.

Definicia 3 (Krivkovy integral z komplexnej funkcie)

Nech ¢ : [a,b] — C je cesta a f : (¢) — C spojita funkcia. Potom krivkovy
integral [y f(z) dz z funkcie f po ceste o definujeme vztahom

b
/ F(2)dz = / Flo(8)) @' (8) dt. (74)



Komplexné cisla Funkcie erivacia Elementy Integral Reziduum

Z predpisu (74) sa da lahko odvodit savislost medzi krivkovym integralom v C
a krivkovym integralom Il. druhu v R?. Konkrétne, ak u a v oznadujii realnu a
imaginarnu Cast funkcie f, t.j., f(2) = u(z,y) +iv(z,y) pre z = z + iy € (p),
potom plati formula

/f(Z) dz = /[U(w,y) dz — v(z,y) dy] +‘/[v(w,y) dz + u(z,y) dy]. (75)

Komplexny integral v (74) ma mnohé analogické vlastnosti ako krivkovy integral
II. druhu v R. Obzvlast, jeho hodnota sa tzv. reparametrizaciou cesty  nemeni
(t.j., integral v (74) nezavisi na vybere ekvivalentnej parametrizacie danej cesty
©). Nasledovné tvrdenie objasiuje koncept substiticie v komplexnom integrale.

Veta 26 (Transformacné pravidlo)

Nech G1,G2 C C si otvorené mnozZiny a g : G1 — G2 je holomorfna funkcia.
Nech o1 je cesta v G1 a w2 = g o 1. Potom pre kazdi komplexnd funkciu f
definovani a spojitt na {p2) plati

/ F(2)de = / F(g(w)) o' (1) duw. (76)

1
w
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Realizacia substittcie pre komplexny integral v (74) je podla Vety 26 formalne
analogicka ako pri uréitom (Riemannovom) integrale v R. Postupne plati

z=g(w) p2(-) = g(p1())
——— —_————
transformacia integracnej premennej transformacia “integraénych medzi”’
U

dz = ¢’ (w) dw

(2
/ f(2)dz = / o)y (@ du.

Poznamenajme, ze g'(w) znaé&i komplexni derivaciu holomorfnej funkcie g v
bode w € (p1).
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Nech ¢ je cesta v C a {fn}ne1 je postupnost komplexnych funkcii spojitych na
(¢). Potom platia nasledujice tvrdenia.

(i) Ak f je limitna funkcia postupnosti {fn} a fn = f na (@), potom

i ([ #@242) = [ (i n@)as= [ 10

(i1) Ak f je sicet radu Y fn @ fn = f na (p), potom
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Nezavislost krivkového integralu na integracnej
ceste a primitivna funkcia

Definicia 4 (Nezavislost na integracnej ceste)

Nech G C C je otvorena mnozina a f : G — C je spojita funkcia. Hovorime,
ze krivkovy integral fso f(2) dz nezavisi v G na integracnej ceste, ak pre kazdé
dve cesty @1, @2 v G majlce spolocny zaciatoény i koncovy bod plati

(2)dz = / f(z)d=. (77)

P1

Ekvivalentne, krivkovy integral z funkcie f nezavisi v G' na integracnej ceste, ak
pre kazda uzavreti cestu ¢ v G plati fv f(z)dz = 0.

Definicia 5 (Primitivna funkcia)

Nech G C C je otvorena mnozina a f je komplexna funkcia definovana na G.
Holomorfna funkcia F' : G — C sa nazyva primitivna k funkcii f (v G), ak plati

F'(z) = f(z) pre kazdé z € G. (78)
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Veta 28 (Newtonova-Leibnizova formula)

Nech G C C je otvorend mnozina a nech f je komplexna funkcia spojita na G.
Potom F : G — C je primitivna funkcia k f v G prave vtedy, ked' pre kazdi
dvojicu z1,z2 € G a kazdi cestu ¢ v G so zaciatoénym bodom z1 a koncovym
bodom z» plati

/ £(z)dz = F(22) — F(z1). (79)

| A\

Désledok 3 (Existencia primitivnej funkcie)

Funkcia f spojita na otvorenej mnozine G C C ma v G primitivnu funkciu
prave vtedy, ked krivkovy integral fw f(2) dz nezavisi v G na integracnej ceste.

A\

Poznamka 7

Ako vidno z Désledku 3, pojem primitivnej funkcie v C je silnejsi koncept nez
jeho klasicka realna analégia. Ak F je funkcia primitivna k f na G, potom pre
kazda konstantu K € C i funkcia F' + K je primitivna k f na G. V pripade, ak
G je savisla mnozina, teda oblast, plati i opacné tvrdenie, t.j., rozdiel dvoch
funkcii, ktoré sa primitivne k f na G, je funkcia konstantna na G.

\
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Priklad 36

Vypocitajme krivkovy integral
/ 1
—dz,
o Z
kde krivka ¢ je polkruznica z = Re', R > 0, t € [0, 7]. Vyuzijeme Definiciu 3 s
f(z) =1/z, @(t)=Re", teo,n].

Podl'a Poznamky 6 pre derivaciu krivky ¢ plati ¢'(t) = Rie pre t € [0, 7]. Po
dosadeni do formuly (74) dostaneme

/ldz:/ l.t-Rieitdt:i/ dt = i.
o ? o Re 0

Poznamenajme, ze rovnaky vysledok dostaneme i pouzitim rovnosti (75), t.j.,
prevodom komplexného krivkového integralu na dva (realne) krivkové integraly
Il. druhu. V tomto pripade pouzivame “realnu” parametrizaciu krivky ¢

= Rcost, y= Rsint, te&€]0,n],

kedZe z = x + iy a podla (13) plati e = cost + isint. Realna a imaginarna
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Priklad 36

Cast funkcie f(z) = 1/z maja tvar

i1 T —iy __ % Y
z z+iy (z+iy)(le—iy) 22+y> 22 +y?
4
€z Yy

T2y v= _x2—|—y2'
V silade s (75) potom pocitame dva realne krivkové integraly
d d
I :/[udm—vdy] :/%,
@ e Tty

12:/[de+udy]:/w,
2 o Tty

pricom hodnota integralu v zadani prikladu je I + ils.
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Priklad 37

|

Dokazme, ze pre pevné n € Z, zo € C a R > 0 plati

0, n# —1,
/(z —z0)"dz = (80)
® 2w, n= -1,

kde ¢ je kruznica |z — z0| = R. Jej parametrické vyjadrenie ma zrejme tvar

2 — 20 = Re! — z:z0+Reit, t € [0, 27].

Pre diferencial dz potom plati dz = 2/(t) dt = Rie"dt. Integral v zadani ma
potom podla (74) tvar

27
/(z—zo dz—/ R™ e Rie'tdt:iR"“/ (Tt gy,
0

Ak n # —1, pre posledny integral pomocou (73) a (45) dostaneme

|(n+l) 27 (n+1)i
/(z — 20)"dz = iR™H {7] T e A )
o i(n+1) ], i(n+1)
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Priklad 37

V pripade n = —1 (t.j., n+ 1 = 0) plati

2
/(z—zo)*ldz:i/ dt =i [t]d" = 2mi.
%) 0

| A

Priklad 38

Pre pevné n € Z stanovme primitivnu funkciu k
fz) =2"

na mnozine C \ {0}. Pre n # —1 je F(z) = 2"""/(n + 1) funkciou primitivnou
k f pre z € C\ {0}, nakolko F je holomorfna na C\ {0} a F'(z) = f(z) pre
z # 0. V pripade n = —1, t.j., f(z) = 1/z, neexistuje primitivna funkcia k f na
C\ {0}. Vyplyva to z Désledku 3 a z formuly (80) v Priklade 37 s zg = 0, podla
ktorej krivkovy integral z 1/z pozdlz (uzavretej) kruznice so stredom v bode 0
je nenulovy. Naproti tomu, na mnozine C \ (—o00,0] ma funkcia f(z) =1/z za
primitivnu funkciu hlavni vetvu logaritmu log, nakol'ko podla Vety 23 plati

(logz) =1/z, z¢€C\ (—o0,0].
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Cauchyho teédria krivkového integralu

V teérii funkcii komplexnej premennej ma osobitny vyznam pocitanie integralov
po uzavretych cestach (napr. Dosledok 3). Zakladné vysledky o komplexnych
krivkovych integraloch pozdiz uzavretych ciest sa zvyGajne siihrne oznacuji ako
tzv. Cauchyho teéria. Ako uvidime, vyznamni Glohu v tejto teérii zohravaja
funkcie, ktoré st holomorfné na otvorenych podmnozinach komplexnej roviny.

Nech ¢ je merateln cesta v C a f : {(p) — C je spojita funkcia. Potom plati
‘ I, 1) dz‘ < ML(g), kde M = sup,¢, |£(2)| a L(y) je dlzka krivky .

Veta 29 (Cauchyho integralna veta)

Nech G C C je jednoducho sivisla oblast a f : G — C funkcia holomorfna v
G. Potom pre kazdi uzavreti cestu ¢ v G plati

/D F(z)dz = 0.
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Dékaz Vety 29.

Dékaz vykoname pre pripad, ked ¢ je Jordanova cesta (po €astiach regularna,
jednoducha a uzavreta krivka). Podla formuly (75) plati

/f(z)dz:/[u(x,y)dx—v(x,y) dy]—|—i/[v(x,y)dx+u(x,y)dy],

kde u, v oznacuja redlnu a imaginarnu &ast funkcie f, t.j., f = u +iv. Kedze f
je holomorfna v G, z Definicie 2 a Vety 9 vyplyva, Ze realne funkcie u a v st
(spojito) diferencovatelné v G a splhaju Cauchyho—Riemannove rovnosti

U;(l‘vy) = v;(x,y), u;(l‘vy) = _Ua/v(xvy)v [x,y] €G. (81)

Aplikovanim Greenovej integralnej vety na dva vyssie uvedené (realne) krivkové
integraly Il. druhu a s oznagenim D := Int ¢ U (¢) dostaneme

[D ) dz = o) = [ [=uk) = w0 9)] dody

) // 0dxdy = 0,
D
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Dokaz Vety 29 (pokracovanie).

[D[v(w,y) dz + u(z,y) dy] = //D [ug(z,y) — vy (x,y)] dedy

@ // 0dzdy = 0.
D

Z poslednych dvoch rovnosti potom vyplyva fw f(z)dz=0+i0 = 0. [ |

>

Predpokladajiic spojitost funkcie f v G, plati i obratené tvrdenie ku Cauchyho
integralnej vete.

Veta 30 (Morerova veta)

Nech funkcia f je spojita v otvorenej mnozine G C C a nech krivkovy integral
fw f(2) dz nezavisi v G na integracnej ceste, t.j.,

/ f(2)dz =0 pre kazdi uzavreti cestu ¢ v G.
®

Potom f je funkcia holomorfna v G.
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Nasledujiice vety majii vyznam pri samotnom pocitani hodnét integralov pozdiz
uzavretych kriviek. Za istych predpokladov umoznuji zamenu integracnej cesty,
¢im sa cely vypocet integralu méze vyrazne zjednodusit.

Veta 31 (Princip deformacie krivky)

Nech ¢, 1) st dve kladne orientované Jordanove cesty v C také, Ze (1)) C Intp.
Nech f je funkcia holomorfna v Ext1p N Intp a spojita a koneéni na uzivere
mnoziny Exti N Inty, t.j., na mnozine Exty N Inty. Potom plati

/wf(z)dz:/wf(z)dz.

Veta 32 (Zovseobecneny princip deformacie krivky)

Nech o, v, 3 =1,...,n, s kladne orientované Jordanove cesty v C také, ze
mnoziny Inti; si po dvoch disjunktné a (1) C Inty pre j =1,...,n. Nech f
Je funkcia holomorfna v Intp \ U;.Z:I Intv); a spojitd a koneéna na uzévere
Into\ Uj_, Inty;, tj., na mnozine Intp \ Uj_, Inty);. Potom plati

/f(z)dz:Z 1Z)Af(z)dz.



Integral

Veta 33 (Cauchyho integralna formula)

Nech ¢ je kladne orientovani Jordanova cesta v C a nech f : Intp — C je
funkcia holomorfna v Intp a spojita a koneéna na Intp. Potom plati

1 (2)
)= —

= . | ——%dz pre kazdé zo € Intp.
2T w2 — 20

f(zo

Veta 34 (Cauchyho integralna formula pre n-ta derivaciu)

Nech G C C je jednoducho sivisld oblast a f : G — C funkcia holomorfna v
G. Potom pre kazdé n € Ng a pre kazdi kladne orientovana Jordanova cestu ¢
v C, leziacu v G, plati

!
™ (20) = n_/ % dz pre kazdé z € Intp.
7

Vety 29, 31, 32, 33 a 34 predstavuji zakladné nastroje na praktické pocitanie
hodnét niektorych typov komplexnych krivkovych integralov pozdiz uzavretych
ciest. Neskér, zavedenim pojmu reziduum funkcie, tieto techniky podstatne
rozsirime.
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Vlastnosti holomorfnych funkcii

Predchadzajiice vysledky Cauchyho teérie maja niekol'ko vyznamnych désledkov
v teérii holomorfnych funkcii.

Désledok 4 (Vety 29)

Ku kazdej funkcii, ktora je holomorfna v jednoducho sivislej oblasti G C C,
existuje funkcia primitivna v G.

| A\

Désledok 5 (Vety 34)

Nech f je funkcia holomorfna v otvornej mnozine G C C. Potom f ma v G
komplexné derivacie vsetkych radov, ktoré si holomorfné v G.

Poznamka 8

| \

Podla Désledku 5 a Definicie 2 teda z existencie prvej komplexnej derivacie na
otvorenej mnozine vyplyva i existencia vietkych komplexnych derivacii na tejto
mnozine. V realnej analyze podobné tvrdenie rozhodne neplati.

A\
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Celé funkcie

Definicia 6 (Cela funkcia)

Funkcia f : C — C sa nazyva cela, ak je holomorfna v celej komplexnej rovine.

A\

Poznamka 9

Prikladom celych funkcii st polynémy v C. Celé funkcie, ktoré nie sa polynémy,
sa oznacuju ako celé transcendentné funkcie. Exponencialna funkcia e, resp.
goniometrické funkcie sin z a cos z alebo hypebolické funkcie sh z a ch z st celé
transcendentné funkcie.

A\

Veta 35

Nech f je celd funkcia a n € N. Potom f je polyném stupna mensieho ako n
prave vtedy, ked platilim,_, f(2)/2" = 0.

A\

Veta 36 (Liouvilleova)

Cels funkcia je ohraniéena na celom C prave vtedy, ked je konstantni v C.



Integral

Komplex Funkcie

Dékaz Vety 36.

Nech f je cela funkcia, ktora je ohrani¢ena na C, t.j., existuje K € R také, ze
|f(2)] < K pre kazdé z € C. Potom plati

K
||

lim M

Z—00 VA

=0.

o< |12 <
z

— 0, teda
zZ—00

Posledna limita je ekvivalentna s lim._,o f(2)/z = 0. Funkcia f je preto podla
Vety 35 polyném stupna mensieho ako 1, teda konstantna v celom C. Opacna

implikacia plati trivialne. ]

| A\

Veta 37 (Mala Picardova veta)

Obor hodnét kazdej nekonstantnej celej funkcie je celé C s vynimkou nanajvys
jednej hodnoty.

A\

Poznamka 10

Mala Picardova veta je zosilnenie Liouvilleovej vety 36. Napriklad cela funkcia
e” nadobida vsetky komplexné hodnoty okrem hodnoty 0, kym goniometrické
funkcie sin z a cos z maji za obor hodnét celt komplexna rovinu.
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Komplexny Taylorov rad

Veta 38 (Taylorova veta)

Nech funkcia f je pre dané zp € C a R € RT U {cco} definovana a holomorfna
na otvorenom kruhu K(zo, R). Potom plati

_ = f(n) (ZU) n = 1z
flz) = —— (2 —20)" pre kazdé z € K(z0, R). (82)
n!
n=0
Vyjadrenie v (82) sa oznacuje ako Taylorov rozvoj funkcie f v okoli bodu zg,
pricom mocninovy rad na pravej strane danej formuly sa nazyva Taylorov rad
funkcie f so stredom v bode zo.

Poznamka 11

Taylorov rozvoj funkcie f v okoli bodu zg je, ako rozvoj do mocninového radu v
okoli zg, urceny jednoznacne. To znamena, ze kazdy mocninovy rad so stredom
v bode zp, ktory ma za svoj sucet funkciu f, je Taylorovym radom funkcie f na
prislusnom konvergenénom kruhu. Toto pozorovanie ma svoje uplatnenie najma
pri praktickom hladani mocninovych rozvojov komplexnych funkcii (Priklad 44).
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Veta 39

Nech funkcia f je definovana na oblasti G C C. Potom f je holomorfna v G
prave vtedy, ked je v okoli kazdého bodu zo € G rozvinutelnd do mocninového
radu.

A\

Veta 40

Funkcia f : C — C je cela prave vtedy, ked' je v okoli kazdého bodu 2z, € C
rozvinutelnd do mocninového radu, ktory konverguje v celej komplexnej rovine.
. o

Priklad 39

Vypocitajme krivkovy integral

/(z+1/z) dz

©

pozdlz kruznice ¢ s predpisom |z — 2| = 1. Funkcia f(2) = z + 1/z je zrejme
holomorfna v jednoducho savislej oblasti G = {z € C, Rez > 0}. A nakolko ¢
je uzavreta cesta s () C G, podla Cauchyho integralnej vety 29 je integral v
zadani prikladu rovny 0.

\
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|

Priklad 40

Uréme krivkovy integral
I= / (z+1/z)dz,
7]

kde ¢ je kladne orientovany obvod stvorca s vrcholmi v bodoch 2 + 2i, —2 + 2i,
—2 — 2i a 2 — 2i. Ukazeme tri spdsoby riesenia tohto prikladu.

a) Deformacia krivky, Cauchyho integralna veta: Nech v je kladne orientovana
kruznica s predpisom |z| = 1. Nie je tazké overit, ze pre krivky ¢, a funkciu
f(z) = z+ 1/z su splnené predpoklady Vety 31. Preto mame

I:/w(z—kl/z)dz:/wzdz—k/w(l/z)dz

Nakol'ko funkcia g(z) = z je holomorfna na Int1), integral fw zdz =0, podla

Cauchyho integralnej vety 29. Z Prikladu 37 zas vieme, ze f (1/2) dz = 2mi.
Preto hodnota integralu v zadani prikladu je I = 0 + 27i = 27r|
b) Cauchyho integralna formula: Integral v zadani prikladu upravime na tvar

2
I:/Z 14
o 2
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Priklad 40

Funkcia f(z) = 2% + 1 je iste holomorfna v Inty, spojita a koneéna na Int ¢, a
z0 = 0 € Intp. V stlade s Vetou 33 potom plati

I = 27i f(0) = 2i.

c) Priamy vypocet krivkového integralu: Po Castiach hladka Jordanova krivka ¢
pozostava zo 4 orientovanych dseciek

kde t € [—1,1]. Integral v zadani prikladu ma teda vyjadrenie

I:/ (z+1/z)dz+/ (z+1/z)dz+/

¥3

(z+1/z2) dz+/ (z+1/z)d=.

#4

Pomocou rovnosti (74) v Definicii 3 postupne dostaneme

1 . 1 1 . 1
/Spl(z—&—l/z)dz—/i1 <2t_2l+2t—2i).2dt_/71 <4t—4l+m)dt,

o
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! 1 ! 1
A2(z+1/z)dz:/_1 (2+2ut+2+2t> Qidt:/_1 <4i—4t+:)dt,

! 1 ! 1
A3(2+1/z)dz:/_1(2|—2t+2 —Qt)( 2)dt:/_l<4t—4i+:)dt,

! 1 ! 1
L4(z+1/z)dz:/_l<—2—2it— 2+2it)(—2i)dt:/_l<4i—4t+ :) dt.

Pre integral I teda plati
1 1 H 1 1
1:4/ L.dt:z;/ #dt:/ o d+/ L
=i =)+ 2 +1 L t2+1

Realna cast z I je nulova, nakolko integrand 4t/(#* + 1) je neparna funkcia v
argumente t. Preto, v stlade s predchadzajicimi dvoma postupmi, dostaneme

1
. 4
I:l/ t2+1dt7|[4arctgt] 1 = 2mi.
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Priklad 41

Vypocitajme krivkovy integral

I / sin (m2/4)

2 _
o % 1

pozdiz kladne orientovanej kruznice ¢ s vyjadrenim z(t) = 2¢e'*, kde t € [0, 27].
Funkcia pod integralom je holomorfna vsade v danom otvorenom kruhu okrem
bodov z = +1, ako vyplyva z rozkladu 2> — 1 = (2 — 1)(z + 1). Priklad mozno
riesit dvoma pristupmi (samozrejme, okrem priameho vypoctu :-)).

a) Deformacia krivky, Cauchyho integralna formula: Nech 1,2 st dve kladne
orientované kruznice s vyjadreniami

1 |z —1]=1/2, Yo |z 41| =1/2.

Lahko sa presved¢ime, ze pre krivky ¢, 91 a 12 a funkciu pod integralom v
zadani prikladu si splnené vsetky predpoklady Vety 32. Preto pre I mame

sin (7z/4) sin (7z/4)

sin T2 sin T2 i T
I:/ — dz+/ = dz:/ — ol dz+/ —=2=1__ gz
v 221 py 221 v 21 v, #t1
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Priklad 41

Funkcia sin (7z/4)/(z + 1) je holomorfna v Int a funkcia sin (72/4)/(z — 1)
je holomorfna v Int . Aplikovanim Cauchyho integralnej formuly vo Vete 33
na posledné dva integraly dostaneme

I — o sin (7z/4) pe sin (7z/4) T om
z+1 |, =1 | -

b) Rozklad na parcialne zlomky, Cauchyho integralna formula: Racionalnu
loment funkciu 1/(2? — 1) rozlozime na parcialne zlomky. Dostaneme

1 1/2 1/2

22—1 z—-1 2z+4+1'

Dosadenim do integralu I v zadani prikladu mame

1 i, T2 1 iy T2 ia T2 ia T2

5 SIn —— 5 SIn —— S —— S ——
1:/(2 i_ 2 4)dz:1/ 4dz_1/ T4,

v z—1 z+1 2 wz—l 2 wz—&—l

KedZze funkcia sin (7z/4) je holomorfna v Int ¢, podla Vety 33 plati

I = mi[sin (n2/4)],_, — =i [sin (72/4)] __, = 7i/V2 + 7i/V2 = 7iv/2.
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Priklad 42

Stanovme integral

ze”®
= 7.,(127
/so (z+2—mi)3

kde ¢ je kladne orientovana kruznica so stredom v bode 7i — 2 a polomerom 1.
Funkcia f(z) = ze® je holomorfna v celej komplexnej rovine. Integral I ma tvar
I= fw G oraps 2, pricom bod zo = mi — 2 € Intp. Podla Vety 34 pre

n = 2 potom plati
I=(27i/2!) - f"(20) = i (27)" | s=ri—2-

Elementarnym derivovanim dostaneme (ze”)"” = e*(z + 2), a teda hodnota
integralu v zadani prikladu je I = wie™ *7i = (7 /e)>.

Poznamka 12

Poznamenajme, ze v Prikladoch 41 a 42 by priamy vypocet integralov, t.j.,
podla Definicie 3, bol velmi obtiazny, ak nie celkom nemozny.
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Priklad 43

Uréme Taylorov rad funkcie f(z) = log (1 + z) so stredom v zo = 0. Funkcia f
je podla Vety 23 definovana a holomorfna v otvorenom kruhu K (0, 1). Podla
Vety 38 potom vieme, ze hladany rad existuje a v stlade s (82) ma tvar

i A0 2" z € K(0,1).
n=0

n!
Postupnym vypoctom zistime
f0)=0, f™@©O) =(-1)""*(n-1)!, neN.
Preto plati (Taylorov) rozvoj

log(l—&—z):iﬂzn:z—

. K(0,1).
o , Z€K(0,1)

| ¥,
+
wo| B,
|
NN
+

n=1
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Priklad 44

Rozvinme funkciu f(z) = 1/(3 — z) do mocninového radu
a) v okoli bodu zp = 0, b) v okoli bodu zp = —1 + 3i.

a) Predpis pre funkciu f vhodne upravime

1 1 1 1

& =3 =323 "3 0=

Zlomok 1/[1 — (z/3)] je vSak pre |z/3| < 1 stctom nekonecného geometrického
radu s prvym €lenom 1 a s kvocientom z/3, t.j.,

La=D(5) e ko
— = = pre kazdé |z| < 3.
1—2/3 “\3
Preto pre funkciu f plati mocninovy rozvoj

i@=3> (&) = mme l<a
n=0

n=0
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Priklad 44

Posledna rovnost zaroven predstavuje, v stlade s Poznamkou 11, Taylorov
rozvoj funkcie f v okoli bodu 0, platny na otvorenom kruhu K(0, 3).
b) Funkciu f opat vhodne upravime a rozvinieme do geometrického radu

1 1 1

3—2 4-3i—(2+1-3i) (4 - 30) (1- =4158)

4-—3i

1 1 I = (z+1-3i\"
4—3i'1_z4L3i3i4—3iZ< 4-3i ) ’

n=0

flz) =

z+1-—3i
4 —3i

<1

Posledna podmienka konvergencie kladena na z je ekvivalentna s
lz+1—3i| < |4 - 3i| =5, a teda z € K(—1+3i,5).

Pre funkciu f sme nasli mocninovy rozvoj tvaru

platny na otvorenom kruhu K(—1 + 3i,5). Zaroven je to i Taylorov rozvoj f v
okoli bodu —1 + 3i.
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© Laurentov rad a teéria rezidui
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Laurentov rad

Nech zo,an, n € Z, st pevne dané komplexné Cisla. Sacet funkcionalnych radov

Zan(z—zo)"—i—Za,n(z—zo)*" (83)

nazyvame Laurentov rad so stredom v bode zy a s koeficientami a,, a znac¢ime
ho symbolom >>>° __an(z — 20)", pripadne = an(z — 20)". Mocninovy
rad > >° an(z — 20)" sa nazyva regularna cast Laurentovho radu (83), kym
rad 3>°>° a_n(z — 20) " sa oznacuje ako jeho hlavna cast. Hovorime, Ze rad
(83) konverguje v bode z € C, ak v z konverguje jeho regularna i hlavna cast.
Da sa ukazat, ze pre kazdy rad (83) existuje prave jedna dvojica 0 < r, R < oo
taka, ze rad (83) konverguje v medzikruzi

P(zo,7,R)={2€C, r<|z— 20| < R}

a diverguje pre |z — 20| < 7 a |z — 20| > R. Ak r > R, potom rad (83) zrejme
diverguje v celej komplexnej rovine. Pokial » = R, rad (83) méze konvergovat
maximalne v bodoch kruznice |z — zo| = r. Pre r < R je mnozina P(zo,r, R)

neprazdna a nazyva sa medzikruzie konvergencie radu (83). Poznamenajme, ze
rad (83) moze konvergovat i v istych bodoch kruznic |z — 20| = 7, |z — 20| = R.
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Veta 41

Nech Laurentov rad (83) ma neprazdne medzikruzie konvergencie P(zo,r, R).
Potom tento rad konverguje absolitne a skoro rovnomerne v P(zo,r, R). Jeho
sacet f je funkcia holomorfna v P(zo,r, R) a plati

oo

f(z) = Z (n+ Dant1(z — 20)" pre kazdé z € P(zo,1, R). (84)

3

Il

|

| 8
A\

Veta 42 (Laurentova)

Nech zo € C, 0 <r < R < o0, a nech f je funkcia holomorfna v P(zo,r, R).
Potom existuje Laurentov rad % an(z — z0)" s medzikruzim konvergencie
P(zo,r, R) a so sictom f (na P(zo,r,R)). Naviac, pre koeficienty a,, plati
1
S B (O dz pre kazdén € Z, (85)

= oni o (2 — 20)nF1

kde ¢ je lubovolna kladne orientovana kruznica |z — zo| = o sr < 0 < R.



Poznamka 13

Laurentov rozvoj funkcie f na medzikruzi P(z0,7, R) v Laurentovej vete 42 je
uréeny jednoznacne. Inymi slovami, kazdy rad (83) s medzikruzim konvergencie
P(zo0,7, R), ktory ma za svoj stcet funkciu f, je Laurentov rad pre funkciu f na
P(zo,r, R) a jeho koeficienty a,, maja tvar (85) (tzv. Laurentove koeficienty
funkcie f v P(zo,7, R)). Poznamenajme, ze Taylorov rozvoj funkcie f v okoli
bodu zo je Specialny pripad Laurentovho rozvoja f na medzikruzi P(zo0,0, R).

4

Obzvlast délezity je Laurentov rozvoj funkcie f na medzikruzi typu P(zo0,0, R),
teda na prstencovom okoli K™ (zo, R) bodu zo. V takomto pripade hovorime o
Laurentovom rozvoji funkcie f v okoli bodu zo. Pripomenme, ze podla Vety 42
pozadujeme, aby funkcia f bola holomorfna na mnozine K*(zo, R), avsak nie
nutne v samotnom bode zo (pozri Definiciu 2).

Laurentov rad funkcie f je mozné definovat i so stredom v nevlastnom bode co.
Ak funkcia g(z) = f(1/%) je holomorfna na nejakom medzikruzi so stredom v
20 =0, tj., v P(0,7,R) s 0 <r < R < oo, potom je mozné podla Laurentovej
vety 42 rozvinit funkciu g(z) do Laurentovho radu v medzikruzi P(0,r, R)

g(z) = i an?" = i anz" + ia_nz_n7 z € P(0,r, R). (86)
n=0 n=1

n=-—oo
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Rad v (86) potom oznacujeme ako Laurentov rad funkcie f so stredom v bode
00. Nakolko g(z) = f(1/z), rad 3°°° janz™" je jeho regularna cast, kym rad
> o L a—nz" sa chape ako jeho hlavna cast. Viac to osvetlime na Priklade 49.

Priklad 45

Najdime Laurentov rad so stredom zo = 0 funkcie f(z) = 1/z. Funkcia f je
holomorfna v kazdom prstencovom okoli K*(0, R), R > 0. Preto podla
Vety 42 a Poznamky 13 pre kazdé R > 0 existuje jediny Laurentov rad (83)
funkcie f v P(0,0, R) = K*(0, R) s koeficientami

an = L [ L2 dz:i./z*"“)dz, n e 7,
2mi J,, il 2mi J,,

kde ¢ je lubovolna kruznica |z| = o s 0 < o < R. Z Prikladu 37 (pre zo = 0)
vSak vyplyva, ze a_1 =1 a a, = 0 pre n # —1 pre kazdé p > 0 nezavisle na
vybere hodnoty R. To znamen4, ze dokonca existuje jediny Laurentov rozvoj
funkcie f platny na kazdom prstencovom okoli P (0,0, R) bodu zg = 0. Teda

f(z) =2"" prekazdé z € C\ {0}.

Poznamenajme, Ze tento vysledok vyplyva ihned zo zadania prikladu, nakolko
samotna funkcia f ma uz tvar Laurentovho radu (83) so stredom v zo = 0.
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Priklad 46

Uréme Laurentov rad so stredom zo = 0 funkcie f(z) = sin® z. Kedze funkcia
f je holomorfna v celom C, v stlade s Laurentovou vetou 42, Poznamkou 13 a
Gvahami v predchadzajiicom priklade, existuje jediny hladany Laurentov rad
platny viade v C \ {0}. Staci teda najst akykolvek rozvoj typu (83) pre funkciu
f v okoli bodu zg = 0. Z definicie funkcie sin z v (48) mame

sinz = Z;) % 22" pre kazdé z € C.

Pre funkciu f(z) = sin® z potom plati

_ G (_l)n 2n+1 - (_1)m 2m+1
f<Z>—<nZomz +>'<Zmz +>

m=0
= Z_Z_3+i+... Z_Z_3+z_5+...—z2_lz4+iz6+...
a 31 5! 31 " 5! a 6 45 :

Poznamenajme, ze ziskany Laurentov rozvoj ma nulovi hlavnia Gast. Je to teda
Taylorov rozvoj funkcie f v okoli bodu zp = 0 platiaci na celom C, dokonca i v
bode zp = 0.
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Priklad 47

Stanovme Laurentov rozvoj funkcie

B S
(e* —1)sinz

flz) =

na nejakom medzikruzi so stredom v bode zo = 0. Lahko sa presved¢ime, ze
funkcia f je holomorfna napriklad na medzikruzi P(0, 7, 27), kde platia rozvoje

Fol=a+ 442 4 sinz=z— -+,

2 3 4 3 3 5
z A 2 L2 L E _E L =2 2
(e I)SIHZ_(Z+2!+3!+4!)<Z 31 " ) g gt

Pre funkciu f(z) = 1/ [(e® — 1) sin z] potom na P(0,r, 27) plati

_ 1 e, 1 1 1 i 2
f(z)_zg+z3/2_25/24+..._z 2,2 +4 12Z+48Z+ ;

Vsimnime si, ze hlavna Cast ziskaného Laurentovho radu funkcie f obsahuje len
konecne vela nenulovych ¢lenov, nakolko a—1 = —1/2, a_o =1aa—, =0 pre
kazdé prirodzené n > 3.

o
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Priklad 48

Rozvinme funkciu .

&=y
do Laurentovho radu so stredom zp = 0 na vhodnom medzikruzi. Funkcia f je
holomorfna na medzikruziach P(0,0,1), P(0,1,2) a P(0,2,0), pricom plati

1 1 1 1

f@) = —=S-75=75+t7=5 #€C\{L2}:

Kazdy pripad medzikruzia vyrieSime osobitne.
a) Medzikruzie P(0,0,1): KedZze 0 < |z| < 1, platia mocninové rozvoje

1 2 G n
1 1 1 1 z  (z\2 = 1
11 S PO P -
2—2 2 1-z/2 2 {+2+ 2) ] ;Jznﬂz

Poznamenajme, ze druhy mocninovy rozvoj konverguje pre |z| < 2. Funkcia f
m& potom v P(0,0,1) (podla Poznamky 13 jediny) Laurentov rozvoj
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[e5S] o 2n+1_1 .
f(z):_zzn+1 +ZZ :Z<2"T)Z

n=0 n=0

Jedna sa teda o Taylorov rozvoj funkae f v okoli 0, nakolko f je holomorfna i
v bode zp = 0.

b) Medzikruzie P(0,1,2): V tomto pripade 1 < |z| < 2, preto vyraz 1/(1 — z)
rozvinieme do mocnin premennej z nasledovnym spésobom

1, (1)°
I+=+ (=) +
z z
Zlomok 1/(z — 2) ma rovnaky rozvoj ako v pripade a). Prislusny Laurentov rad
funkcie f ma potom tvar

1 1 1 1

1—z 2z 1—1/z:__

[ee]

f(z)=~— Z 2n+1 Zz " pre kazdé z € P(0,1,2).

n=0

c) Medzikruzie P(0,2,00): Teraz mame |z| > 2, a preto funkcia 1/(1 — z) ma
rovnaky rozvoj ako v b). Na druhej strane, pre vyraz 1/(z — 2) plati
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Priklad 48
1 1 1 2 2\ 2 NP
Z .1+ 2 z v || = on ®
+Z+(J + Z; z

z—2 2z 1-2/z =2
To znamena, ze funkcia f ma v medzikruzi P(0, 2, c0) jediny Laurentov rozvoj

f(z) = ZQn_lz_n - Z g = Z (2"t -1)z7"

n=1

Tento Laurentov rozvoj méa iba hlavni Cast, jeho regularna Cast je nulova.

Priklad 49

| A\

Najdime Laurentove rady funkcie f z Prikladu 48 so stredom 29 = co. V silade
s vy3sie uvedenou definiciou sa jedna o Laurentove rozvoje funkcie f(1/z) so
stredom v bode 0, pricom vo vyslednych formulach zamenime premenna z za
1/z. Lahko sa ukaze, ze takto ziskany rozvoj funkcie f (so stredom zo = o0) je
totozny s Laurentovym rozvojom funkcie f so stredom v bode 0 v prislusnom
medzikruzi konvergencie. Konkrétne, v Priklade 48 sme nasli Laurentov rozvoj
funkcie f pre 0 < |z| < 1. Tento rozvoj je mozné potom interpretovat ako
Laurentov rozvoj f so stredom v co pri zamenenom oznaceni jeho cCasti, t.j.,
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Priklad 49

2 /ont 1N 1 = f2 =1\ .
f(Z):Z(W)Z = 2 +Z<W)Z '
= ~—~

n=1

regularna cast rozvoja e -
hlavna cast rozvoja

Podobne, pre 1 < |z| < 2 z predchadzajiceho prikladu a s novou interpretaciou
dostaneme Laurentov rozvoj funkcie f so stredom v bode co

oo oo oo oo
f(z):—g L z"—g g r = —1—5 2"+ —g LG
2n+l 2 2n+l
n=0 n=1 n=1 n=1
regularna ast rozvoja hlavna cast rozvoja

V pripade 2 < |z| mame nasledovny Laurentov rozvoj funkcie f v okoli co

flz) = Z (2"t —1)z""

V aktuélnej interpretacii ma tento rozvoj iba regularnu cast, jeho hlavna cast je
nulova.

o
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Izolované singularity komplexnych funkcii

Nech f je komplexna funkcia. Bod zo € C sa nazyva izolovanou singularitou
(izolovanym singularnym bodom) funkcie f, ak f je holomorfna na nejakom
prstencovom okoli K*(zo, R) bodu zo, aviak nie je holomorfna v samotnom zo.
Potom, podla Vety 42, existuje Laurentov rozvoj (83) funkcie f v okoli bodu zg
(presnejsie, v medzikruzi K*(zo, R)). Ak hlavna €ast tohto radu je nulova, t.j.,
a—n, =0 pre kazdé n € N, potom z¢ je odstranitelna singularita funkcie f. V
pripade, ak hlavna €ast radu (83) ma len koneéne vela nenulovych ¢lenov, t.j.,
existuje k € N tak, ze a_ # 0 a a_, = 0 pre kazdé prirodzené n > k, potom
bod zy sa oznacuje ako pdl radu k. Nakoniec, izolovani singularitu zo funkcie
f nazyvame podstatnou, ak hlavna €ast Laurentovho radu (83) ma nekoneéne
vela nenulovych ¢lenov. Pély a podstatné singularity sa suhrne oznacujt ako
neodstranitelné singularity.

Veta 43 (Liouvilleova)

Cela funkcia je holomorfnd v bode oo, resp. ma v oo odstranitelna singularitu
prave vtedy, ked je konstantni v C.
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Désledok 6

Kazda nekonstantna celd funkcia ma v bode oo pél alebo podstatni singularitu.
- ot

Poznamka 14

Nie je tazké ukazat, ze polyném stupina m > 1 ma v nevlastnom bode co pél
radu m. Naproti tomu celé transcendetné funkcie €, sin z, cos z, shz a ch z
majl v bode co podstatna singularitu.

Veta 44 (Velka Picardova veta)

| A\

Nech komplexna funkcia f mé v bode zy € C podstatni singularitu. Potom v
kazdom prstencovom okoli bodu zy nadobida f vsetky konecné komplexné
hodnoty s vynimkou nanajvys jednej.

\

Poznamka 15

Funkcia f(z) = e'/* ma v bode 2o = 0 podstatna singularitu, ako ukazujeme v
Priklade 51. V sialade s Vetou 44 nadobida f v kazdom prstencovom okoli
bodu 0 vsetky komplexné hodnoty okrem hodnoty 0.
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Nasledujica veta poskytuje kritérium na zistenie typu izolovaného singularneho
bodu funkcie prostrednictvom skiimania limity danej funkcie v tomto bode.

Veta 45

Nech funkcia f m& v bode zy € C izolovani singularitu. Potom plati:
(i) Bod 2o je odstranitelna singularita prave vtedy, ked' existuje vlastna limita
lim, ., f(2).
(ii) Bod zo je pdl prave vtedy, ked lim._.., f(z) = co.

(iii) Bod zo je podstatna singularita prave vtedy, ked neexistuje lim._,., f(z).

Poznamka 16

| A

Ak funkcia f ma v bode 2z € C odstranitelna singularitu, potom je mozné f
holomorfne rozsirit i do bodu zp. Da sa totiz ukazat, ze funkcia g definovana

( ) . f(Z), < 7& 20,
== L:=1lim. ., f(z) €C, z= z,

je holomorfna na okoli bodu zo, a teda aj v samotnom bode zo. To je aj dévod
oznacenia “odstranitelna” singularita, nakolko g uz nema v zo singularny bod.
i
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Veta 46
Bod zo € C je pdl radu k € N funkcie f prave vtedy, ked'
f(2) = g(2)/(z — 20)" na nejakom okoli bodu zo,

kde g je funkcia holomorfna a nenulova v zy. Podobne, nevlastny bod oo je pdl
radu k € N funkcie f prave vtedy, ked zo = 0 je pdl radu k funkcie f(1/z), t.j.,

f(2) = 2"h(z) na okoli bodu oo

pre istt funkciu h holomorfni a nenulovii v co.

Poznamka 17

| A\

Okrem Vety 46 sa Easto vyuziva i dalsie ekvivalentné kritérium pritomnosti
pélu. Konkrétne, bod zo € C je pél radu k € N funkcie f prave vtedy, ked' zo
je k-nasobny nulovy bod funkcie g(z) = 1/f(z). Poznamenajme, ze funkcia g
holomorfna v bode zp € C s g Z 0 na okoli bodu zp ma v zo k-nasobny nulovy
bod, ak g(z0) = ¢'(20) = - -- = g%* Y (20) =0 a g™ (20) # 0. Nevlastny bod
zp = 0o sa nazyva k-nasobny nulovy bod funkcie g, ak 0 je k-nasobny nulovy
bodom funkcie g(1/z).
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Priklad 50

Najdime vsetky izolované singularity funkcie

sin z

flz) = o z € C\ {0}.

Podozrivé sii zrejme body 21 = 0 a 22 = co. KedZe vyrazy sinz a z st celymi
funkciami a lim,_, sin z = 0 = lim,_,¢ 2, vyuzitim L'Hospitalovho pravidla vo
Vete 25 mame

. ° I
. . Sinz LHospital ., (sinz
lim f(z) = lim ZP Jim (sinz)’
z—0 z—0 VA z—0 z!

= limcosz=1¢€ C.
z—0

Podla Vety 45(i) ma teda funkcia f v bode z1 = 0 odstranitelna singularitu.
To potvrdzuje i Laurentov rozvoj funkcie f v okoli bodu 0

=1 =S4 0= = = dkooa

ktorého hlavna ast je nulova. Naproti tomu v nevlastnom bode z2 = co ma

funkcia f podstatni singularitu, pretoze Laurentov rad pre f so stredom v bode
oo (t.j., prave zostrojeny rozvoj so stredom v bode 0) ma vo svojej hlavnej Easti
(t.j., v regularnej €asti rozvoja so stredom 0) nekonecne vela nenulovych Elenov.
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Priklad 51

Stanovme vsetky izolované singularity a ich typ pre funkciu
f(2) =%, zeC\{0}.

Do avahy pripadaji zrejme body 21 = 0 a 22 = co. Funkciu f rozvinieme do
Laurentovho radu so stredom 0. Z definicie exponencialnej funkcie v (41) plati

1 1 1
1 —2 -3
+52 +§Z +IZ

—4

e/F =142~ +

lhned' vidime, ze v bode z1 = 0 ma funkcia f podstatni singularitu a bod o je
odstranitelna singularita f. Tieto skutoénosti vyplyvaja i z Vety 45, nakolko

. o 1 .
lim e'/* = | substiticiaw ==, w—0|= lime” =e"=1€C,
zZ—00 z w—0

kym limita lim._,0e'/# neexistuje (uvazme napriklad cestu z =iy prey — 0 a
vysledok v zavere Prikladu 35).
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Priklad 52

Uréme izolované singularity funkcie

4
z
s
Funkcia f je holomorfna v celej komplexnej rovine okrem bodu zp = —2, ktory

je teda izolovanou singularitou funkcie f. Funkcia g(z) = z* je holomorfna v C
a nenulova na okoli bodu —2. Preto z Vety 46 ihned vyplyva, ze f ma v bode
zo pol radu 3. Preskimame este nevlastny bod co. Uvazujme funkciu

1/z* 1
(1/z+2)3  z(1+22)3

h(z) = f(1/2) =
Kedze vyraz 1/h(z) = z (1 + 22)* ma v 0 jednoduchy (1-nasobny) nulovy bod,

podla Poznamky 17 ma funkcia h v bode 0 pél radu 1 (jednoduchy pél). Z
Vety 46 potom vyplyva, ze f ma v bode oo pél radu 1. Obzvlast, f ma tvar

6= = (553)

pricom vyraz [2/(z + 2)]?, ako mozno ukazat, je holomorfny a nenulovy v co.

o
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Cauchyho teéria rezidui

Nech f je funkcia holomorfna na prstencovom okoli K*(zo, R), R > 0, bodu
20 € C. Podla Vety 42 potom existuje Laurentov rozvoj (83) funkcie f v okoli
bodu 20, t.j., plati

fz) = Z an(z —20)", 2 € K*(20,R). (87)

Laurentov koeficient a_; v rade v (87) sa nazyva reziduum funkcie f v bode zg
a oznacuje sa a—1 = res, f. Pre zo = 0o sa reziduum res - f funkcie f v bode
oo definuje res o f = —a1, kde a1 je koeficient v Laurentovom rozvoji

f@)= Y asae” (88)

n=-—oo

funkcie f v prstencovom okoli K* (oo, R), R > 0, bodu co. Poznamenajme, ze
v oboch pripadoch (t.j., pre vlastny i nevlastny bod) sa reziduum funkcie uréuje
pomocou koeficientu stojacom pri mocnine (z — zo) ™" (resp. pri mocnine 2~ ')
v prislusnom Laurentovom rozvoji funkcie f.
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Poznamka 18

Vyznamna aplikacia rezidui funkcii komplexnej premennej sivisi s efektivnym

vypoctom krivkovych integralov pozdiz uzavretych ciest v C. Konkrétne, ak f
je funkcia holomorfna na prstencovom okoli K* (20, R), R > 0, bodu 2o € C,

potom podla formuly (85) v Laurentovej vete 42 plati

res s f = o /D £(2)dz, (89)

kde ¢ je kladne orientovana kruznica |z — zo| = 0 s 0 < o < R. Pre funkciu f
holomorfna na prstencovom okoli K*(co, R), R > 0, bodu co mame

resoof:—%ri/wf(z)dz, (90)

kde ¢ je kladne orientovana kruznica |z] = 0s 1/R < o < oo.

Veta 47 (Reziduum funkcie v odstranitel'nej singularite)

Ak funkcia f ma v bode zo € C odstranitelni singularitu, resp. je f dokonca
holomorfna v zo, potom res ., f = 0.
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|

Dokaz Vety 47

Priamo z definicie odstranitelnej singularity funkcie f v bode z¢ € C vyplyva,
Ze res ., f = a—1 = 0. Obzvlast, ak f je holomorfna v bode 2o, potom podla
Poznamky 13 jej Laurentov rozvoj (87) splyva s jej Taylorovym rozvojom (82) v
okoli bodu zo, a teda opat res.,f =a—1 = 0. ]

N
| A\

Poznamka 19

Poznamenajme, ze vysledok Vety 47 neplati v pripade odstranitelnej singularity
v nevlastnom bode co. Z Prikladu 45 vyplyva, ze funkcia f(z) = 1/z ma v co
odstranitelna singularitu (dokonca je f holomorfna v co), aviak resoo f = —1.

S
N
| A\

Veta 48 (Reziduum funkcie v péloch)

Nech funkcia f ma v bode z € C pdl rédu k € Z. Potom plati

= 1 lim 2, [(z — zo)kf(z)](k_l) , 20 €C,

res ., f = (91)

. (k+1)
_(k-',l-l)! lim o [ f(1/= )} Zo = 0.

\
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Poznamka 20

Formuly (91) maja v pripade pélov radu 1 (tzv. jednoduchych pélov) tvary

lim ., [(z — 20) f(2)], z0€C,
res ., f = (92)

—1lim. o[z f(1/2)]", 20 = o0.

Nasledujice tvrdenie je mozné interpretovat ako zjednotenie a zovseobecnenie
vysledkov Viet 29, 32, 33 a 34 ziskanych v ramci Cauchyho teérie komplexného
krivkového integralu. Zaroven predstavuje Gcinny nastroj na vypocet krivkovych
integralov pozdiz Jordanovych ciest (ako sme uz naznacili v Poznamke 18).

Veta 49 (Cauchyho veta o reziduach)

Nech m je pevné nezaporné celé cislo. Nech ¢ je kladne orientovand Jordanova
cesta vC a nech f : Intp — C je funkcia holomorfna v Int \ {z1, 22, ..., 2m}
a spojitad na Intp \ {z1, z2,...,2m}, kde {z1,22,...,2m} C Intyp. Potom

/f(z)dz:27ri [resz, f +res., f + - +resz,, f] :27rineszjf.
]

=i
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Désledok 7

Nech f je funkcia holomorfns na mnozine C \ {#1, 22,...,2m}. Potom plati

res,, f+res., f+---+res., f+resef =0.

Priklad 53

| A\

Uréme rezidua funkcii

2) f(z) = ——

o 970 D= e

vo vsetkych ich izolovanych singularitach a v bode oco.
a) Racionalna lomena funkcia f je holomorfna v celej komplexnej rovine, okrem
bodov z1 = ia a 22 = —ia. V obidvoch bodoch ma f pély radu 3, nakolko

1 1

1) = (z— i)zt (z—ia)3(z +ia)®

Podl'a Vety 48 potom pre rezidua funkcie f v bodoch =ia plati

A\
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Priklad 53

. 1 . ) 1 "
s = gy i, |~ 90 )

(1/2) - lim [(z +ia) )" = (1/2) - lim 12 (2 +ia)~°

z—la z—la

=6- lim (2 + ia)_5 = il

z—ia 16a° ’

(1/2) - lim [(z—ia)"%]" = (1/2) - lim 12(z —ia)~®

z——ia z——la

res _iof = o - lim [(z + ia)3 .

21 25 e

_ B
=6- li —ia)"? = .
A (=) 16a°

V nevlastnom bode oo je funkcia f holomorfna, pretoze vyraz

fd/z)=1/ (272 +a2)3 =25/ (1+ a222)3

je holomorfny v bode 0. Podl'a Désledku 7 potom mame res o f = 0.
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Priklad 53

b) KedZze funkcia g je cela (t.j., je holomorfna v celom C), z Désledku 7 ihned
vyplyva, Ze res ~ f = 0. Rovnaky vysledok by sme dostali i rozvinutim funkcie g
do (v tomto pripade jediného) Laurentovho radu so stredom v bode 0

2 3

2 -z __ (.2 ? ? _ 3 2 7 3
(z"+1e “=(z +1)-<1—z—|—§ — §—|—) 71—z—|—§z —5% +
Tento rozvoj je zaroven aj jediny Laurentov rozvoj funkcie g v okoli co. Kedze
jeho hlavna ¢éast obsahuje nekoneéne vela nenulovych &lenov, g ma v bode oo
podstatni singularitu. Okrem toho vidime, ze hodnota rezidua funkcie g v oo,
ako zaporne vzaty Laurentov koeficient pri mocnine 2%, je skutoéne 0.

Priklad 54

| A

Stanovme krivkovy integral

/el/zdz
©

po kladne orientovane] kruznici |z| = 1. Funkcia f(z) = e'/# je holomorfna na
celom C, okrem zo = 0, pricom 0 € Int . Z Prikladu 51 vyplyva, ze resof = 1.
Preto podla Cauchyho rezidualnej vety 49 plati fw e'/*dz = 27i - 1 = 2.
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Priklad 55

|

Vypocitajme krivkovy integral z funkcie

2z

e
po kladne orientovanej kruznici ¢ s vyjadrenim |z + 1 +i| = 2. Funkcia f je
holomorfna v celej komplexnej rovine okrem bodov 21 =0, 22 =i a 23 = —i.

Tieto &isla st jednoduché nuly vyrazu 1/f(z) = e *z(z —i)(z +i). Teda podla
Poznamky 17 ma funkcia f v bodoch 21, z2, 23 jednoduché pély. Naviac, plati
21, z3 € Intp, kym 22 € Int , ako sa mézeme lahko presvedcit. Uréime preto

rezidua funkcie f v bodoch 21 a z3. Podla Pozndmky 20 mame

resof = lim [e*/(2* +1)] = 1, res if = lim {e*/[z(z — )]} = —e /2.
z—0 z——i
Aplikaciou Cauchyho rezidualnej vety 49 potom dostaneme

/(Pz(zgeiz_l)dz:%ri [resof + res _if] = i [Q—e_i] .
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