4 Toky v sitich

Nyni se podivdme je$t& na jednu oblast tloh, kde nasla teorie grafii bohaté uplatnéni.Jde o
oblast tzv. ,sitovych” dloh, kde se jednd (t¥eba) o potrubni sit& p¥epravujici vodu nebo plyn,
o dopravn{ sit silnic s pfepravou zboZi, nebo o datovou (pogitatovou) sit.

Obvykle nds zajimd problém p¥enést z daného zdroje do daného cile &ili stoku co nejvice
substance, za omezujicich podminek kapacit jednotlivych pfepravnich cest.
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Struény prehled lekce
e Definice sité (ohodnoceného orientovaného grafu) a toku v ni.
e Algoritmus nenasycenych cest; jeho vylepSené verze.

e Disledky pro souvislost, parovani a vybér reprezentant(, apod.
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4.1 Definice sité a toku

Zakladni strukturou pro reprezentaci siti je orientovany graf. Vrcholy grafu modeluji
jednotlivé uzly sité a hrany jejich spojnice.

Definice 4.1. Sit je &tvefice S = (G, 2, s,w), kde

— G je orientovany graf,
— vrcholy z € V(G), s € V(G) jsou zdroj a stok,
- w: E(G) — R je kladné ohodnocenf hran, zvané kapacita hran.

Poznamka: V praxi mizZe byt zdroji a stoki vice, ale v definici sta&i pouze jeden zdroj a
stok, z n&hoZ / do n&jz vedou hrany do ostatnich zdroji / stokd. (Dokonce pak riizné zdroje
a stoky mohou mit své kapacity.)
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Znateni: Pro jednoduchost piseme ve vyrazech znak e — v pro hranu e pfichazejici
do vrcholu v a e <~ v pro hranu e vychazejici z v.

Definice 4.2. Tok v siti S = (G, z, 5, w)
je funkce f: E(G) — Ry spliiujici

- VYee E(G): 0< fle) <wle), (respektovani kapacity)
- YoeV(@),v£z,s5: > fle)= 3 f(e). (zachovani substance)
e—v e<—v

Velikost toku f je ddna vyrazem ||f|| = Y f(e) — X f(e).

ez e—z

Znaceni: Tok a kapacitu hran v obrazku sité budeme zjednodu$ené zapisovat ve
formatu F'/C, kde F' je hodnota toku na hran& a C je jeji kapacita.
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Neformalné tok znamend, kolik substance je kaZdou hranou zrovna p¥enaseno. Tok je pocho-
piteln& nezdporny a dosahuje nejvy$e dané kapacity hrany.

2/5

3/5

Ve vyobrazeném p¥ikladé vede ze zdroje vlevo do stoku vpravo tok o celkové velikosti 5.

Poznamka: Obdobné se da velikost toku definovat u stoku, nebot

0=">"(fle)=fle) = > (Z IOEDS f(e)> = > <Z [OEDS f(e)> :

ecE veV \e+wv e—v v=2z,5 \e<v e—v

(S&itance uprostted p¥edchoziho vztahu nabyvaji nulové hodnoty pro viechny vrcholy v kromé&
z a s dle definice toku.) Proto velikost toku potitand u zdroje je rovna opa&né velikosti toku
pocitaného u stoku.

Petr Hlinény, FI MU Brno, 2013 FI: MA010: Toky v sitich



4.2 Hledani maximalniho toku

Nasim tkolem je najit co nejvétsi tok v dané siti. Pro jeho nalezeni existuji jednoduché
a velmi rychlé algoritmy.

Problém 4.3. Maximalniho toku v siti
Je ddna sit S = (G, z,s,w) a nasim tkolem je pro ni najit co nejvétsi tok ze zdroje z
do stoku s vzhledem k ohodnoceni w.
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Tok velikosti 5 uvedeny v ukdzce v predchozi &sti nebyl optimalni, nebot v této siti
najdeme i tok velikosti 6:

2/5

Jak v8ak pozndme, Ze vE&tsi tok jiz v dané siti neexistuje? V této konkrétni ukdzce to
neni obtiZné, vidime totiZ, Ze ob& dv& hrany p¥ichazejici do stoku maji souéet kapacit
2 4+ 4 + 6, takZe vice nez 6 do stoku ani pfitéct nemiZe.

V obecnosti Ize pouZit obdobnou Gvahu, kdy najdeme podmnoZinu hran, které nelze
tokem ,0bejit" a které v soultu kapacit daji velikost naseho toku. Existuje vSak takova
mnoZina hran vzdy? Odpov&d nam dé nasledujici definice a véta.
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Pojem Fezu v siti

Definice 4.4. Rez v siti S = (G, z, s, w)

je podmnoZina hran C' C E(QG) takova, ?e v podgrafu G — C' (tj. po odebrani hran C
z (§) nezbude Z23dn4 orientovand cesta ze z do s.

Velikosti fezu C' rozumime souet kapacit hran z C, tj. [|C]| = > . w(e).

Véta 4.5. Maximalni velikost toku v siti je rovna minimalni velikosti Fezu.

Na n3sledujicim obrdzku vidime trochu jinou sit s ukdzkou netrividlniho minimdlniho ¥ezu
velikosti 5, naznageného svislou &arkovanou &arou. VEimnéte si dobfe, Ze definice fezu mluvi o
preruseni vsech orientovanych cest ze z do s, takZze do Fezu stadi zapoditat hrany jdouci pres
svislou &dru od z do s, ale ne hranu jdouci zpé&t. Proto je velikost vyznaceného Yezu 1+4 = 5.
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Nenasycené cesty v siti

Definice: M&me sit S a v ni tok f. Nenasycend cesta (v S vzhledem k f) je neoriento-
van3 cesta v G z vrcholu u do vrcholu v (obvykle ze z do s), tj. posloupnost navazujicich
hran ey, ea,...,em, kde f(e;) < w(e;) pro e; ve sméruz uw do v a f(e;) >0 proe; v
opa&ném sméru.

Hodnot& w(e;) — f(e;) pro hrany e; ve smé&ru z u do v a hodnot& f(e;) pro hrany e;
v opaéném sméru Fikdme rezerva kapacity hran e;. Nenasycend cesta je tudiz cesta s
kladnymi rezervami kapacit v8ech hran.

Zde vidime ptiklad nenasycené cesty ze zdroje do stoku s minimalni rezervou kapacity +1.

3/4 1/2 1/1 2/3 2/4

rezerva kapacity: i: +1 +1 +1 ) 42 ij >0

V&imnéte si dob¥e, Ze cesta neni orientovand, takZe hrany na ni jsou v obou smérech.
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Algoritmus 4.7. Ford—Fulkersoniiv pro tok v siti.
vstup sit S = (G,z,s,w);
tok f =0;
repeat {
Prohleddvanim grafu najdeme mnoZinu U vrcholi G,
do kterych se dostaneme ze z po nenasycenych cestach;
if (seU) {
P = (vy3e nalezend) nenasycend cesta v S ze z do s;
Zvétsime tok f o minimdini rezervu kapacity hran v P;

}
until (s¢ U );
vystup vypiSeme maximalni tok f;
vystup vypiSeme min. Fez jako mnoZinu hran vedoucich z U do V(G) — U .
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Diikaz spravnosti Algoritmu 4.7:
Pro kazdy tok f a kazdy fez C v siti S plati || f|| < ||C||. Jestlize po zastaveni algoritmu

s tokem f nalezneme v siti S ¥ez o stejné velikosti |C|| = || f]|, je jasné, Ze jsme nasli
maximalni mozny tok v siti S. (Pozor, zastaveni algoritmu jsme zatim nezdivodnili.)
Takze dokaZme, Ze po zastaveni algoritmu nastane rovnost || f|| = ||C]||, kde C je

vypsany fez mezi U a zbytkem grafu GG. Vezméme tok f v S bez nenasycené cesty ze
z do s. Pak mnoZina U z algoritmu neobsahuje s. Schematicky vypad3 situace takto:

JelikoZ z U 74dné nenasycené cesty dale nevedou, m3 kazdd hrana e < U (odch. z U)
piny tok f(e) = w(e) a kazd4 hrana e — U (pfich. do U) tok f(e) =0, takze

dofE =D fle)=Y fle)=> wle)=|C| .
e+U e—U e+U ecC

To je pfesn&, co jsme chté&li dokédzat o vysledném toku. Zbyva nahlédnout, ze ||C]| =
Yoeev fle) =3 .y fle) =], a diikaz je hotov. O
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Z dikazu Algoritmu 4.7 odvodime nékolik zajimavych faktd:

Fakt: Pokud zajistime, Ze Algoritmus 4.7 vzdy skoné&i, dokazeme i platnost Véty 4.5.
Fakt: Pro celotiselné kapacity hran sité S Algoritmus 4.7 vZdy skondi.

Disledek 4.8. Pokud jsou kapacity hran celo&iselné, opt. tok také vyjde celo&iselné.

Vyleps$eni algoritmu nenasycenych cest

BohuZel pro redlna &isla kapacit hran neni skon&eni Algoritmu 4.7 viibec zaruceno,
dokonce se daji najit extrémni p¥ipady, které nepovedou k ¥eSeni ani v limité. Proto je
pottebné zakladni algoritmus (i pro potteby teorie) pon&kud vylepsit.

Algoritmus 4.9. Edmonds—Karpiv pro tok v siti

V Algoritmu 4.7 vzdy sytime nejkrat$i nenasycenou cestu, neboli prohl. nagi sit do Sitky
(viz mnozina U).

Tato implementace zaruZen& skon&i po O(|V (G)|-|E(G)|) iteracich cyklu, celkem tedy
v &ase O(|V(G)| - |E(G)|?).
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Jeste lepsich vysledkd dosahuji nasledujici “chytré” algoritmy.

Algoritmus 4.10. Dinictv pro tok v siti (ndznak)
V intencich Algoritmu 4.7 provadime nasledujici iterace:

e Prohledavanim sit& do &itky nalezneme v3echny nenasycené cesty nejkratsi délky
soub&zng, které ndm vytvo¥ ‘“vrstvenou sit” (vrstvy odpovidaji nenasycené
vzdalenosti vrcholl od zdroje).

e Nalezené nenasycené cesty pak nasytime novym prohleddnim vrstvené sité.

Tato implementace zaru¢en& skon&i uz po O(|V(G)|) iteracich cyklu, ale jednotlivé
iterace jsou pon&kud naro¢n&jsi, O(|V(G)|- |E(G))).

Algoritmus 4.11. MPM (,, T¥i Inda*) pro tok v siti (ndznak)
Postupuje se stejné jako v Algoritmu 4.10, jen nesyceni v druhém bodé& prob&hne rych-
lej§im algoritmem v &ase O(|V (G)|?) v kazdé iteraci, celkem tedy v O(|V (G)[?).
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4.3 Zobecnéni definice siti

Pojmy sité a tokl v ni Ize zobecnit nékolika sméry. My si zde stru¢né uvedeme tf¥i
moZnosti.

Sité s kapacitami vrcholi
U sité mizZeme zadat i kapacity vrcholi, neboli kapacitni vdhova funkce je ddna jako
w:EG)UV(G) - R".

Vyznam pro pfipustné toky v takové siti je, Ze zadnym vrcholem nemiiZe celkem
,protéct” vice nez povolené mnoZstvi substance.

Fakt. Takovou sit ,.zdvojenim" vrcholii snadno prevedeme na b&’nou sit, ve které
kapacity ptvodnich vrcholl budou uvedeny u novych hran spojujicich zdvojené vrcholy.
Viz neformalni schéma:
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Sité s dolnimi kapacitami

Pro hrany sité |ze zadat také jejich minimalni kapacity, tedy dolni meze p¥ip. toku.

To je modelovano druhou (vedle f) vahovou funkci ¢ : E(G) — Rg. P¥ipustny tok
pak musi spliiovat /(e) < f(e) < w(e) pro vdechny hrany e.

V této modifikaci dlohy jiz p¥ipustny tok nemusi viibec existovat.

Algoritmus 4.12. Tok v siti s dolnimi kapacitami
| tuto dlohu Ize Fesit dosud uvedenymi ndstroji, pokud postupujeme ve dvou fazich:

e Nejprve nalezneme pFipustnou cirkulaci v siti vzniklé pFidanim , zpétné* hrany
sz. Toho Ize dosdhnout hledanim toku ve specidlni siti vyjadFujici , pFebytky " (&i
nedostatky) dolnich mezi toku v jednotlivych vrcholech.

e Poté z pFipustné cirkulace jako vychoziho stavu uZ ziskdme maximalni tok

kterymkoliv algoritmem pro toky.

Tzv. vicekomoditni toky

V siti Ize najednou p¥epravovat vice typl substanci. To vede na problém tzv.
vicekomoditnich toki v siti. Tento problém je sloZit&jsi, uz neni v obecnosti snadno
feSitelny a presahuje rdmec naseho textu, takZe se jim nebudeme zabyvat.
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4.4 Specialni aplikace siti
Bipartitni parovani

Definice: Parovani'v (nyni biparitnim) grafu G je podmnoZina hran M C E(G) takova,
7e Zadné dvé hrany z M nesdileji koncovy vrchol.

Algoritmus 4.13. Nalezeni bipartitniho parovani
Pro dany bipartitni graf G s vrcholy rozd&lenymi do mnoZin A, B sestrojime sit S
nasledovné:

A B

ViSechny hrany sit& S orientujeme od zdroje do stoku a pFifadime jim kapacity 1. Nyni
najdeme (celo&iselny) maximaini tok v .S Algoritmem 4.7. Do pdrovdni vloZime ty hrany
grafu G, které maji nenulovy tok.

Diikaz spravnosti Algoritmu 4.13: Podle Disledku 4.8 bude maximalni tok celo&iselny,
a proto ka*dou hranou potete bud 0 nebo 1. Tim budou vybrdny hrany parovani a
podle zadanych kapacit nebudou sdilet koncové vrcholy. O
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Vyssi grafova souvislost

P¥edstavme si, %e na libovolném grafu G definujeme zobecn&nou sit tak, ¥e kapacity
v8ech hran a v8ech vrcholl poloZime rovny 1 v obou smérech. Pak mame:

Diisledek 4.14. Necht u,v jsou dva vrcholy grafu G a k > 0 je pFirozené &islo. Pak
mezi vrcholy u a v existuje v G aspori k disjunktnich cest, pravé kdy? po odebrani
libovolnych k — 1 vrcholii riznych od w,v z G zistanou u a v ve stejné komponenté
souvislosti zbylého grafu.

PouZitim tohoto tvrzeni pro viechny dvojice vrcholi grafu snadno dokaZeme dfive
uvedenou diileZitou Vétu 2.7 (Mengerovu).
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Vybér riiznych reprezentantii

Definice: Necht M, Ms,...,M; jsou neprdzdné mnoZiny. Systémem riiznych
reprezentantii mnozin My, Mo, ..., My nazyvame takovou posloupnost riiznych prvki
(x1,22,...,2k), Ze x; € M proi=1,2,... k.

Véta 4.15. (Hall) Necht My, Mo, ..., My, jsou neprdzdné mnoZiny. Pro tyto mnoZiny
existuje systém riiznych reprezentanti, pravé kdyZ plati

VI C{1,2,... k}: ‘UjEJMj

neboli pokud sjednoceni libovolné skupiny z téchto mnoZin ma alespoii tolik prvkd,
kolik mnoZin je sjednoceno.

= [J1,

Dikaz |ze podat konstrukci vhodné sité podobné té v Algoritmu 4.13:
e Specialni vrcholy u a v odpovidaji zdroji a stoku,
e dalsi vrcholy reprezentuji prvky a mnoZiny nasi tlohy,

e ostatni hrany pfichdzejici do vrcholu x; zndzorfiuji v8echny z danych mnoZin,
které obsahuji prvek z;.

Poznamka: Tento ditkaz ndm také dava ndvod, jak systém riiznych reprezentanti pro dané
mnoZiny nalézt — sta&i pouZit Algoritmus 4.7 na vhodné& odvozenou sit.
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Segmentace obrazu

Jednim ze zdkladnich problémi poéitaového vidéni je segmentace obrazu na poptedi
a pozadi.

K jeho ¥eseni Ize (mezi mnoha jinymi p¥istupy) zvolit i nasledujici postup:

e Vstupem je matice obrazovych bodi (pixel(), z nichz kazdy ma p¥ifazeny hodnoty
pravdépodobnosti byti v popfedi a byti v pozadi. Déale jsou uréeny ,separa&ni
penalizace” pro dvojice sousednich pixel(.

e Sit zkonstruhujeme p¥idanim univerzainiho zdroje z a stoku s, pricem? hrany ze
z do pixeld maji kapacitu rovnou pravdépodobnosti byti v popfedi a hrany do s
obdobné pro pozadi. Hrany mezi sousednimi pixely jsou obousmérné s kapacitami
rovnymi zminénym penalizacim.

e Minimalni ¥ez v této siti poté uréuje ,,pfechody" mezi popfedim a pozadim daného
obrazu.
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