Bodoveé a intervalové odhady parameti a parametrickych funkci

Motivace
Vychazime z ndhodného Wil Xy, ..., X, z rozlozeni L), které zavisi na parametili.
Mnozinu vSech fipustnych hodnot tohoto parametru adnze =. Paramett® nezname a
chceme ho odhadnout pomoci daneého nahodnéhww{tkipadré chceme odhadnougjakou
parametrickou funkci 19)).

parametrické funkce ) je statistika T = T(Xy, ..., X,), ktera nabyva
hodnot blizkych h# ), & je hodnota parametrd jakakoliv. Existuji fizné metody, jak
konstruovat bodové odhady (fametoda momentéi metoda maximalnid&rohodnosti) a také
razné typy bodovych odh&dOmezime se na odhady nestranné, asymptotickyanest a
konzistentni.

parametrické funkce i) rozumime interval (D, H), jehoZ meze jsou

statistiky D = D(X, ..., X)), H=H(Xy, ..., X)) a ktery s dostate¢ velkou pravdpodobnosti

pokryva hd), & je hodnota parametr jakakoliv.



Typy bodovych odhadi

Nech’ X, ..., X, je ndhodny vyér z rozlozeni L§ ), h(3) je parametricka funkce,
T, Ty, Ty, ... JSOU statistiky.

a) Rekneme, Ze statistika T jestrannym odhadeparametrické funkce ), jestlize

[BO=: E(T) =h@).

(Vyznam nestrannosti spiwa v tom, Ze odhad T nesmi parametrickou funkéi)hgystenaticky
nadhodnocovat ani podhodnocovat. Neni-li tato po#espliEna, jde o vychyleny odhad.)

b) Jsou-li T, T» nestranné odhady téze parametrické funkde hpakiekneme, Ze Tje lepsi
odhad nez 7, jestlize
B U=: D(T,) < D(Ty).

C) Posloupnos{Tn}:zlse nazyvéosloupnost asymptoticky nestrannych odhparametricke
funkce h@?), jestlize
03 O0=:1limE(T,) =h(3).

(Vyznam asymptotické nestrannosti §pa v tom, ze s rostoucim rozsahem arybklesa
vychyleni odhadu.)



d) Posloupnos{Tn}:::lse nazyva parametrické funkce (),
jestlize
09 O=0e >0: lim P(T, —h(8)| > ¢)=0.

(Vyznam konzistence spwa v tom, Ze s rostoucim rozsahem&nybklesa pravé&podomost, ze
odhad se bude realizovat daleko od parametrickécuh@ ).)

Lze dokazat, ze z nestrannosti odhadu vyplyva gsymptotickd nestrannost a z asymptotické
nestrannosti vyplyva konzistence, pokud posloupramityli odhadu konverguje k nule.



Véta o vlastnostech bodovych odhailodvozenych z jednoho ndhodného v¢bu

Nectt Xy, ..., %,je ndhodny vylr z rozloZeni se &dni hodnotow, rozptylems® a distrib@ni
funkci @(x), pricemz n> 2. Ozn&me M, vybsrovy praimér, S,° vybsrovy rozptyl a proibovolné
ale peve danex R F,(x) hodnotu vybrove distribéni funkce. Pak plati:

0.2

M, je nestrannym odhadem(tj. E(M,) = n) s rozptylemD(Mn):?,

S’ je nestrannym odhadesA (tj. E(S?) = ¢°), & jsou hodnoty paraméir, o° jakékoli,

pro libovolné, ale pevndanéx LIR je vybkérova distribéni funkce FK(x) nestrannym odhadem
d(X) (). E(R(X)) = (X)) s rozptylem D(R(x)) = ®(x)(1- ®(x))/n, & je hodnota distribini
funkce®(x) jakakoliv.

Posloupnos{l\/I n}:zl je posloupnost konzistentnich odhad

{Snz}:,ozl je posloupnost konzistentnich odbad .

Pro libovolné, ale pewwdanéx R je {Fn (x)}le posloupnost konzistentnich odliadl(x).



Véta o vlastnostech bodovych odhaitlodvozenych z =2 nezavislych nahodnych
vybéra

Nech’ Xips-s X, oo, Xioeos X1 je r> 2 stochasticky nezavislych nahodnych &b
0 rozsazich 1 2, ..., > 2 z rozloZeni se igdnimi hodnotamiy, ..., a rozptylens®.

r
Celkovy rozsah jé' = Zl:nj . Neclt ¢, ..., ¢ jsou realné konstanty, asp@dna nenulova. Pak
J:
r
linearni kombinace vydsovych pamera Zlchi je nestrannym odhadem linearni kombinace
J:

sttednich hodnojélcjuj , & jsou stedni hodnotyuy, ..., jakékoli a vazeny gimér vybérovych

Zr:(nj _1)512

rozptyli S?f=X

n_r e nestrannym odhadem rozptyit) & je rozptyl ¢* jakykoliv.



Véta o vlastnostech bodovych odhaidodvozenych z jednoho dvouroz@&rného
nahodného vyléru

Necht (X1,Y1), ..., (%, Y1) je nahodny vy z dvourozndrneho rozlozeni s kovarianei, a
koeficientem korelacp. Pak pro libovolné hodnoty parametsi,ap plati:

E(Sw) =012,

E(R:) = p (shoda je vyhovujici pro & 30).

Znamena to, ze vyioova kovariance 3 je nestrannym odhadem kovariamgg avsakvybérovy

koeficient korelace R je vychylenym odhadem koeficientu korelace



Pojem intervalu spolehlivosti

Nech’ Xy, ..., X, je nahodny vyér z rozloZeni L§),
h(3d) je parametricka funkce,

al!(0,1),

D = D(Xy, ..., X)), H=H(Xy, ..., X)) jsou statistiky.

a) Interval (D, H) se nazyvEDO(1a)% (oboustranny) interval spolehlivopro parametrickou
funkci h(9), jestlizeBU=:P(D < h@) < H)> 1.

b) Interval (D,») se nazyva 00(1u)% levostranny interval spolehlivogro parametrickou
funkci h(¥), jestlize:J3 U= :P(D < h@©)) > 1.

c) Interval (o, H) se nazyvd 00(1)% pravostranny interval spolehlivopno parametrickou
funkci h(9), jestlize: 3 U=:P(h(®) < H) > 1.

Cisloa se nazyvéiziko (zpravidlaa = 0,05, mé# éasto 0,1 0,01),¢islo 1 —a se nazyvépo-

lehlivost



Postup pri konstrukci intervalu spolehlivosti
a) Vyjdeme ze statistiky V, ktera je nestrannymdagain odhadem parametrické funkceXh(
b) Najdeme tzv. pivotovou statistiku W, ktera varektransformaci statistiky V, je monotonni
funkci h(? ) a @itom jeji rozloZeni je znamé a nath) nezavisi. Pomoci znamého rozlozeni
pivotoveé statistiky W naeme kvantily wj,, Wi, takze plati:
LU= PWyz < W < Wigp) > 1 —a.
c) Nerovnost W, < W < wy_» pifevedeme ekvivalentnimi Gpravami na nerovnost D3 k(H.
d) Statistiky D, H nahradime jejictiselnymi realizacemi d, h a ziskame tak 106)%o
empiricky interval spolehlivosti, oémz prohlasime, ze pokryvah| s pravdpodobnosti asyit
1—o.



Tvrzeni, Ze (d,h) pokryva i) s pravépodobnosti aspgpl —a je tteba chapat takto: jestlize
mnohonasobfhinezavisle ziskame realizacg x., ¥, nahodného vydsu Xy, ..., X, z rozlozeni
L(3J) a pomoci kazdé této realizace sestrojime 1ai¥d-empiricky interval spolehlivosti pro
h(3), pak podil pétu t&ch intervai, které pokryvaji h® ) k pastu vSech sestrojenych interval
bude piblizné 1 —a.

llustrace:Jestlize 100x nezavisle na salskut€énime nahodny vy z rozlozeni se stdni
hodnotouu a pokazdé sestrojime 95% empiricky interval spolehtiyas p, pak giblizné

v 95-ti pfipadech bude lezet paramgty intervalech spolehlivosti a asi v 5-fiipadech interval

spolehlivostiu nepokryje.

I
|
—
A
-
_
I—
—_—
.
—




Volba oboustranného, levostranneho, nebo pravastremintervaluzavisi na konkrétrgituaci.

Nap‘. oboustrannynterval spolehlivosti pouzije konstruktér, kteoétajima dolni i horni hrani-
ce pro skuténou delkuu néjaké sodastky.

Levostrannyinterval spolehlivosti pouzije vykdpdrahych kow, ktery potebye znat dolni me

pro slutecny obsah zlata v kupovaném slitku.

Pravostrannynterval spolehlivosti pouzije chemik, ktery peltuje znat horni mez pro obsah

necistot u v analyzovaném vzorku.



Priklad: Neclt Xy, ..., %, je ndhodny vyitr z N(u,09), kde n> 2 a rozptyls” zndme. Sestrojte
100(1#)% interval spolehlivosti pro neznamotiestni hodnotuu.

Reseni
V tomto gripads parametricka funkce () = u. Nestrannym odhademnistini hodnoty je

_15
vybérovy pramer M = ﬁzl:x‘ . Protoze M je linearni kombinaci norméhozlozenych

nahodnych vetin, bude mit také normalni rozlozeni seedhi hodnotou E(M) g a rozptylem
2

o
DM )=—
()=
_M-u
Pivotovou statistikou W bude standardizovana nahaaiicina 0 ~N(0,2).
Jn
Kvantil Wo2 = Uyz = -Uiwz, Wi-w2 = U2
9 0=:
M - o o
1= <P(~Uy g, <U<Upq) =P =l g <Tu SUpqp | = F{M _ﬁul—a/Z <p<M +ﬁu1—a/2j

7



Meze 100(1)% intervalu spolehlivosti proigtdni hodnoty: pii zndmém rozptyls” tedy jsou:

D:M—G H:M+iu

ﬁul—alz, \/ﬁ 1-a/2

Pri konstrukci jednostrannych interviaspolehlivosti se riziko néihi, tedy 100(1e))%
levostranny interval spolehlivosti proje

-

a pravostranny je

Dosadime-li do vzoicpro dolni a horni me&selnou realizaci m vydgsoveho ptiméru M,
dostaneme 100(&)% empiricky interval spolehlivosti.



Priklad: 10 krat nezavisle na sébyla zngétena jista konstanta Vysledky néreni byly:
218 21241921218 23 2,2

Vysledky povazujeme z&selné realizace nahodného ¥ Xy, ..., X0 z rozloZzeni Ng, ¢°),
kden nezname a&° = 0,04. Najdte 95% empiricky interval spolehlivosti ppo a to

a) oboustranny,

b) levostranny,

C) pravostranny.

Resen:

Vypocteme realizaci vydroveho piiméru: m = 2,06. Rizikax je 0,05. V tabulkach najdeme
kvantil w 975= 1,96 pro oboustranny interval spolehlivosti amk w 95 = 1,64 pro jednostranné
intervaly spolehlivosti.

ada) d=m- -2 Uy, = 2,06 -%1,96 =1,94
n

Jn Ji0
— o - 02 —_
h=m + = U2 = 2,06 +E1’96 =2,18

1,94 <u < 2,18 s pravighbodobnosti aspn0,95.
-m-= = _02 =
adb)d=m = U 2,06 @1,64 1,96
1,96 <u s pravdpodobnosti aspo0,95.

— o — 02 —
adc)h=m +ﬁ U = 2,06 +ﬁ1’64 2,16

u< 2,16 s pravtpodobnosti aspn0,95.



Sirka intervalu spolehlivosti

Necht’ (d, h) je 100(1&)% empiricky interval spolehlivosti pro fi() zkonstruovany pomoci
¢iselnych realizacix..., ¥, ndhodného vydsu X, ..., X, z rozloZeni L§).

a) Pri konstantnim riziku klesa&ia h-d s rostoucim rozsahem nahodnéh@nyb

b) Fi konstantnim rozsahu nahodného &b klesa §ka h-d s rostoucim rizikem.

llustrace:
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Zavislost dolni a horni mez&avislost dolni a horni meze
na rozsahu vyéru na riziku
(pfi konstantnim riku) (pfi konstantnim rozsahu vyiu)



Priklad: (stanoveni minimalniho rozsahu b z normalniho rozlozeni)

Nech’ X4, ..., X, je nahodny vy&r z N(u, 6°), kdes” zndme. Jaky musi byt minimalni rozsah
vybéru n, aby §ka 100(1e)% empirického intervalu spolehlivosti pradesddni hodnotut
nepesahlatislo A?

o) o 20
% adani-Pasadiii _m+—=u -(m-—=u,_,,,) =—=U 5
> — = 1-a/2 1-a/2 1-a /2
ReSeni:Pozadujeme, ab§y>h —-d P e PRI Z této
402“1—0{/22
Ve > 7 Ve = N~ It Y@ V24
podminky dostaneme, 7&= N2 . Za rozsah vy&ru zvolime nejmensiipozenécislo

vyhovujici této podmince.

Priklad: Hloubka mde se ndii pristrojem, jehoz systematicka chyba je nulova a daéa@hyby
meéieni maji normalni rozlozeni se &wodatnou odchylkows = 1 m. Kolik n&feni je nutno
provést, aby se hloubka stanovila s chybou nej#y@25 m pi spolehlivosti 0,957

Re3eni Hledame rozsah v¥iu tak, aby §ka 95% intervalu spolehlivosti praietini hodnoty
nepesahla 0,5 m.iRom ¢ zname. Z pedesleho fikladu vyplyva, ze

40%U;q,," _ 4196

n=
N 0,52

=614656 Nejmensi péet neieni je tedy 62.



Metody hledani bodovych odhad parametri

Motivace

Nech’ Xy, ..., X, je nahodny vyér z rozloZzeni L@ ), které zavisi na parametf. Parametrd
muze byt obectvektorovy. Ukolem je najit statistiku T = T{X.., X,), ktera nabyva hodnot
blizkych parametrd resp. parametrické funkci fi(), & je hodnota parametr® jakakoliv.
Seznamime se sed&wa metodami hledani bodovych odhad to metodou maximalni

vérohodnosti a metodou momeént



Definice maximalné vérohodného odhadu

Necht’ Xy, ..., X, je hahodny vy&r z diskrétniho rozlozer{je popsano prawgodobnostni funk
n(x; ¥ ) resp. ze spojitého rozlozeni (je popsano huste(eud )).

Simultanni pravé&podobnostni funkce resp. simultanni hustota nadomlméktoru (X, ..., X)) je

(Xy, 9)... a(Xn; ) resp.o(Xe; 9)... ¢(X,; 9). Pro pevl danéx = (g, ..., %) zavedeme

vérohodnostni funkck & Xp.--X,) = [J m(x;i9) v diskrétnim pipack resp.

L (83 %g50-1X,) = u 6 (x;;9) ve spojitém fpadk.

Statistikaé(x), ktera ma tu vlastnost, ze pkd U= L(é;xl,...,xn)z L(9;%,,...,X, ), se
nazyva .

(Kvili pohodIrgjSimu paitani misto ¥rohodnostni funkcé-(ﬁ;xl,--.,xn) pouzivame
logaritmickou funkci ¥rohodnostiln L(ﬁ; Xl,...,Xn). Casto se také pouziva zkraceny zapig ).(

nebo InL@ ). Pozor — neplést s oztenim rozlozeni!)



Definice wrohodnostnich rovnic

Nech’ X4, ..., X, je ndhodny vyér z rozlozeni, které zavisi na vektorovém parametru
8 =(8,,....9,). Logaritmickou funkci ¥rohodnostiinL(3,,...,9,) parcialr derivujeme podle

3,,...,9, a derivace poloZime rovny O:

oInL(9,,....9,)

=0,r=1...,k
09, .

Dostanemeystem vrohodnostnich rovnicddehoreSenim je maxima#wvérohodny odhad

parametrd = (9,....,9,): §(X)=(8,(x).....8,(x))



Priklad: (Maximalré vérohodny odhad v diskrétnim skalarniiigace)
Necht’ X4, ..., X, je nahodny vyér z alternativniho rozloien‘i\(ﬁ). Metodou maximalni
vérohodnosti najéte odhad parametrd .
(1-9) prox=0,1
Reseni:X ~ A(S):> n(X) = {ijak

n

A X —X; in n- 3 X;
Vérohodnostni funkce':-(s) =[]98"@-9)™ =9" (1-9) % prox =0, 1, = 0 jinak.

) 1xiJIn(l—{))

n

Logaritmicka funkce srohodnosti:" L(8)=Ind [Z:l:xi + (” -

Vérohodnostni rovnice;

dinL(8 )_ZX n—izzl“xi :0:>(1—’9)§Xi"9(”_ nlxij:O:

do ) 1-9

:>Zn:xi —Szn:xi —n19+192n:xi =0= 9% :%Zn:xi
i=1 i=1 i=1 i=1

Maximalrg vérohodnym odhadem parametbualternativniho rozloierﬁ\(ﬁ) je tedy statistika

~

3(X)=M, 1j. vybrovy primér.



Priklad: (Maximalre vérohodny odhad ve spojitém vektorovenipact)
Nectt Xy, ..., %, je nahodny vy& z normélniho rozloZeni N( ¢°). Metodou maximalni

vérohodnosti najéte odhad vektorového paramefhs (i, o°).

1 _(x-p)?
e i 2 _ _ e 20°
Reseni:X ~ N(u, 69) =>¢(X) = o 2Tt
(x -u) N (Xi_u)2
A o2  — 1 21 20°
Vérohodnostni funkce ( ) |‘|¢(X,,u G) I:' 1/ n - ;e
2
(Zno )
n 2\_ N\ (Xi _“)2
Logaritmicka funkce grohodnosti: InL(9)= E'”(Zm )' L o5

Vérohodnostni rovnice:

oLl LS -w)=0

dIn L(S) 2
= — + X, — =0
00 202 20" é( 1)




dInL(9)

n

Z prvni rovnice

- 13
Maximalre vérohodnym odhadem paramefrye tedy statistikell(x) = HZXi =M

tj. vybérovy primer.
dInL(8) _

o :0

i=1

n 1

Z druhé rovnice 90

18
Zap dosadime odhall = ﬁ;xi =m

20° * 20* “

AR,

n R 1 n
2 (Xi—M)ZOp|yneZXi—nH:0=>u:ﬁZXi_

=

=Oplyne ~NO" +> (x -uf =0,
i=1

n

" 1
a ziskame® = _Z(Xi -m)’ .

N5=

R 1 2
Maximalre vérohodnym odhadem parametrtije tedy statistikapz(x) - _Z(Xi - M) :



Definice momentového odhadu
Necht X4, ..., X, je nahodny vyér z rozlozeni, které zavisi na vektorovém parametru
9=(9,,....9,), D9 0= . Predpokladame, Ze existuje prvnich Katenich moment

M= E(Xr), r=1, ..., k daného rozloZeni.
M 1 1 . XI’
Ozna&me "'r ‘HZ i vybérove paateni momenty, r=1, ..., k.
i=1

Statistikad(X) = (él(x),..-,ék(x)), ktera jereSenim systému momentovych roviic=M, ",

r=1, ..., k, se nazyv@omentovy odhad paramet®= (8,,....9,).



Piriklad: Necht’ Xy, ..., X, je nahodny vy&r z geometrického rozlozeni Gkj. Metodou
momenit najcte odhad parametrd .

) (1-38)*9prox=0,1,...
ReSeni:X ~ Ge@) =>n(x) = 0 jinak :

1-9
Lze odvodit, seE(X) = 5 -

1-9

. . _ oy 1
Momentova rovniceil; =M, | tj. 5 =M =1-9=9M :>19(X)—

1+M -




