Uvod do testovani hypotéz

Motivace:Castym Gkolem statistika je na zakadht owiit predpoklady o parametrech nebo
typu rozlozeni, z ¥hoz pochazi nahodny v§h Takovemu pedpokladu séika nulova hypoté-
za. Nulova hypoteza vyjagje rejaky teoreticky pedooklad,casto skeptického razu a uzivate
musi stanovit fedem, beziphlédnuti k datovému souboru. Proti nulovée hypottzaeime alter-
nativni hypotézu, kteréika, co plati, kdyz neplati nulova hypotéza. Alsivni hypotéza je
formulovana tak, aby mohla platit jenom jedn&chto dvou hypotéz. Pravdivost alternativni
hypotézy by znamenala objeverjakych novych skut@osti, nebo zasadsi znenu

v dosavadnichiedstavach.

Nap. vyzkumnik by chil na zaklad dat pro¥iit tezi (novy objev), ze pasivni kéeni Skodi
zdravi. Jako nulovou hypotézu tedy polozi tvrzeéaipasivni koteni neskodi zdravi a proti nu-
lové hypotéze postavi alternativni, ze pasivnirkouskodi zdrauvi.

Testovanim hypotéz se mysli rozhodovaci postupy ktezalozen na daném nahodnémadryb

a s jehoz pomoci rozhodneme o zamittiutiezamitnuti nulové hypotezy.



Nulova a alternativni hypotéza

Nech’ Xy, ..., X, je ndhodny vyér z rozloZeni L), kde parametP L= nezname. Nechh(3)
je paramtricka funkce a c dana realna konstanta.

a) Oboustranna alternativavrzeni H: h(3) = ¢ se nazyvé .Proti
nulové hypotéze postavinie Hiuh(9) = c.
b) Levostranna alternativaivrzeni H: h(9) > ¢ se nazyvéa

2 Proti jednoduché nebo slozené pravostranné nigpétéze postavime

Hi: h(d) <c.

c) Pravostranna alternativ@ivrzeni H: h(3) < c se nazyvé

2 Proti jednoduché nebo slozené levostranné nuigpeéteze postavime

Hy: h(3) > c.
rozumime rozhodovaci postup zaloZzeny na nahodmg@mw Xy, ..., X,

s jehoz pomoci zamitnenienezamitneme platnost nulové hypotézy



Chyba 1. a 2. druhu

Pri testovani i proti H; se nizeme dopustit jedné ze dvou chyb: spaiva v tom, ze kjza-
spaiva v tom, Zze lnezamitneme,cave skuténosti ne-

mitneme, & ve skuténosti plati a

plati. Situaci pehledré znazotuje tabulka:

skute&nost

rozhodnuti

Ho nezamitame

FHzamitame

Ho plati | spravné rozhodnt

ithyba 1. druhu

Ho neplati|chyba 2. druhu

spravneé rozhodnuti

Pravdpodobnost chyby 1. druhu se Zha a nazyva se
mén dasto 0,1 0,01). Pravéipodobnost chyby 2. druhu se Znhf. Cislo 1-8 se nazyvé a vyja-
druje prav@podobnost, Ze budegtzamitnuta zaiedpokladu, ze neplati. Obvykle se snazime, abyesta
byla aspai 0,8. Olé hodnoty,a i 1-8, zavisi na velikosti efektu, ktery se snazime kimtat. Cim drobréjsi
efekt, tim musi byt &si rozsah nadhodného \&r.

(vétSinou byvan = 0,05,

skute&nost rozhodnuti
zdravy nemocny
jsem zdravy | zdravy a nélény | zdravy a lé&eny
jsem nemocnynemocny a neté&ny nemocny a lé&eny




Testovani pomoci kritického oboru

Najdeme statistiku o = To(Xy, ..., X)), kterou nazveme nMnozina vSech
hodnot, jichz nize testoveé kritérium nabyt, se rozpadéha

(zn&i se V) a (zn&i se W a nazyva se téz ). Tyto
dva obory jsou odfeny kritickymi hodnotami (pro danou hladinu vyznamstia je Ize najit ve
statistickych tabulkach).

Jestlizeciselna realizace testového kriteria Jpadne do kritického oboru W, pak nulovou
hypotézu zamitame na hladimyznamnosti. a znamena to skuteé vyvraceni testované
hypotézy. Jestlizey padne do oboru nezamitnuti V, pak jde o pouhiemi) které platnost
nulové hypotezy jenomifpousti.

Pravdpodobnosti chyb 1. a 2. druhu nyni zapiSeme takto:

P(To u W/Hq plati) =a, P(To uV /H, plati) =p.



Stanoveni kritického oboru pro danou hladinu vyznasti o

Ozna&me tqi, (resp. tay Nejmensi (resp. nejtsdi) hodnotu testového kritéria.

Kriticky obor v gripac oboustranné alternativy ma tvar

W = (tmin’Kalz(T)> 0 (K a/2(T) tmax), kde Kyo(T) a Kys(T) jsou kvantily rozloZenti, jimz se
ridi testove kritérium J; je-li nulova hypotéza pravdiva.

Kriticky obor v gripack levostranné alternativy ma tvar:

W = (tmin ' Ko( (T)> .

Kriticky obor v gipac pravostranné alternativy ma tvar:

W = <K1—cx (T)’tmax)-



Testovani pomoci intervalu spolehlivosti

Sestrojime 100(19% empiricky interval spolehlivosti pro parametiackfunkci h@ ). Pokryje-li tento interval hodnotu c,
pak H nezamitame na hladitvyznamnostii, v op&ném gipac Hy zamitame na hladinvyznamnosti.
Pro test H proti oboustranné alternatigestrojime oboustranny interval spolehlivosti.

|

Pro test H proti levostranné alternativsestrojime pravostranny interval spolehlivosti.

I
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Pro test H proti pravostranné alternatigestrojime levostranny interval spolehlivosti.
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Testovani pomoci p-hodnoty

udava nejnizsi moznou hladinu vyznamnosti pro #autiinulové hypotézy. Je to riziko, Ze bude zaotér, za
predpokladu, ze plati (riziko planého poplachu).liesp-hodnotas a, pak H zamitame na hladinvyznamnosti, je-li p-
hodnota >u, pak H nezamitdme na hladivyznamnostt.
Zpusob vypa@tu p-hodnoty:
Pro oboustrannou alternativu p = 2 min{pPty), P(To > to)}.
Pro levostrannou alternativu p = B8t).
Pro pravostrannou alternativu p = PE€lty).
llustrace vyznamu p-hodnoty pro test nulové hyppf@pti oboustranné, levostranné a pravostrarieénaitive:
-~ |
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p-hodnota '
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(Zvonovita Kivka reprezentuje hustotu rozloZeni, kterynkidétestoveé kritérium, je-li nulova hypotéza prarl)

p-hodrota

p hodnota
|

e T—

p-hodnota vyjatlije pravé@podobnost, s jakotiselné realizace;x..., % nahodného vydsu X, ..., X, podporuji H, je-li
pravdiva. Statistické programové systémy poskyteljsvych vystupech p-hodnotu. Jeji vgpbvyZzaluje znalost distribini
funkce rozlozeni, kterym g&di testove kritérium d; je-li Hy pravdiva.



Doporuceny postup [¥i testovani hypotéz

1. Stanovime nulovou hypotézu a alternativni hypat&itom je vhodné zvolit jako alternativni hypotézu f@edpoklad,
jehoz gjeti znamena zavazné cieni a ndlo by k ému dojit jen s malym rizikem omylu.

2. Zvolime hladinu vyznamnosti Zpravidla volimex = 0,05, mé# ¢asto 0,1 nebo 0,01.
3. Najdeme vhodné testové kritérium a na zakigdtenych dat vypeéitame jeho realizaci.

4.

a) Testujeme-li pomoci kritického oboru, pak haeidme. JestliZe realizace testového kritéria pddlaritického oboru,
nulovou hypotézu zamitame na hladiyznamnostuo a @ijimame alternativni hypotézu. V afgeem gipad nulovou
hypotézu nezamitame na hlaglryznamnosti.

b) Testujeme-li pomoci intervalu spolehlivosti, wgfeme empiricky 100(1)% interval spolehlivosti pro parametrickou
funkci h(8). Pokudcislo ¢ padne do tohoto intervalu, nulovou hypotégmamitame na hladirvyznamnosti. V opa&ném
piipacdt nulovou hypotézu zamitame na hlaguyznamnostiu a @ijimame alternativni hypotézu.

c) Testujeme-li pomoci p-hodnoty, vyjieme ji a porovname ji s hladinou vyznamnastiestlize < a, pak nulovou
hypotézu zamitame na hladimyznamnosti. a @ijimame alternativni hypotézu. Je-li pu>pak nulovou hypotézu
nezamitdme na hladirvyznamnosti.

5. Na zéklad rozhodnuti, které jsme&inili o nulové hypotéze, provedemejaké konkrétni opaeni, nap. séidime
obral&ci stroj.

(Pri testovani hypotéz musime mit k dispozici odpojddaastroje, nejlépe vhodny statisticky softwademame-li ho
k dispozici, musime znatigslusné vzorce. Dale gebujeme statistické tabulky a kalkéka.)



Priklad: 10 x nezavisle na sélbyla zn¢fena jista konstanta Vysledky néfeni byly: 2 1,8 2,1 24 1,9 2,1 2 1,8 2,3
2,2. Tyto vysledky povazujeme Zselné realizace ndhodného ¥l Xy, ..., Xio Z rozlozeni Ng, 0,04). N¢jaka teaie tvrdi
Zep =1,95.

1. Oboustranna alternativa
Proti nulové hypotéze ¢4u = 1,95 postavime oboustrannou alternativu
Hi: n 2 1,95. Na hladiéivyznamnosti 0,05 testujteyidroti H; vSemi temi popsanymi zjsoby.

Reseni:
m = 1—10(2+...+ 22)= 2,06,62= 0,04, n = 10 = 0,05, ¢ = 1,95

a) Test provedeme pomoci kritického oboru.
Pro dlohy o sedni hodnat normalniho rozlozenitpznamém rozptylu pouzivame pivotovou statistiker @";—“~ N(O, 1)

Jn
Testové kritérium tedy bude
To= MG_C a bude mit rozlozeni N(O, 1), pokud je nulova hgpa pravdiva. Vyp&tame realizaci testoveho kritéria:
Vn
to = %2]"%4,74. Stanovime kriticky obor:
N

W = (tmin’ KG/Z(T)> D<K1—G/Z(T)’tmax) = (_oo’ucx/2>D<u1—cx/2’oo) = (_oo’_ul—a/2>D<ul—cx/2’oo) = (_ool_u0975> D<U 0,975’00) =
(- e ~196) 0 (196,%0).
Protoze 1,741 W, Hy nezamitame na hladitvyznamnosti 0,05.



b) Test provedeme pomoci intervalu spolehlivosti.
Meze 100(1e)% empirického intervalu spolehlivosti praesini hodnoty: pti zndAmém rozptylw? jsou:

(d, h) =(m '% Ugar2, M +% Uq/2).
V naSem pipadct dostavame:
d=2,06 % Uoors= 2,06 0—% 1,96 = 1,936,

V1
02 0.2
h=2,06+—=upg75= 2,06 +—=.1,96 = 2,184,
10 0,975 0

Protoze 1,9501(1,936; 2,184), |, nezamitame na hladivyznamnosti 0,0!



c) Test provedeme pomoci p-hodnoty

ProtoZze proti nulové hypotéze stavime oboustramttemnativu, pouzijeme vzorec
p=2min{P(To < to), P(To=to)} =2 min {P(To < 1,74), P(5>1,74)} =

=2 min {®(1,74), 1 -®(1,74) } = 2 min { 0,95907, 1 — 0,95907 } = 0,08186
Jelikoz 0,08186 > 0,05, nulovou hypotézu nezamitamkladig vyznamnosti 0,05.

llustrace vyznamu p-hodnoty pro oboustranny test

0.45 ,

0,40

i
z_.?.o // \

0,25
0,20

0,15 0.08186

0 ‘10
0,05 y

0,05
-30 -25 -20 15 10 05 00 05 10 15 20 25 30




2. Levostranna alternativa
Proti nulové hypotéze ¢4u = 1,95 postavime levostrannou alternativu
Hi: 1 < 1,95. Na hladi&ivyznamnosti 0,05 testujteglproti Hy vSemi temi popsanymi zisoby.

Redeni:
a) Test provedeme pomoci kritického oboru.
Na rozdil ocoboustranné alternativy bude mit kriticky obormrtva

W = <_°°1Ua) :<_°°1Uo,05) :<_°° 1649 .
Protoze 1,741 W, Hy nezamitame na hladiivyznamnosti 0,05.

b) Test provedeme pomoci intervalu spolehlivosti.
Meze 100(1s)% empirického pravostranného intervalu spolehlive® stedni hodnoty: pti znaAmém rozptyls?® jsou:
(00, h) = (o0, M +—

\/ﬁ ul—a) .

V naSem pipact dostavame: h = 2,06:%% Ug.o5 = 2,06 +. 92

2
1,645 = 2,164.
V10

Protoze 1,9501(-o0; 2,164), Hy nezamitame naadiré vyznamnosti 0,0!



c) Test provedeme pomoci p-hodnoty.

ProtoZe proti nulové hypotéze stavime levostraraitminativu, pouzijeme vzorec
p = P(Th<ty) = ®(1,74) = 0,95907.

Jelikoz 0,95907 > 0,05, nulovou hypotézu nezamitdakladi’ vyznamnosti 0,05.

llustrace vyznamu p-hodnoty pro levostranny test
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3. Pravostrannd alternativa
Proti nulové hypotéze ¢4u = 1,95 postavime pravostrannou alternativu
H;: 1> 1,95. Na hladi&ivyznamnosti 0,05 testujteglproti Hy vSemi temi popsanymi zisoby.

Redeni:

a) Test provedeme pomoci kritického oboru.

Na rozdil ocoboustranné alternativy bude mit kriticky obormrtva

W= <u1—u ,0) = <uo|95’°°) = <1545°°)-

Protoze 1,741 W, Hy, zamitame na hladinvyznamnosti 0,05 ve pros&gh pravostranné alternativy.

b) Test provedeme pomoci intervalu spolehlivosti.
Meze 100(1s)% empirického levostranného intervalu spolehlivpsd stedni hodnoty: pti zndAmém rozptyls? jsou:

(d,0) = (M - = Uy, ).

Jn
. , . 02 02
V nasSem pipad dostadvame: d = 2,06-= Uy o5 = 2,06 -—=.1,645 = 1,956.
bp \/E 0,95 \/E

Protoze 1,9'0 (1,956,»), Hy zamitame na hladérvyznamnosti 0,05 ve ospsch pravostranné arnativy.



c) Test provedeme pomoci p-hodnoty.

ProtoZe proti nulové hypotéze stavime pravostramfteonativu, pouzijeme vzorec

p=P(h>t)=1-d(1,74) =1 - 0,95907 = 0,04093.

Jelikoz 0,04093 0,05, nulovou hypotézu zamitame na hladijznamnosti 0,05 ve prosgh pravostranné alternativy.

llustrace vyznamu p-hodnoty pro pravostranny test
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Testy normality dat

K ovérovani normality dat slouzi cetada test, které jsou podrol@npopsany ve statistické
literature. Zde se omezime natesty, které jsou implementovanysystému STATISTICA, a 't

a jeho : a

K zawram tchto test vSak gistupujeme s witou opatrnosti. Mame-li k dispozici rozsahlejsi
datovy soubor (orientaé¢ n > 30) a test zamitne na obvyklé hladigznamnosti 0,01 nebo GO
hypotézu o normablit | kdyz vzhled diagnostickych gfagwdci jenom o lehkém poruseni

normality, nedopustime se zavazné chyby, pokudifné statistickou metodu zaloZzenou na

normali€ dat.



Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, ze nahodnywy, ..., X, pochazi z normalniho rozlozeni
s parametryi ac”.

Distribucni funkci tohoto rozlozeni oztane @+ (x).

Nech’ F,(X) je vykérova distribéni funkce.

Testovou statistikou je statistikdn = SUP R (%) =@ (X))

—00<X <00

Nulovou hypotezu zamitame na hlatlvtyznamnosti, kdyz C, > D, (a), kde D(a) je
tabelovana kriticka hodnota.

1, 2
Pro n> 30 Ize D(o) aproximovat vyraze %Ina .

Upozornéni: Nulova hypotéza musi specifikovat distrithiifunkci zcela pesrg, véetrg vSech
jejich gripadnych paramelr Nag. K-S test Ize pouzit pro testovanigogezy, ze nahodny v¥¢b
X1, ..., X, pochazi z rozlozeni Rs(0,1), coz se vyuzitrdgstovani generatbmahodnycktisel.
Pokud vSak parametry distriécni funkce odhadujeme z v§tu, zneni se rozlozeni testové
statistiky 3, a jde o Lilieforsiv test. RisluSne modifikované kvantily byly éeny pomoci
simulanich studii.



Priklad: Jsou dany hodnoty 10, 12, 8, 9, 16. Pomoci K- b tgstte na hladit vyznamnosti
0,05, zda tato data pochazeji z normalniho roziozen

Reseni Odhadem $edni hodnoty je vydrovy pramér m = 11, odhadem rozptylu je w§iovy
rozptyl € = 10. Uspsadany nahodny v je (8, 9, 10, 12, 16). Vygteme hodnoty vy¥rové
distribueni funkce:

X<8:FK(x)=0

8<x<09: F(x)—%: 2
2

9< x<10: F(x)—g: 04
3

10 x <12: F(x)—g— 0,6
4

12< x <16: F(X)_E: 03

X 216:K(x) =1



Hodnoty teoretické distrilimi funkced+(x) v bodech 8, 9, 10, 12, 16:

8-11
®,(8) = d| === | = d(- 095) =1- ®(095) =1- 0,82894= 017106
(8= 2 2] = of- 095)=1- (s
9-11
®,(9)= b ——=| = d(- 063)=1- d(063) =1-0,73565= 0,26435
1(0)= 0 22| = (- 069 =1- (063
. (10)=® 10-11) ®(- 032) =1- ®(032) =1- 0,62552= 0,37448
V10
12-11
@, (12) = o] ==—= | = ®(032) = 0,62552
(12)=0 22| = 0(032
16-11
@, (16) = d| ——== | = ®(158) = 0,94295
St SR

(@ je distribini funkce rozlozeni N(0,1).)



Rozdily mezi vyBrovou distribéni funkci F5(x) a teoretickou distribini funkci®1(x):

d; =0,2-0,17106 = 0,02894;
d,=0,4 —0,26435 = 0,13565;
d; = 0,6 — 0,37448 = 0,22552;
d, = 0,8 — 0,62552 = 0,17448,;
ds =1 -0,94295 = 0,05705.

Testova statistika: $= 0,22552, modifikovana kriticka hodnota pro n,=5 0,05 je 0,343.
Protoze 0,22552 < 0,343, hypotézu o norraaézamitame na hladivyznamnosti 0,05.



Testujeme hypotézu, Ze nahodny &K, ..., X, pochazi z norméalniho rozlozenil\6?).

Testova statistika ma tvar:

kde m = n/2 pro n sudé a m = (n-1)/2 pro n lichéeficienty &" jsou tabelovany.

Na testovou statistiku W Ize pohlizet jako na kaihei koeficient mezi usgadanymi
pozorovanimi a jim odpovidajicimi kvantily standaoyaneho normalniho rozlozeni.

V pripack, ze data vykazuji perfektni shodu s normalnimaoazhim, bude mit W hodnotu 1.
Hypotézu o normakitedy zamitneme na hladinyznamnostu, kdyz se na této hladin
neprokaze korelace mezi daty a jim odpovidajicivairkily rozlozeni N(0,1).

Lze takéftici, ze S — W test je zalozen na zjidt zda body v Q-Q grafu jsou vyzna#gnodliSné

od regresni fimky prolozenédmito body.



Testujeme hypotézu, ze nahodny &k, ..., X, pochazi z normalniho rozloZenii\N6?).

Testova statistika ma tvar:

AD = —% [iznl:(zi—1){|ncb[x(‘)s_mj+|n[1—cb(x”*l(‘S)_mDH -n,

kde X3 jsou vzestuph uspdadane realizace nahodného &gh @ je distribweni funkce

rozlozeni N(O,1).

Hypotéza H se zamita na hladirvyznamnosto, je-li vypatitana hodnota testové statistiky AD
vetSi nez kriticka hodnota ). Pro velky rozsah vyou se piblizna 95% kriticka hodnota

pacita podle vzorce

D, =1034g1-1013_ 09?’)

n n



Priklad:
Jsou dany hodnoty 10, 12, 8, 9, 16. Pomoci Liledua testu, S — W testu a A — D testu testujteladiré vyznamnosti
0,05 hypotézu, Ze tato data pochazeji z normalmibiozeni.

ReSeni:

Vytvoiime novy datovy soubor o jedné prmé nazvané X agfi pripadech. Do progmné X zapiSeme uvedené hodnoty.
Provedeni Lilieforsova a S-W testu:

V menu vybereme Statistiky — Zakladni statistikyitiky — Tabulkycetnosti — OK, Pro#nné X — OK. Na zalozce zvolime
Normalita a zaSkrtneme Leforgiv test a Shapiro — Witky W test — Testy normality.

Testy normality (Tabulkal)

N| max D |Lilliefors W p
Proménna p
X 5 0,224085 p>.20 0,912401 0,482151

Vidime, Ze testova statistika K-S testu je d = 82 odpovidajici Lilieforsova p-hodnota j&3i nez 0,2, tedy hypotézu o
normali€ nezamitame na hladivyznamnosti 0,05.

Testova statistika S-W testu je W = 0,9124, odpajiéi p-hodnota je 0,48215, tedy hypotézu o noitthakzamitame na
hladirg vyznamnosti 0,05.

Provedeni A - D testu:

Statistiky — Rozd8eni & simulace — proloZeni dat ragenimi — OK — Prorénné Spojité: X — na zalozce Spojité prameé
ponechame zaSkrtnuté pouze Normalni, na zaloZcedstiArybereme Anderson — Darling — OK — Souhrria@stiky
rozckleni.

Souhrn rozdéleni for Proménna: x (Tabulka4)

K-Sd K-S AD stat. | AD p-hodn. | Chi-kvadrat | Chi-kvadr. | Chi-kvadr. Posun
p-hodn. p-hodn. SV (prah/poloha)
Normalni (poloha,méritko) 0,224085/ 0,915101 0,295219 0,940172

Testova statistika A — D testu je 0,2952, odpovdig-hodnota je 0,9402, tedy hypotézu o noralézamiténe na hladig
vyznamnosti 0,05.




Vypocet doplnime NP plotem vyitenym pomoci systemu STATISTICA:
Grafy — 2D Grafy — Normalni pragédodobnostni grafy — Pramné X, zruSimerolbu
Neurtovat pfimérnou pozici svazanych pozorové OK.

Normalni p-graf Méfeni ( 1v*10c)
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0,0

Ocgekavar

-0,5

-1,0

Pozorovana hodnota



Poznamka o dalSich testech normality

Existuji testy normality zaloZzené na vybérove Sikmosti a Spi¢atosti. Pro nahodnou
veli¢inu s normalnim rozlozenim plati, Ze jeji Sikmost 1 Spicatost jsou nulové. Pro
vybér z normalniho rozlozeni by tedy vybérova Sikmost a Spifatost mély byt

blizké 0.
Necht X, ..., X, je nahodny vybér.

2 LimyXimM)®
3
[J% Z?=1(XE—M)2]

1 n

Vybérova Sikmost: A; =

Vybérova Spicatost: A, = -—3

J% Z?ﬂ(xi—f“‘)z

Lze dokazat, Ze pro vybér z normalniho rozlozeni plati:

E(A3) = 0, D(A3) = —22 _ F(4,) = —

(n+1)(n+3)’

6
n+1’

D(A;) =

24n(n=-2)(n-3)

(n+1)2(n+3)(n+5)



Test zaloZzeny na Sikmosti zamitne hypotézu o normalité na asymptotické hladiné
y : . A
vyznamnosti o, kdyz Us = 145

Jotag) = Hi-afz

D’ Agostintuv test: zavedeme pomocné veli¢iny

_ 3(m2+27n-70)(n+1)(n+3)
T (n=2)(n+5)(n+7)(n+9)

szm_]_’

1 2
d= mw’ 7 wi-1

Us Usy2
= 4 f(a) +1

rozlozeni N(0,1). Pro n>8 zamitame hypotézu o normalité pokud |Z3| = uy_4/5.

Testova statistikama tvar Z3 =d - In a plati, Ze ma pfiblizné

Test zaloZzeny na $picatosti zamitne hypotézu o normalité na asymptotické

hladin€ vyznamnosti a, kdyz U, = 144 —E(4,)] 2 Uy_g/2.

VvD(44)




