Parametrické ulohy o jednom nahodném vybru z normalniho rozlozeni

Motivace:
K nej¢astji pouzivanym statistickym metodam fatonstrukce interval spolehlivosti pro pa-

rametry normalniho rozlozei testovani hypotéz @thto parametrech. Normalni rozlozeni je

charakterizovano dvna parametry — &tdni hodnotow! a rozptylemo”. Budeme tedyesit

ulohy, které se tykajethto dvou parameir K tomu slouzi naip ] Ci
JMutzeme také mit k dispozici ndhodny ¥yla dvouroznirného rozlozeni s vek-

My
torem stednich hodno(uj a naSim ukolem bude posoudit rozdilno&tditich hodnott;, K.

K feSeni tohoto problému slouZzi



Rozlozeni statistik odvozenych z vydyoveho praméru a vybéroveho rozptylu

Necht Xy, ..., %, je nahodny vy z rozlozeni N¢, 6°). Pak plati

52 M-u
a)M~N(, ), tedyU= 0 ~N(, 1)
Jn
(Pivotova statistika U slouzifleSeni tloh @, kdyZc” zname.)
(n-s°
b)K="52 ~x(n-1).
(Pivotova statistika K slouZi#edeni tloh &, kdyZp nezname.)
n
Z(Xi -W)?
iI=1 >
C) o2 ~x(n).
(Tato pivotova statistika slouzitkSeni tloh @, kdyZp zname.)
M-u
dT= S ~t(n-l).
Jn

(Pivotova statistika T slouzileSeni tloh q, kdyZc* nezname.)



Vyswvétleni
ad a) Vykrovy praimér M je linearni kombinace nahodnych vali s normalnim rozlozenim, ma
tedy normalni rozloZeni s parametry E(M}=D(M) = ¢°/n. Statistika U se ziska standardizaci M.
ad b) Vhodnou Upravou vgového rozptylu § kde pouZijeme obrat (XM = (X; - ) — (M - p),

| (n-1S°
|ze statistiku K= o2 vyjadrit jako sowet kvadrat n - 1 stochasticky nezavislych nahodnych

veli¢in se standardizovanym norméalnim rozloZenim. Tentdet sefidi rozloZzenim®(n-1).

(X ~)?
i=1

ad c) Statistika o je sowet kvadral n stochasticky nezavislych nahodnych dialise

standardizovanym normalnim rozloZentfiidj se tedy rozlozeningf(n).

ad d) U ~ N(0, 1), K %*(n-1) jsou stochasticky nezavislé, protoze M §sBu stochasticky neza-

T U M-pu
vislé, tudiz statistika | K 'S ~t(n-1).
n-1 Jn




Priklad: Hmotnost batiku krystalového cukru baleného na automatické Isedédi normalnim
rozlozenim se #dni hodnotou 1002 g a srodatnou odchylkou 8 g. Kontrolor nah@drybira

9 balickd z jedné série a zjidlje, zda jejich pimérna hmotnost je&tSi nez 999 g. Pokud ne,
padnik musi zaplatit pokutu 20 00GKJaka je prawpodobnost, ze podnik bude muset zaplatit
pokutu?

Reseni:

X ~ N(1002, 64), M ~4\I(10026—;j

P(M <999) = M ~1002  599-1002) _ P(U < —9] = qa(_—gj =1- d)(g] =1- (1,125 =1-0,87076= 012924
\/& \/& 8 8 8
9 9
Pravdpodobnost, ze podnik bude platit pokutu, je asp%2,

Reseni pomoci systému STATISTICA

Vyuzijeme toho, ze STATISTICA pomoci funkce INorrfpamu;sigma) umi vypétat hodnotu
distribueni funkce normalniho rozlozeni séestni hodnotou mu a smodatnou odchylkou sig-
ma. TedyP(M <999 = (999, kded je distribwni funkce rozlozeni N(1002, 64/9).

Otevweme novy datovy soubor o jedné ptame a jednomijppadu. Dvakrat klikneme na nazev
proménné Prom1. Do Dlouhého jmena této peome naiSeme = INormal(999;1002;8/3).



\V/zorce pro meze 100(kx)% empirickych interval & spolehlivosti prop a ¢°
(vyuziti pivotove statistiky U)
Oboustranny: (d, h) = (M- Upyo, M +- Uyp)
n

Jn Jn
Levostranny: (de) = (m % Uy g, 90)
Pravostranny: e, h) = (v0, m +% Uio)
n

(vyuziti pivotoveé statistiky T)

Oboustranny: (d, h) = (m% t1.2(n-1), m +% t102(N-1))
n n
Levostranny: (deo) = (M % t1o(N-1), o0)

Pravostranny: e, h) = (<0, m +% t1o(n-1))



(vyuziti pivotové statistiky K)

Oboustranny: (d, h ’C (-2 ’ e J
- / ( )kle—alz(n—l) X2u/2(n—1)

2
Levostranny: (de) = ﬂ,wJ
v () (xzra01—n

s _ (n_l)SZ
Pravostranny: (e, h) = | -,
ravostranny: ¢e, h) ( 7 (n—1)j

Z(Xi —p)?
(vyuziti pivotové statistiky=————)
0)

[i(xi S 3 (% - )2
i=1

i=1

Oboustranny: (d, h ,
. )LXZM/Z(”) X2as2(N)

(% —p)°?
Levostranny: (dw) = |2 ——
X “1-a (N)
2 (x; —p)°
Pravostranny: ¢e, h) = | — o0, =

X%a (n)



Priklad: 10 krat nezavisle na sbbyla zngtena jista konstanta Vysledky néreni byly: 2 1,8 2,1 24 19 2,1 2 1,8
2,2. Tyto vysledky povazujeme Ziselné realizace nahodného ¥ X, ..., %0 Z rozloZeni Ng, ¢%), kde parametry, ¢°
nezname. Najite 95% empiricky interval spolehlivosti jak puptak pros” a to

a) oboustranny,

b) levostranny,

C) pravostranny.

ReSeni m = 2,06, §= 0,0404, s = 0,2014%,= 0,05, §,9749) = 2,2622,d059) = 1,8331y%.6749) = 19,023y 0249) = 2,7,
Y’0.049) = 16,919y%,059) = 3,325

ad a) Oboustranny interval spolehlivosti pri@dhi hodnotyu
d=m - - t, p(n-1) = 2,06 22215 5600 = 1 92
n

Jn V10
h=m + -3 t,,(n-1) = 2,06 +229115 5622 = 2 20
\/ﬁ la/2( ) \/E

1,92 qu < 2,20 s pravigphodobnosti aspn0,95.

Oboustranny interval spolehlivosti pro rozpil
e 2(n ~1s°  _9M,0404_ 00101
X%-a2(n-1) 19023
(hn-1s* _ 90404
X2a2(n-1) 27
0,0191 <° < 0,1347 s pravgpodobnosti aspo0,95.

h= = 01347




ad b) Levostranny interval spolehlivosti préesini hodnotyu

d=m _} t1(n-1) = 2,06 0’51%111,8331 = 1,94
n

1,94 qu s pravdpodobnosti aspo0,95.

Levostranny interval spolehlivosti pro rozpsyl

e (n-1s* _9m,0404
X4-«(n-1) 16919

6°>0,0215 s prawpodobnosti asfio0,95.

=0,0215

ad c) Pravostranny interval spolehlivosti pri@dhi hodnotyu

h=m +% t1(n-1) = 2,06 +0’jl%111,8331 =218
n

u < 2,18 s pravgpodobnosti aspn0,95.

Pravostranny interval spolehlivosti pro rozptyl
(n-1s* _ 90,0404
x%(n-1) 3325

6% < 0,1094 s prawpodobnosti asfio0,95.

h= =01094




Reseni pomoci systému STATISTIC:

Vytvorime novy datovy soubor o jedné pr&meé X a 10 fipadech. Do progmne X napiSeme
dané hodnoty.

Statistika — Zakladni statistiky a tabulky — Pogistatistiky — OK — Protmné X — OK — De-
tailni vysledky — zaskrtneme Meze spolehfirpr a Meze sp. sén. odch. (ostatni volby zrusi-
me) — pro oboustranny 95% interval spolehlivostigchame implicitni hodnotu pro Interval
95,00, pro jednostranné intervaly amime hodnotu na 90,00.

Vysledky pro oboustranné 95% intervaly spolehlivpsb stedni hodnotu, pro snérodatnou
odchylkuc a rozptyls®:

Int. spolehl. |Int. spolehl. | Spolehlivost | Spolehlivost |NProml1l |NProm2

-95,000% 95,000 Sm.Odch. Sm.Odch. =v3 "2 =v4 N2
Proménna -95,000% +95,000%
X 1,916136 2,203864 0,138329 0,367145 0,019135 0,134795
Vidime, ze

1,92 <u < 2,20 s pravighodobnosti aspo0,95,
0,1383 <0 < 0,3671 s pravpodobnosti aspn0,95.
0,0191 <6” < 0,1348 s pravgpodobnosti aspgp0,95.



Vysledky pro jednostranné 95% intervaly spolehltvpso stedni hodnoty, pro snérodatnou
odchylkuc a rozptyls®:

Int. spolehl. |Int. spolehl. | Spolehlivost | Spolehlivost |NProml1l |NProm2

-90,000% 90,000 Sm.Odch. Sm.Odch. =v3"2 =v4/2
Proménna -90,000% +90,000%
X 1,943421 2,176579 0,146678 0,330862 0,021514 0,10947
Vidime, ze

u> 1,94 s prav&podobnosti aspn0,95,
u < 2,20 s pravégpodobnosti aspn0,95,
o > 0,1467 s prawpodobnosti aspn0,95,
o < 0,3309 s prawpodobnosti aspn0,95,
6° > 0,0215 s prawpodobnosti aspgo0,95,
6% < 0,1095 s prawgpodobnosti aspp0,95,



Jednotlivé typy testi pro parametry normalniho rozlozeni
a)Necht’ Xy, ..., X%, je nahodny vy& N(u, 6°), kdes® zname. Nechn> 2 a c je konstanta.
Test H: u=c proti H: pu #2C se
b)Necht X, ..., %, je nahodny vy& N(u, 6°), kdes” nezndme. Ne¢hn> 2 a c je konstanta.
Test H: u = c proti H: u #Cc se nazyvé

c)Nech Xy, ..., %, je ndhodny vy& N(u, 6°), kdep nezname. Ne¢hn > 2 a ¢ je konstanta.
Test H: 6°= ¢ proti H: 6° ¢ se nazyvé



Provedeni testi 0 parametrechy, o> pomoci kritického oboru

a) Provedeni jednovybového z-testu
m-—C

Vypocteme realizaci testového kritéfia™ g . Stanovime kriticky obor W. Pokugl® W,

Jn

Ho zamitame na hladinvyznamnosti a @ijimame H.

Oboustranny tesiTestujeme kt pu = ¢ proti H: p #c. Kriticky obor ma tvar:

W= (_ 0, ul—a/2> N <U1—a/2v°°)-

Levostranny testTestujeme kt w = ¢ proti H: p < c. Kriticky obor méa tvarW = (— 00, =~ U, ).
Pravostranny tesiestujeme kt pn = ¢ proti H: p > c. Kriticky obor ma tvarW = (U, ).



b) Provedeni jednovyinoveho t-testu
m-—C

Vypocteme realizaci testového kritéria™ s . Stanovime kriticky obor W. Pokugl@ W, Hg

Jn

zamitame na hladéwvyznamnosto a @jimame H.

Oboustranny tesiestujeme kt pn = ¢ proti H: p #c. Kriticky obor ma tvar:

W= (_00' _tl—alz(n _1)> [ <tl—a/2(n _1)’00) .

Levostranny tesfTestujeme bt u = ¢ proti H: p < c. Kriticky obor mé tvarw =(-e,-t,, (n-1)).
Pravostranny tesTestujeme kit n = ¢ proti H: p > c. Kriticky obor ma tvarw =(t,_, (n-1),).



c) Provedeni testu o rozptylu

(n-1)s?

Vypocteme realizaci testového kritéria:T. Stanovime kriticky obor W. Pokugt W,
Ho zamitdme na hladénvyznamnostix a @ijimame H.

Oboustranny tesTestujeme kit 6= ¢ proti H: 6%#c. Kriticky obor ma tvar:.

W = (0,x%ar2(n~1)) O (XPware(n=1) o)
Levostranny testTestujeme kt 6 = ¢ proti H: 6° < c. Kriticky obor ma tvarw = <0 ( 1)>
Pravostranny tesTestujeme bt 6 = ¢ proti H: 6° > c. Kriticky obor ma tvarw <



Priklad: Podle udaj na obalwokolady by jejicista hmotnost &la byt 125 g. Vyrobce dostal
nékolik stiznosti od kupujicich, ve kterych tvrdiie hmotnostokolad je nizsi nez
deklarovanych 125 g. Z tohotégwbdu odaleni kontroly nahod&ivybralo 50¢okolad a zjistilo,
ze jejich pimérna hmotnost je 122 g a srdatna odchylka 8,6 g. Zaqupokladu, ze hmpost
cokolad seidi normalnim rozlozenim, i@eme na hladivyznamnosti 0,01 povazovat stizni
kupujicich za oprawme?

Reseni Xy, ..., X0 je ndhodny v z N(u, 6°). Testujeme hypotézugHu = 125 proti
levostranné alternaidvH;: p < 125.

ProtoZe nezname rozpiyt, pouZijeme jednovydsovy t-test.

Realizace testové statistiky:

_m-c _122-125

bh="g sg = 24667
Jn J50

Kriticky obor W = (=00, =t (n=1)) = (- 0, ~ t 6o (49)) = (~ 00,~ 24049
Jelikoz testova statistika se realizuje v kritickéboru, zamitame nulovou hypotézu na hladin
vyznamnosti 0,01. Stiznosti kupujicich tedy Izegmwat za opravme.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Tesbgdili: r, %, piméry — OK —vybereme Rozc
mezi d¥ma pamery (normalni rozdleni) —zaskrtneme Vy&rovy primér vs. Stedni hodnota
zvolime jednostr. — do pdka Prl napisee 122, do potka SmOd1 napiseme 8,6, do pké
N1 napiSeme 50, do pcka Pr2 napiSeme 125 - Vymi. Dostaneme pednotu 0,0086, tel

zamitame nulovou hypotézu na hladiuyznamnosti 0,01

e e S S e e ———— r 3
| g Testy rozdild: r, %, praméry: mereni_konst.sta | 5[]

Rozdil mezi dvéma korelacnimi kosficienty

rl: 0.00 Ell N1: 10 '%} STy Jednosir wiﬂ
2 000 [ 2o p 10000 e

Rozdil mezi dvéma priméry (nomaini rozdéleni)

Pri: 122 [EJsmodt:86 [ Ni:so [E] 0088 [ Wpocet |
P2 125 |2 i B nzh H 9! Jednostr

7] Woleows piimi ve. sifedni hodnota Uogusts

Rozd i mez dvéma pomény
Jednostr. | Vipodet |
@) Dboustr,

P1: so000CE N1 10

-

sooooc (& 0
P2 50000015 N2 10

L
p: 1.0000

?
k][4l




Priklad

Bylo provad¢no sledovani obsahu vitaminu C ve vzorcich mrkverakbyla zakoupena na

biofarnmg€. Celkem bylo provedeno analytické stanoveni obsataminu C ve 20 vzorcich

mrkve a byly zjiStny nasledujici koncentrace (v mg/kg):

41,1; 32,6; 28,9; 19,6; 23,6; 35,0; 36,7; 45,9; 49,85;38/,8; 24,6; 29,6; 47,7; 41,6; 39,8; 15,6;

34,1; 44,0 a 55,8

Primerny obsah vitaminu C v mrkvi, ktery je uvdyv literatue, je 35 mg/kg.

LiSi se obsah vitaminu C stanoveného ve vzorcickvenz biofarmy od pmeérné hodnoty

uvacne v literatie?

Reseni:Xy, ..., X0 je nahodny vyér z N(u, 6°). Testujeme hypotézugHu = 35 proti

alternativ Hq: p # 35.

Jde o ulohu na jednov§tovy t-test. Pimér a smérodatna odchylka: m = 34,86, s = 11,0872
~_m-c_3486-35 _

Realizace testové statistiky: S 11,0872 0’0565.

Jn J20
Kriticky obor je

W = (_ ©, = tl—a/2(n _1)> L <t1—a/2(n _1)’ °°) = (_ o, —1 0975(19)> L <t 0975(19)’ °°) =
= (~ e, 2,093 0(2,093 )

Testova statistika se nerealizuje v kritickém obtedy hypotézu b u = 35 nezamitame na hladin
vyznamnosti 0,0!




Vypocet pomoci systemu STATISTICA:

Oteweme datovy soubor mrkev.sta s jednou gramou X a 20 fipady. V prondnné X jsou
zapsany zji$iné hodnoty obsahu vitaminu C.

Nejprve pomoci N-P grafu a Shapirova — Wilkovauesgiime, zda data pochazeji

z normalniho rozlozeni.

Grafy — 2D Grafy — Normalni pra¥dodobnostni grafy — Prainna X — OK - odsSkrtneme
Neurovat pfimérnou pozici svazanych pozorovani — zaskrtneme &mapiVilkav test - OK.

ol gafax Body v N-P grafu jsou blizko idealnfimky.

S-W test poskytl p-hodnotu 0,9535, tedy na hl&din
vyznamnosti 0,05 nezamitame hypotézu
0 normalit.
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X: SW-W = 0,9816; p=0,9535 Pozorovany kvantil




Provedeni jednovylgéroveho t-testu:

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — t-teshmost. vzorek — OK — Prégmné X — OK. Do Referemi
hodnoty napiSeme 35, na zalozce Moznosti zaskrtngmecet mezi spolehl. — Vypget. Dostaneme
tabulku:

Test pramérud vuci referenni konstanté (hodnoté) (mrkev.sta)
Pramér Sm.odch. N Sm.chyba Int. spolehl. Int. spolehl. Referenéni t SV p
Proménna -95,000% +95,000% konstanta
X: obsah vitaminu C v mrkvi 34,86000 11,08719 20 2,479170 29,67104 40,04896 35,00000 -0,056471 19  0,955557

Test pomoci intervalu spolehlivosti:S prav@podobnosti 95 % se neznamiéedhi hodnota obsahu
vitaminu C nachazi v intervalu 29,67 mg/kg az 40v@kg. Protoze referéni konstanta 35 mg/kg se
nachazi v tomto 95% intervalu spolehlivosti, hyaotél,: 1 = 35 nezamitame na hladimyznamnosti 0,05.

Test pomoci p-hodnoty:Protoze p-hodnota je 0,9556, coz SV nez hladina vyznamnosti 0,05, hypotézu
Ho: 1 = 35 nezamitame na hladimyznamnosti 0,05.



Nahodny vybér z dvourozmérného rozlozeni

X1 Xn
Nech’ (YJ’""(YJ je nahodny vyér z dvouroznirného rozlozeni,jpéiemz n> 2. Ozng&ime

UL =L - up a zavedeme Z1=X1-Yq, oo, o= Xi-Yp, O EMZ
predpokladame, ze s&li nornalnim rozlozenim.

1 1<
Vypocteme M ==>7 §=-3(z _M)Z.
Nz Nz

Vzorec pro meze 100(Xx)% empirického intervalu spolehlivosti pro stredni hodnotu
rozdiloveho nahodného vybru
S

Oboustranny: (d, h) = (m%n (1), M+ t(n-1))
Levostranny: (dy) = (m % t14(N-1), o)

Pravostranny: ¢e, h) = (<0, m + % t1o(n-1))



Priklad: Dvéma rozdilnymi laboratornimi metodami se tpigal obsah chemické latky
v roztoku (v procentech). Bylo vybrano 5 vzok proméreno olgma metodami. Vysledky
meieni jsou obsazeny v tabulce:

dislovzorkul |2 |3 |4 |5
1. metoda | 2,3,92,12,4/2,6
2. metoda | 2,4£,02,02,312,5

Za predpokladu, ze data maji normalni rozlozeni, sestff)% empiricky interval spolehlivosti
pro rozdil stednich hodnot vysledkobou metod.

Reseni:

Prejdeme k rozdilovemu ndahodnému ¥sth jehoz realizace jsou: -0,1 -0,1 0,1 0,1. 0,1
Vypoéteme m = 0,02,°s= 0,012, s = 0,109545iépokladame, Ze tato data pochazeji

z normalniho rozloZeni N(¢%). Vypoiteme meze 90% oboustranného intervalu spolehlivosti
pro u pri neznaméns:

d=m —%tl_a,z(n ~1)= o,oz—%ﬁst E o,oz—%ﬁsmslsz —0,0844
n
h=m+—t_ (n-1)= 002+ 2209945 (4)= 000+ 9199595 1318 01244
Vn J5 V5

-0,0844 <u < 0,1244 s pravipodobnosti aspn0,9.



Vypoéet pomoci systemu STATISTICA:
Vytvorime novy datovy soubor o 3 prémmych a 5 fipadech. Do 1. proémne X napiSeme

hodnoty pro 1. metodu, do 2. prénme Y hodnoty pro 2. metodu a do 3. péome Z rozdily
mezi X a'.

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Pog@statistiky, OK - Prognné Z, Detailni
vysledky — zasSkrtneme Meze spolehlarfar — Interval 90% - Vypiet. Dostaneme tabulku:

Popisné statistiky (chemicka latka)

Int. spolehl. |Int. spolehl.
Proménna | -90,000% 90,000

Z -0,084439 0,124439

Vidime tedy, ze -0,0844 k< 0,1244 s pravgpodobnosti aspo0,9.



Parovy t-test
X, Xn) . . ) L 5 )

Nech’ v, ) v |le nahodny vy& z dvourozmirného rozlozeni,jpiéiemzn=2. Ozn&ime
H=u, -, a zavedeme rozdilovy nahodny ¥k, =X, -Y,,...,.Z, =X, -Y,, jehoz vykrovy

1 1
pramer jeM :HZZi a vyksrovy rozptyl jeS’ :n—_12(2i -M)* . Predpokladame, Ze tento

i=1 i=1

nahodny vybr pochazi z normalniho rozlozeni. Test hypotézyzdlita stednich hodnof, -1,

se nazyvdarovy t-testa provadi se stejrjako jednovybrovy t-test aplikovany na rozdilovy
nahodny vybr Z, =X, -Y,,....Z, =X, -Y,.

Provedeni paroveého t-testu
_m-c
Vypocteme realizaci testového kritéfia™ s . Stanovime kriticky obor W. Pokug® W,

Jn

Ho zamitame na hladinvyznamnosti a @ijimame H.

Oboustranny tesffestujeme It u = ¢ proti H: p #c. Kriticky obor ma tvar:

W= (_oo’_tl—cxlz(n _1» 0 <t1—a/2(n ~1),00).

Levostranny testTestujeme kt p = ¢ proti H: p < c. Kriticky obor ma tvarw =(-«,-t, (n-1).
Pravostranny testestujeme kit u = ¢ proti H: p > c. Kriticky obor ma tvarw =(t,,(n-1),).



Priklad: V nasledujici tabulce jsou udaje o vynosnosti desé 12 nahaw vybranymi firmami
pii investovani do mezinarodniho podnikani (&ek X) a do domaciho podnikani (Jtia Y):

c.firmy|1/2|3|4|5/6|7|8|9/101112
X 1012141212174 9|159(11 7|15
Y 11141311131610131117/ 919

(Vynosnost je vyjatkena v procentech agustavuje podil na zisku vlozenych investic za)rok.
Za predpokladu, ze data pochazeji z dvourdzmého rozlozeni a jejich rozdil seli normalnim
rozlozenim, na hladéinvyznamnosti 0,1 testujte hypotézu, ze neexistgdit mezi stedni
hodnotou vynosnosti investic do mezinarodniho aatmho podnikani proti oboustranné
alternatie.

Testovani prowéte

a) pomoci intervalu spolehlivosti,

b) pomoci kritického oboru.

(Pro Uspor@asu mame uvedeny realizace &ggyého piméru m = - 1,3 a vyksrového rozptylu
s = 4,78 rozdilového nahodného w§tu Z = X — Y;, i = 1, ..., 12.)



Reseni:
Testuieme gt p =0 protiH: u#0
ad a) 90% interval spolehlivosti praeini hodnotu pii nezndmém rozptyla® méa meze:

d=m —%to,%(n ~1)=-13- jl;;817959: —2,4677
h=m +%t0’95(n ~1)=-13+ E817959: ~01989

Protozecislo ¢ = 0 nelezi v intervalu (-2,4677; -0,1989),2dmitame na hladinvyznamnosti
0,1.

¢ =M=C_ ~13 _ 511085
ad b) Vyp@itame realizaci testové statistiky S _ 4,78
T

Stanovime kriticky oboM = (= 0, =t g5 (10) 0 (t 5 (1.2), ) =(= 0, - 17959 0 (1,7959 o)
Protoze testova statistika se realizuje v kritick#yoru, nulovou hypotézugttamitame na
hladiné vyznamnosti 0,1.



Vypoéet pomoci systéemu STATISTICA:

Vytvorime novy datovy soubor o 2 prémmych a 12 fipadech. Do 1. proémné X napiSeme
hodnoty pro mezinarodni podnikani, do 2. ptanmé hodnoty pro domaci podnikani.
Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — t-t@sd zavislé vzorky, OK - Prognné X, Y — OK
— Vypocet. Dostaneme tabulku:

t-test pro zavislé vzorky (investovani)
Oznac. rozdily jsou vyznamné na hlad. p <,05000

Pramér | Sm.odch. | N | Rozdil | Sm.odch. t sV p
Proménna rozdilu
X 11,91667 2,937480
Y 13,25000 3,048845| 12 -1,33333 2,188122 -2,11085 11 0,058490

Vypoctenou p-hodnotu 0,05849 porovname se zvolenourdadryznamnost. = 0,1. Protoze
p < a, zamitame nulovou hypotézu nadirg vyznamnosti O,1.



Parametrické ulohy o jednom nahodnem vybru z alternativniho rozlozeni

Motivace:
Predpokladame, ze provadime n-krat nezavisle natyalmahodny pokus a sledujeme vyskyt

né¢jakého jevu, jehoz pra¥godobnost nastoupeni v libovolnémeéeto n pokus je rovna
nezndmému parametfl. Zavedeme nahodné wgtiy X,,..., X, pricemz X; =1, kdyZ v itém
pokusu nastal sledovany jewa =0 jinak, | =1...,n. Tyto ndhodné valiny tvoti nahodny
vybeér z rozloiem’A(ﬁ). Pomoci tohoto nahodného b mizeme konstruovat interval

spolehlivosti pro neznamy parametrnebo testovat hypotézu o tomto parametfitof jako

_15
bodovy odhad parametf slouzi vylErovy praimer M= E;Xi , ]. relativnicetnost vyskytu

sledovaného jevu.



Opakovani:
Nahodna veliina X udava peéet usgchi v jednom pokusu,iptemz
praviEpodobnost Usichu jes. PiSeme X ~ A{).

(1-9 prox=0 9 (L-9)" 01
m(x)={9prox=1  neboli T[(X):{ ) Prox==5,
. 0 jinak
|0 Jinak

Nahodna vetiina X udava pe&et usgchi v posloupnosti n nezavislych opakovanych
pokusi, pricemz pravdpodobnost usichu je v kazdém pokusu. Piseme X ~ Bi(,).

n
I3*A-3)"" prox=0,...,n
n<x>=n(><)=<U SR
|0 Jinak

X
E(X) =n9, D(X) =ns (1-9)
(Alternativni rozlozeni je specialnintipadem binomického rozlozeni pro n = 1.

Jsou-li X, ..., X, stochasticky nezavislé ndhodné #ely, Xi ~ A(s),i=1, ..., n, pak X :ixi ~ Bi(n, 9).)




Jsou-li ndhodne veiiny X4, ..., X, stochasticky nezavislé a vSechny maji stejné rerlose

sttedni hodnotow a rozptylems?, pak pro velka n (& 30) lze rozloZeni sa@itu ;Xi aproxi-

n
—_ 2
movat normalnim rozloZzenim N¢nnc?). Zkraces pl'éemezllxi = N(nu,no )
1=

ixi — N

Pokud sotet Z;Xi standardizujeme, tj. vyt¢ome nahodnou velinu U,=-= y pak

rozlozeni této nahodné vahy Ize aproximovat standardizovanym normalnimaaehim.
Zkracert piSeme = N(0,1).



Asymptotické rozlozeni statistiky odvozené z vydsového priumeéru.
Nech’ Xy, ..., X, je nahodny vylr z rozlozeni A@) a nechi je splréna podml'nkanﬁ(l—ﬁ) >9,
_ M-3
Pak statistika /Sil—ﬂi konverguje v distribuci k nahodne v@ti¢ se standardizovanym
n

normalnim rozlozenimR({kame, Zze U ma asymptoticky rozlozeni N(0,1) arp&é&)~ N(0,1).)
Vysvétleni:

Protoze X, ..., X, je ndahodny vybr z rozlozeni A@ ), bude mit statistika Y= ;Xi (vybérovy
Ghrn) rozlozeni Bi(nd ). Y, ma stedni hodnotu E(Yj = n9 a rozptyl D(Y;)) = n9({1-9). Podle

Y, —no
centralni limitni ¥ty se standardizovana statistika _q) asymptotickyridi
Jn9(1-9)

standardizovanym normalnim rozIoZem’m N(0,1). Paktadele i jmenovatele p&time n,

Yn _
i_s ZX -9 -

dostaneme vyjaénl /nﬁil Si 81 ) / ( )




Vzorec pro meze 100(1x)% asymptotickeho empirickeho intervalu spolehlivos
pro parametr 9.

Meze 100(1e)% asymptotickeho empirickeho intervalu spolehlivpso paramets jsou:

d=m- Mul—a/z h=m+ @ul—alz'
n

Vysvétleni:

Pokud rozptyID(M ) = 8(1_8) nahradime odhaderl‘}“{I (1_ M ) konvergence nahodné vili
n n

ny U k veliing s rozlozenim N(0,1) se neporusi. Tedy

M-3
1-a/2 < M (1_ M) < ul—a/Z
e

= F{M —\/M 4= M)ul—a/2 <d<M +\/M Cn M)ul—a/2j
n

(9 0=:1-a<P —-u

n



Priklad:

Nahodr bylo vybrano 100 osob a zjito, Zze 34 nich nakupuje v internetovych obchodech. Neg®5%
asymptoticky interval spolehlivosti pro praymbdobnost, Ze ndho&inybrana osoba nakupuje

Vv internetovych obchodech.

Reseni

Zavedeme nahodné véhy Xj, ..., X0, piicemz X = 1, kdyZ i-ta osoba nakupuje v internetovych abch
dech a X=0jinak, i=1, ..., 100. Tyto ndhodné ¥ely tvori nahodny vybr z rozlozeni A§).

n =100, m = 34/10Qy = 0,05, Uyp = W o75= 1,96.

Oveéreni podminky | (1-9) > 9: paramets nezname, musime ho nahradit sdyym pitimérem. Pak
100.0,34.0,66 = 22,44 > 9.

034(1- 034 034(1- 034
d:0,34—\/’3( 34 34(1- 034)
10C 10C
S prav@podobnosti fiblizn¢ 0,95 tedy 0,2472 ¢ < 0,4328. Znamena to, ze s pr&vddobnosti pblizné
95% je v uvaZované populaci nejnséid, 7% a nejvice 43,3% osob, které nakupuji v mgEvych obcho-
dech.

196=0,2472h = O,34+\/ 196=0,4328



Vypoéet pomoci systému STATISTICA:
Statistiky — Analyza sily testu — Odhad intervallieden podil, Z, Chi-kvadrat test — O®ezorovany pod
p: 0,34, Velikost vzorku: 100, Spolehlivost: 0,9%ypocitat.

Dostaneme tabulku:

Hodnota
Podil vzorku p 0,3400
Velikost vz. ve skup. (N) | 100,0000
Interval spolehlivosti 0,9500
Meze spolehlivosti:
Pi (pfesné):
Dolni mez 0,2482
Horni mez 0,4415
Pi (priblizné):
Dolni mez 0,2501
Horni mez 0,4423
Pi (pGvod.):
Dolni mez 0,2472
Horni mez 0,4328

Zajima nas vysledek uvedeny v daiakti tabulky, tj. Pi (fivod.). Zji¥ujeme, Ze s pra¥godobnosti aspo
0,95 se prawpodobnost nakupu v internetovych obchodech budghmfat v mezich 0,2472 az 0,4328.



Testovani hypotézy o parametrud
Necht Xy, ..., X, je ndhodny vybr z rozloZzeni AQ) a necli je splréna podminkeﬂﬁ(l—ﬁ) >0,
Na asymptotické hladévyznamnosti testujeme hypotézu

Ho: U = c proti alternatiy Hy: O # ¢ (resp. H: O < cresp. kit 9 > c).

—C
Testovym kritériem je statistikd,, = T ktera v pipact platnosti nulové hypotézy ma
c(l—cC

n

asymptoticky rozlozeni N(0,1). Kriticky obor ma tvéV/ = (— 0, ~U,_ )0 <u1_a,2,00) (resp.
W = (— o,-u, ) resp.W =(u,_, ,00)).

(Testovani hypotézy o parametrdze samoiejmeé provést i pomoci 100(&)% asymptotického intervalu

spolehlivosti nebo pomoci p-hodnoty.)



Priklad: Podil zmetk pii vyrobé urcité sokastkycini 4 = 0,01. Bylo nahodhvybrano 1000 vyrobka zjistilo se, Ze mezi nimi je 16 zmétk
Na asymyotické hladit vyznamnosti 0,05 testujte hypotézy W = 0,01 proti oboustranné alternatid,; © # 0,01.

Resenf

Zavedeme ndhodné v@hy Xj, ..., Xio00 piicemz X = 1, kdyz i-ty vyrobek byl zmetek g X 0 jinak, i = 1, ..., 1000. Tyto ndhodné vely
tvori nahodny vybr z rozloZzeni AQ ).

Testujeme hypotézugdd = 0,01 proti alternativH;: & # 0,01.

Zname: n = 1000m :% = 0016, c = 0,010 = 0,05, Yy2 = W 975= 1,96

Oweteni podminkynd(1-9) >9: 1000.0,01.0,99 = 9,9 > 9.

m-c _ 0016- 001 _

\/c fi-c) \/ 0010099

Realizace testoveho kritérig; =

n 1000
Kriticky obor: W = (— 0, —U 0975> 0 <u 09751 oo) = (—oo,— 196) 0 (196, ). ProtoZe 1,907] W, Hy nezamitame na asymptotické hladin
vyznamnosti 0,05.

m(L-m) [ 001610984
d=m—‘/—u = 0016- .| ———"°"196=0,0082
n rarz = 0P 1000 9

m(L—m) 001610984
h:m+‘/—u = 0016+, |———"°7196=0,0238
n rarz = O 1000 9

Protozegislo ¢ = 0,01 leZi v intervalu 0,0082 az 0,0238nzamitame na asymptotické hladuyznamnosti 0,05.

ProtoZe testujeme nulovou hypotézu proti oboustatternati¥, vypacteme p-hodnotu podle vzorce:
p =2 min{®(1,907), 19(1,907) } =2 min { 0,97104, 1 — 0,97104 } = 0,0%279
ProtoZe vypétena j-hodnota je ¥tSi nez hladina vyznamnosti 0,(Hy nezanitame na asymptotické hladiryznamnosti 0,0!



Vypocet pomoci systemu STATISTICA (pouze piblizny):

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Testydila: r, %, paiméry — OK — vybereme Rozdil mezi &éima pongry — dc
policka P 1 napiSeme 0,016, do pkd N1 napiSeme 1000, do pdda P 2 napiSeme 0,01, doligkia N2 napiSeme 327
(vetSi hodnotu systém neumozni) - V¢pt Dostaneme p-hodnotu 0,0626, tedy nezamitanwowlhypotézu na hlacdi

vyznamnosti 0,05.

7 Testy rozdili: r, %, priméry: Tabulka3

[- ::..__E:! ks it eciitnbeas -__-_____:::-_.E-_-:.;' (i) [V] sl.l:ﬂ"lﬂ‘
Hozdil mezi dvéma korelacnim koehcienty

a: fooo [ wefio C Jednosy,  Vipolet |
2 o0 [ w0 @ P& Oboust

: Rozdil mezi dvéma piiamény [nn:nim:élr{i- razdéleni] |

pi: o [Esmodr[i. @ Nifi0 B p1o000  Viposst |

Pi2: IL'E, ESdeE:it_ E N?.['IEI @ " Jednost,

&+ Oboustr,

[T Wibérow) primér vs. stfednl hodnota
— Rozdil mezi dvéma pomény

P1: [o1600 (8] ni:fioc0 [
p2 [01000 E N2 [32767 @

P 0626




