Neparametrické testy o medianech

Osnova:
- jednovylgrove a parove testy

- dvouvylEroveé testy

- neparametrické obdoby jednofaktorové analyzy tydap

Motivace: Pxi aplikaci t-test ¢i analyzy rozptylu by @y byt splreny urcité predpoklady:

- normalita dat (pro vyyy vétSich rozsatn (n > 30) nema mirné poruseni normality zavazny
dopad na vysledky)

- homogenita rozptyil

- intervalovyc¢i pomgrovy charakter dat

Pokud nejsou tytofedpoklady splény, pouzijeme tzv. neparametrické testy, které nastyig

predpoklad o konkitnim typu rozlozeni (napnormalnim), sté naf. predpokladat, ze

distribuweni funkce rozlozeni, zaémoz ndhodny vydr pochazi, je spojita.

Nevyhoda- ve srovnani s klasickymi parametrickymi testy jseparametrice testy slabsi, tzi

ze nepravdivou hypotézu zamitaji s mensSi pfpwdobnosti nez testy parametricke.

V této kapitole se omezime na ty neparametrické tkttyese tykaji mediari.



Jednovybkérové testy(Jde o neparametrické obdoby jednasrglvého t-testu a paroveho t-testu.)

Znaménkovy test a jeho asymptotick& varianta
Nech’ X,,..., X, je ndhodny vy&r ze spojitého rozlozeni. Neth ., je medianem tohoto rozlozeni a c je realna komstan

Testujeme hypotézH, : x ., =c proti oboustranné alterna#iH, : x .., # c (resp. proti levostranné alternativ

H, X5 <cresp. proti pravostranne alternatiM, : x .., > c).

Znaménkovy test se ri@stji pouziva jako parovy test, kdy mame nahodny&yae spojitého dvourozémého rozlozeni
@j@:j a testujeme hypotézu o rozdilu mediail H, : X g5, = Y os0 =€ Proti H, 1 X 50 = Y o5 # € (resp. proti jednostran-
nym alternativam). ¥&jdeme k rozdlim z, =X, -v,,...,Z, =X -Y, atestujeme hypotézu o mediaschto rozdit, tj.

Hy 1z =C.

a) Utvaime rozdilyD, = X, —cpro jednovylrovy test respD, =z, —c pro parovy test,=1,...,n. (Jsou-li gkteré rozdily
nulove, pak za n bereme jencpb nenulovych hodnot.)

b) Zavedeme statistikg, ", ktera udava pet €ch rozditi D;, které jsou kladnés,” je sodtem ndhodnych velin

s alternativnim rozlozenim (i-ta4 vé&la nabyva hodnoty 1, kdyz i-ty rozdil je kladnfi@dnoty O, kdyz je zaporny). Plati-li
Ho, pak pravdpodobnost kladného i zaporného rozdilu je stegdy $,° ~ Bi(n,1). Z vlastnosti binomického rozloZeni
plyne, ZeE(s,” )=z, D(s,")=2.

c) Stanovime kriticky obor.

Pro oboustrannou alternatiw:=(0,k,) 0(k,,n), pro levostrannou alternativav = (0,k,), pro pravostrannou alternativu:
W =(k,,n).

(Nezaporna celéisla k, k, pro oboustranny test i pro jednostranné testy&ji v tabulkové filoze. Pozor <isla k, k,

pro oboustrannou alternativu jsou jina nez pro gsti@nné alternativy! )

d) Ho zamitame na hladérvyznamnostia, kdyzs,” oW .



Pro velka n (prakticky > 20) Ize vyuzit asymptotické normality statistiky .

Testova statistikd), = > \/B(ZEZ) =5 \f_ : ma za platnosti Hlasymptoticky rozlozeni(oy).
4

Kriticky obor pro oboustranny testV = (-,-u, ) 0(u,,,,).
Kriticky obor pro levostranny test = (— 00,~U,__ ).
Kriticky obor pro pravostranny testy = <u1_a ,oo).

Aproximace rozlozeninN(0 zlepS| kdyz pouzijeme tzu: sTestova
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statistika pak ma tvai , pricemzi pricteme, kdyZS,” <4 a odéteme v opaném
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pripack.



Priklad na jednovybérovy znameénkovy test:

U 10 nahoda vybranych vzork benzinu byly zji&iny nasledujici hodnoty oktanovebisla:
98,2 96,8 96,3 99,8 96,9 98,6 95,619B7,7 98,0.

Na hladirg vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Zze median okistmmiisla je 98 proti
oboustranné alternatiy

Reseni

rozdily x - 98:0,2 -1,2 -1,7 18 -1,1 0,6 -289 -0,3 0,0

S;" = 3, nenulovych rozdilje 9. Ve statistickych tabulkach najdeme pro nao9= 0,05
kritické hodnoty k= 1, k = 8. ProtoZe kriticky obow =(01) [ (89) neobsahuje hodnotu 3,

nemizeme H zamitnout na hladinvyznamnosti 0,05.



Vypoéet pomoci systéemu STATISTICA:

Vytvorime novy datovy soubor sed@aa proménnymi a 10 pipady. Do prordinné X napiSeme
hodnoty oktanovéhgisla a do prognné konst ulozimeislo 98.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnamiudzavislych vzork — OK — 1. seznam
promennych X, 2. seznam pramnych kons— OK — Znameénkovy test.

Znameénkovy test (oktanove cislo)
Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000
Pocet | procent Z Uroven p

Dvojice proménnych|rlznych | v<V
X & konst 9 66,66667 0,666667 0,504985

Vidime, ze nenulovych hodnot n = 9. Z nich zapornyct6,7%, tj. 6. Hodra testove statistil
S, =9 — 6 = 3. Asymptoticka testova statistika(zde ozn&ena jako Z) se realizuje hodnotou
0,6667. Odpovidajici asymptoticka p-hodnota je B,5dy na asymptotické hladin
vyznamnosti 0,05 nezamitame hypotézu, ze mediamokéocisla je 98.

V tomto @ipack neni splgna podminka pro vyuziti asymptotické normality
statistiky $7, tj. n > 20. Je tedy vhodj$i najit v tabulkach kritické hodnoty pro znaménkov
test. Pro n =9 a = 0,05 jsou kritické hodnoty .k 1, k = 8. Protoze kriticky obor
W =(01) 0 (89) neobsahuje hodnotu 3, nezamitame&i hladi vyznamnosti 0,05.

Dostavame tyz vysledek jakdi pouziti as'mptotického tstu.



Priklad na parovy znamenkovy test
U 9 nahodg vybranych manzelskych pabyl zjistn primérny rocni prijem (v tisicich K).

¢islo paru 1 12| 3| 4| 5] 6| 7| 8 9
prijem manzela| 216| 336| 384| 432| 456| 528| 552| 600| 1872
prijem manzelky 336| 240| 192| 336| 384| 288| 960| 312|576

Na hladirt vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze medi&ijynp manzel a manzelek jsou
stejne.

Reseni:

Jedna se o parovy test. Vygpeme rozdily meziigjmy manzeh a manzelekiimz ulohu peve-
deme na jednovydnovy test.

TestujemeH, :z,,, = Oproti oboustranné alternaéiH, :z,., # 0, kdez ., je median rozlozeni,
z nehoz pochazi rozdilovy nahodny Wz, =X, -VY,,...,Z, =X, - Y,.

Vypoctene rozdilyx. —y.: -120 96 192 96 72 240 -408 288 1296

Testova statistik®, = 7.
Ve statistickych tabulkach najdeme pre-9 a a = 0,05 kriticke hodnotyk, =1, k, = 8.
ProtoZze kriticky obowW =(01) J (89) neobsahuje hodnotu 7, nébeme H zamitnout na hladi-

n¢ vyznamnosti 0,05.
Neprokazaly se tedy vyznamné rozdily v medianggmp manzelh a manzelek.



Vypoéet pomoci systemu STATISTICA:

Vytvorime novy datovy soubor sed@aa proménnymi a 9 pipady. Do prordinné X napiseme
prijmy manzel, do prom¢nne Y @ijmy manzelek

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnamiudzavislych vzork — OK — 1. seznam
promennych X, 2. seznam pramnych Y— OK — Znaménkovy test.

Pocet | procent z Uroven p
Dvojice proménnych|riznych | v <V
X &Y 9 22,22222 1,333333 0,182422

Vidime, Ze nenulovych hodnot n = 9. Z nich zapornjch2,2%, tj. 2. Hodnota testové statisti-

ky S,” =9-2=7. Asymptoticka testova statistika,(zde oznéena jakoZ) se realizuje hodno-
tou 1,3. Odpovidajici asymptoticka p-hodnota je 0,182dy tea asymptotické hladirvyznam-
nosti 0,05 nezamitame hypotézu, ze medi&ijynp manzeh a manzelek jsou stejné.



Jednovybérovy Wilcoxoniv test a jeho asymptoticka varianta

Necht X4, ..., X, je ndhodny vy&r ze spojitého rozlozeni s hustoip(x), ktera je symetricka
kolem medianu xso, tj.

¢o(Xo,50F X) = @(Xo.50- X). Neclt c je realna konstanta.

Testujeme hypotézudxyso=C

proti oboustranné alternadiH;: Xy 50# ¢ nebo

proti levostranné alternatiH;: X 50 < ¢ nebo

proti pravostranneé alrnative Hj: Xqsc > C.



a) Utvaime rozdily D= X, —c, i =1, ..., n. (Jsou-lickteré rozdily nulové, pak za n bereme jen
pocet nenulovych hodnot

b) Absolutni hodnoty D; | uspdadame vzestugirpodie velikosti a spgeme pdadi R.

c) Zavedeme statistiky
S, =XR.’, cozZ je sotet pdadi ges kladné hodnoty ;P

D;>0

S, = 2R ,cozje sotet paadi ges zaporné hodnoty;D

Pfitomlplatl', Ze sotet Sy' + Sy =n(n+1)/2.
Je-li Hy pravdiva, pak E(&) = n(n+1)/4 a D(&") = n(n+1)(2n+1)/24.

d) Testova statistika = mingS, Sy) pro oboustrannou alternativu,
=S pro levostrannou alternativu,
=ASpPro pravostrannou alternativu.

e) H zamitame na hladinvyznamnosti, kdyz testova statistika je mensi nebo rovna
takelované kritické hodnet



Pro n> 30 Ize vyuzit asymptotické normality statistiky 'S

Sl _ ar Sl _ n(n+1)
Plati-li Hy, pak U, = S‘”\/_(Z%)N ): SN( —— =~ N(0,1).
D n I’H'24 n+!

Kriticky obor:
pro oboustrannou alternativu W(-o,-u, ) 0(u, ),

pro levostrnnou alternativu W £—co, - U, )
pro pravostrannou alternativu V\/<u1_u,oo)
Ho zamitame na asymptoticke hlaglwyznamnosti, kdyz U, JW.

- rozlozeni, z Bhoz dany nahodny v¥¢b pochazi, je spojité

- hustota tohoto rozlozeni je symetricka kolem meadian

- sledovana vetina X ma aspi ordinalni charakter

(Neni-li splren predpoklad o symetrii hustoty kolem medianu, lze oo, znameénkovy
test.)



Priklad: U 12 nahod&vybranych zemi bylo zji&ho procento populace starSi 60 let:
49 6,0 69 17,6 45 12,3 5,7 5,3 9,6 1B%7 7,7.
Na hladirg vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze mediangmacpopulace starSi 60 let je 12 proti oltranné alternati.

Reseni

Testujeme hypotézudx, so= 12 proti oboustranné alternatik;: Xo50# 12.

Vypocteme rozdily pozorovanych hodnot ¢édla 12: -7,1 -6,0 -5,1 5,6 -7,5 0,3 -6,37-62,4 1,5 3,7 -4,3.
Absolutni hodnotydchto rozditi uspdadame vzestugrpodle velikosti. Kladné rozdilyiffitom ozn&imecervers:

usp.| x—-12| 03 1524 37 43 5156 6 63 67 71 75

poradi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Sv'=1+2+4+7=14,

Sy =3+5+6+8+9+10+11+12 =64,

n=12,a = 0,05, tabelovana kritick4 hodnota pro n = 12=a0,05 je 13,

testova statistika = min(S, Sy) = min(14,64) = 14.

Protoze 14 > 13, Fhezamitame na hladivyznamnosti 0,05. Znamena to, Ze na hladiyznamnosti 0,05 se nepdida
prokazat, Ze aspov polovire zemi by se podil populace nad 60 let odliSoval »&o.



Vypoéet pomoci systéemu STATISTICA:

Utvorime novy datovy soubor sedaa promdnnymi a 12 pipady. Do prominné procento
napiseme zjighé hodnoty a do pra¥nné konst ulozimeislo 12.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnamiudzavislych vzork — OK — 1. seznam
promennych rozdi, Druhy seznam proénnych konst — OK — Wilcoxaiv parovy test.

Wilcoxonlv parovy test (populace_nad_60)
Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000
Pocet T z Uroven p

Dvojice proménnych | platnych
procento & konst 12/ 14,00000/ 1,961161 0,049861

Vystupni tabulka poskytne hodnotu testové statisii®y (zde ozn&ena T), hodnotu
asymptotické testove statistiky, @ p-hodnotu pro §J V tomto @ipack je p-hodnota 0,049861,
tedy nulova hypotéza se zamita na asymptotické daganamnosti 0,05. Tento vysledek je
v rozporu s vysledkem, ke kteremu jsme dtigpi presném vypétu. Je to zfisobeno tim, ze
neni spléna podminka pro vyuziti asymptotické normality stikysSW', tj. n> 30.



Parovy Wilcoxoniiv test

Necht’ (X1, Y1), ..., (%, Yn) je nahodny vyt ze spojiteho dvourozémého rozlozeni.
Testujeme Kt Xo50- Yos50= C proti H: Xos0- Yos07 C (resp. proti jednostrannym alternativam).
Utvorime rozdily 2= X; - Y;, 1 =1, ..., n a testujeme hypotézu o mediadyd . Ho: Zo50 = C

proti Hy: zy50# C.



Priklad: K zjiSténi cenovych rozdil mezi ugitymi dvéma druhy zboZzi bylo nahodwybrano 15 prodejen a byly zjity ceny zbozi A a ceny
zbozi B: (11,10), (14,11), (11,9), (13,9), (11(9),9), (12,10), (10,8), (12,11), (11,9), (13,1Q%,10), (14,12), (19,15), (14,12). Na hladin
vyznamnosti 0,05 je¢ba testovat hypotézu, Ze median cenovych rioZohil 3 K¢.

ReseniTestujeme kt zo50= 3 proti oboustranné alternatitd;: zo50# 3, kde 3 soje median rozlozeni, zhoz pochazi rozdilovy nahodny b
Z1=X1— Y, ... Z1s = X35 — Yi15.Vypocteme rozdily mezi cenou zbozi A a cenou zboiilZ Ulohu pevedeme na jednovgtovy test.
Vypoéty uspdadame do tabulky:

¢. prodejny cena zboZi Acena zbozi Brozdil| |rozdil-median|poradi
1 11 10 1 2 12
2 14 11 3 0 -
3 11 9 2 1 55
4 13 9 4 1 55
5 11 9 2 1 55
6 10 9 1 2 12
7 12 10 2 1 55
8 10 8 2 1 55
9 12 11 1 2 12
10 11 9 2 1 55
11 13 10 3 0 -
12 14 10 4 1 55
13 14 12 2 1 55
14 19 15 4 1 5,5
15 14 12 2 1 5,5

(Tucéné jsou vytiS€éna pdadi pro kladné hodnoty rozdil - median.)

Sv =55+55+5,5=16,5,

Sw=12+55+55+12+55+55+12+55+b6m5 =745,

n = 13,0 = 0,05, tabelovana kriticka hodnota = 17, tes&tafistika = min(®*, Sy) = min(16,5; 74,5) = 16,5. Protoze 16,37, Hy zamitame
na hladig vyznamnosti 0,0!



Vypoéet pomoci systému STATISTICA:

Vytvoiime novy datovy soubor sg&yimi proménnymi A, B, rozdil, konst a 15t pady. Do
promEnnych A, B napiSeme ceny zbozi A a B, do pfong rozdil ulozime rozdil cen A a B a
promenné konst ulozimeislo 3

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnamiudzavislych vzork — OK — 1. seznam
promennych rozdi, 2. seznam proémnych konst — OK — Wilcoxaltv parovy test.

Wilcoxon(v parovy test (ceny zbozi)
Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000
Pocet T z Uroven p

Dvojice proménnych | platnych
rozdil & konst 15/ 16,50000 2,026684 0,042696

Testova statistika (zde oztema jako T) nabyva hodnoty 16,5, asymptoticka téssbatistika
(ozn&ena jako Z) nabyva hodnoty 2,026684, odpovidagghgtoticka p-hodnota je 0,042696,
tedy na asymptotické hladivyznamnosti 0,05 nulovou hypotézu zamitame.



Priklad (na asymptotickou variantu Wilcoxonova testu)

30 ndhoda vybranych osob #io nezavisle na s@étbez gedchoziho nacviku odhadnout, kdy od daného
signalu uplyne pravl minuta. Byly ziskany nasledujici vysledky (v se#ach):

53 48 45 55 63 51 66 56 50 58 61 5168459 47 46 58 52 56 61 57 48 62 5454946 53
58.

Na asymptotické hladéwvyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Zze mediarozeni, z 8shoz dany nahodny
vybér pochazi, je 60 sekund proti oboustranné altard@tiulova hypotéza viasirvrdi, Ze polovina osob
delku jedné minuty podhodnoti a druha nadhodnoti).

Reseni:

Testujeme kgt Xq 50 = 60 proti oboustranné alternatii;: X 50# 60.
Obvyklym zpisobem stanovime statistiky,S= 55.
Asymptoticka testova atistika:

SN (SN ) S\N+ _ n(2+1) 55— 30(30+1)
] \/B(S\T) W \/ 30(30‘“1)(230+1) =-365

Kriticky obor:
W = (_ 0, = ul—a/2> L <u1—a/2’°°) :(_ 0, = u0,975> U <u0975’°°) :(_ 00, 1196> [ <1196’°°)-
Testova statistika se realizuje v kritickém obaedy H, zamitdAme na asymptotické hlaglvwznamnosti

0,05. S rizikem omylu nejvySe 5% jsme tedy prokiazal pravdpodobnoshadhodnoceni jedné minuty n
stejna jako prawipodobnost podhodnoceni.




Vypoéet pomoci systému STATISTICA:

Utvorime novy datovy soubor sedaa promennymi a 30 pipady. Do promainné odhad
napiSeme zjighé hodnoty a do pra¥nné konst ulozimeislo 60.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnamiudzavislych vzork — OK — 1. seznam
promEnnych odha, 2. seznam proémnych konst — OK — Wilcoxatv parovy test.

Wilcoxonlv parovy test (odhad minuty)
Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000
Pocet T z Uroven p

Dvojice proménnych | platnych
odhad & konst 30/ 55,00000 3,65088C 0,000261

Testova statistika (zde oztema jako T) nabyva hodnoty 55, asymptoticka tesstatistika
(ozn&ena jako Z) nabyva hodnoty 3,65088, odpovidajigimgeoticka p-hodnota je 0,000261,
tedy na asymptoticke hladivyznamnosti 0,05 nulovou hypotézu zamitame.



Dvouvybérové testy (Jedna se o neparametrickou obdobu dvoéroxzho t-testu)

Dvouvybérovy Wilcoxonuyv test a jeho asymptoticka varianta

Necht X4, ..., Xha Yy, ..., Yy jSOu dva nezavislé nahodné ¥y ze dvou spojitych rozlozeni,
jejichz distribuni furkce se mohou liSit pouze posunutim. Gana X 5o median prvniho
rozlozeni a yso median druhého rozlozeni. Na hlagiryznamnosti 0,05 tégeme hypotézu, :
distribuweni funkce &chto rozlozeni jsou shodné neboli mediany jsou s@gioti alternati¥, ze
jsou rczdilné, tj.

Ho: Xo,50- Yo,50= 0 proti H: Xo 50~ Yo,s0 # 0.

a)VSech n + m hodnot X..., X,a Yy, ..., Y, uspdadame vzestugmodle velikosti.
b) Zjistime sodet pdadi hodnot X ..., X,a ozn&ime ho T.
Souet pdadi hodnot Y, ..., Y, ozn&ime T,.
c) Vypocteme statistiky Y= mn + n(n+1)/2 - T, U, = mn + m(m+1)/2 - T.
Ritom plati U + U, = mn.
d) Pokud min({,U,) < tabelovana kriticka hodnota (pro dané rozsahysyn, n a dané),
pak nulovou hypotézu o totoznosti obou distémiah funkci zamitame na hladin
vyznamnosto. V tabulkach: n = min{m,n} a m = max{m,n}.



Pro velkad n, m (n, m > 30) Ize vyuzit asymptotickémality statistiky .

77

mn (m+n+1)
12

Plati-li Ho, pak U, = ~ N(0,1), kde Y= min(U,U,).

Kriticky obor:
pro oboustrannou alternativu W(-,-u, .} 0(u,,,®),

pro levostrannou alternativu W(-oco,— U_.),
pro pravostrannou alternativu V\/<ul_d,oo)
Ho zamitame na asymptotické hlaglwvyznamnosto, kdyz U, OW.

dané dva nahodné Wity jsou nezavislé

rozlozeni, z nichz dané dva nahodnédrylpochazeji, jsou spojita

distribweni funkce &chto rozlozeni se mohou liSit pouze posunutim

sledovana vetina ma aspi ordinalni charakter

(Neni-li splren predpoklad, ze distrildni funkce se mohou liSit pouze posunutim, Ize pouzit
nag. dvouvylErovy Kolmogoroviv — Smirnoviv test.)



Priklad:

Bylo vybrano 10 poli stejné kvality. Ndyrech z nich se zkouSel novytgmb hnojeni, zbylych
Sest bylo oSéeno starym zjisobem. Pole byla oseta pSenici a sledoval se jejirogktaynos.
Je teba zjistit, zda novy Zisob hnojeni ma tyz vliv na fomérné hektarové vynosy psenice jako
stary zgisob hnojeni.

hektarové vynosyipnovem zfisobu: 51 52 49 55

hektarové vynosyipstarem zfisobu: 45 54 48 44 53 50

Test provd'te na hladid vyznamnosti 0,05.

Reseni:

Na hladirg vyznamnosti 0,05 testujemey: Xo 50 - Yos0= 0 proti oboustranné alternatii;: Xo 5o
- Yos0 £ 0.

usp. hodnoty 44 45 4849 50 51 52 53 54 55
poradi »-ovych hodnot 4 6 7 10
poradi y-ovych hodnot 1 2 3 5 8 9

T,=4+6+7+10=27,F1+2+3+5+8+9=28
U,=46+45/2-27=7,1+-46+6.7/2-28=17

Kriticka hodnota prax = 0,05, min(4,6) = 4, max(4,6) = 6 je 2. Protoze(mj17) =7 > 2,
nemizeme na hladihvyznamnosti 0,05 zamitnout hypotézu, ze nowisap hnojeni ma na
hektaroveé vynosy pSenice stejny vliv jako stargsqb.



Vypoéet pomoci systému STATISTICA:
Utvorime novy datovy soubor seda pronénnymi a 10 pipady. Do prordnné vynos napiSeme zgae hodnoty a do
promEnné hnojeni napiSeme 4islo 1 pro novy zfisob hnojeni a 6&islo 2 pro stary zjsob hnojeni.
Statistiky — Neparametricka statistika — Porovrttiu nezavislych vzotk— OK — Proninné — Seznam zavislych
proménnych vynos, Nezav. (grupov.) prémma hnojeni — OK — M-W U test.

Ve STATISTICE je dvouvykrovy Wilcoxoniv test uveden pod nazvem Manm- Whitneyav test.

Mann-Whitneyav U test (vynos)
Dle promén. hnojeni
Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000

Sé&t pof. | Sét pof. u z Uroveni p z Uroverip |N platn. |N platn. | 2*1str.
Proménna | skup.1 | skup. 2 upravené skup. 1 | skup. 2 | pfesné p
vynos 27,00000 28,00000 7,000000 1,066004 0,286423 1,066004 0,286423 4 6 0,352381

Ve vystupni tabulce jsou s&ty poradi Ty, T,, hodnota testové statistiky

min(U,;, U,) ozna&end U, hodnota asymptotické testové statistikyddnaena Z), asymptoticka p-hodnota predjresna
p-hodnota (ozn. 2*1stripsné p — ta se pouziva pro rozsahyewylipod 30). V naSemifpact presna prodnota = 0,35238
tedy H nezamitame na hladivyznamnosti 0,05.

Vypocet je vhodné doplnit krabicovym diagramem.

4T -

g 1

T

Je Zejmé, Ze vynosyipnoveém zmsobu hnojeni jsou vesi® nizSi nez { starém zfisobu a také vykazuji mnoheritsi
variabilitu.



Dvouvybérovy Kolmogoroviayv - Smirnoviayv test

Neclt’ x,....x,av,...Y,Jsou dva nezavislé nahodné ¥ ze dvou spojitych rozlozeni, jejichz
distribweni funkce se mohou liSit nejenom posunutim, alé takrem.

Testujeme hypotézuHdistribuéni funkce &€chto rozlozeni jsou shodné (tj. vSech n + mdueli
pochazi tehoz rozlozeni ) proti alternati,: distribwtni funkce jsou rozdilné.

Necht F(x) je vybérova distribeni funkce 1. vybru a F,(y) je vykerova distribéni funkce 2.
vybéru.

Testova statistikdd = maxF, (x) - F,(x)|.

—00<X <00

Ho zamitame na hlad¥nvyznamnostio, kdyzD =D, (a), kdeD, (o) je tabelovana kriticka

hodnota.

Pro \&tSi rozsahy, mlze kritickou hodnotu aproximovat vzorc 4 In

+m g
2nm o



Priklad: Vyrobce utitého vyrobku se ma rozhodnout mezéoha dodavateli polotovarvyra-
béjicich je fiznymi technologiemi. Rozhodujici je procentni obssifité latky.

1. technologie: 1,52 1,57 1,71 1,34 1,68

2. technologie: 1,75 1,67 156 1,66 11279 1,64 1,55

Na hladirg vyznamnosti 0,05 podite pomoci dvouvydrovehoK-S testu, zda je opra¥ny
predpoklad, ze abtechnologie poskytuji stejné procentonine latky

Vypoéet pomoci systemu STATISTICA:

Utvorime novy datovy soubor sedaa promdnnymi a 13 pipady. Do prominné X napiseme
zjisttné hodnoty a do prognné ID napiSeme Sslo 1 pro prvni technologii a &slo 2 pro
stary druhou technologii.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovrgutiu nezavislych vzotk— OK — Proninneé —
Seznam zavislych pramnych X, Nezav. (grupov.) praimna ID — OK — Kolmogorov-
Smirnoviv 2-vykérovy test.

Max zap |Maxklad |Uroveri p | Pramér | Pramér |Sm.odch. |Sm.odch. |N platn. | N platn.
Proménna| rozdil rozdil skup. 1 | skup.2 | skup.1 skup. 2 | skup. 1 | skup. 2
obsah -0,400000 0,025000 p>.10 1,564000 1,667500 0,147411 0,085147 5 8

Ve vystupni tabulce pro dvouvitovy K-S test dostaneme maximalni zaporny a maximal
kladny rozdil mezi hodnotami obou Wrovych distribinich funkci, dolni omezeni pro p-
hodnotu (p > 0,1), @méry, snerodatné odchylky a rozsahy obou ¥ Jelikoz p-hodnota
prevysSuje hladinu vyznamnosti 0,05, na této hladielze nulovou hypotézu mitnout.




Kruskal av - Wallisuv test

William Kruskal Wilson Allen Wallis

(1919 — 2005): (1912 — 1988): Americky
Americky matematik matematik

Neclt je dano & 3 nezavislych nahodnych Wt o rozsazich ... , n. Pledpokladame, ze
tyto vybery pochazeji ze spojitych rozlozeni. Ozmee n = n + ... + n. Na asymptotické hladin
vyznamnostb. chceme testovat hypotézu, ze vSechny tyt@mypochazeji z téhoz rozlozeni.



a)VsSech n hodnot $sadime do rostouci posloupnosti.

b)Ur¢ime pdadi kazdé hodnoty v tomto sdruzenémadryb

c) Ozn&me Tj sowtet pdadi €ch hodnot, které pgtdo jteho vykEru, j = 1, ..., r (kontrola: mu
platit T, + ... + T = n(n+1)/2).

-2 Zr:sz_S(n+1) Plati-li 4 statistik
n(n+1) = n . Plati-li Hp, ma statistika Q

d) Testova statistika ma tvad =

asymptoticky rozloZen§(r-1).
e) Kriticky obor: W = (X%« (r —1),).
f) H, zamitneme na asymptoticke hlagliryznamnosti, kdyz Q> y1 2(r-1).



Priklad: V roce 1980 byly ziskanyitnezavislé vybry obsahujici tdaje o fpmérnych ranich gijmech
(v tisicich dolait) ¢tyt socialnich skupin veech fiznych oblastech USA.

jizni oblast: 6 10 15 29

pacificka oblast: 11 13 17 131

severovychodni oblast: 7 14 28 25

Na hladirg vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Zgnpy v téchto oblastech se nelisi.

Reseni:

Vypocty uspdadame do tabulky

Usp. hodnoty | 67/10/11/13]14|15|17(25|28|29|131
Paadi 1.vykru|l| |3 7 11
Paadi 2.vykru 415 8 12
Paadi 3.vylru| |2 6 9| 10

T,=1+3+7+11=22,
T,=4+5+8+ 12 =29,
T3=2+6+9+10=27,
c T? ’

Q=—12 $T _gpip=_12 (22,29 27} an3_05

n(n+1) = n, 12013\ 4 4 4
W = <X21—a (r —1), 00) = <X20,95(2), 00) = <5,991 00)
Protoze Q < 5,991, thezamitame na asymptotické hladuyznamnosti 0,05.
Rozdily mezi pimérnymi ra¢nimi pfijmy v uvedenychiech oblastech se neprokazaly.




Medianovy test
Vychozi situace je stejna jako u K-W testu

a)Vsech n hodnot uspadame do rostouci posloupnosti.
b) Najdeme mediangso téchto n hodnot.
c) Ozn&me R pocet hodnot v j-tem vydru, ktere jsou #tSi nebo rovny medianu X

2
r

d) Testova statistika ma tv&,, =4>.— —n. Plati-li H, ma statistika @ asymptoticky
=}
rozloZeniy*(r-1).
d) Kriticky obor: W = (X% (r —1),e0).

e) H, zamitneme na asymptoticke hlagliryznamnosti, kdyz Qs > x1- “(r-2).



Priklad:
Pro data o gimérnych ra@nich @gijmech provdte medianovy test. Hladinu vyznamnosti volte
0,05.
Reseni:
Usp. hodnoty 6 710111314 1517 2528 29 131
_14+15

Median je pémer 6. a 7. uspidané hodnotyx = =145.

V prvnim vykeru existuji 2 hodnoty, ktere jsoétéi nebo rovny 14,5, stejiak i ve druném a
tretim vylEru,

tedyH= P = P3:2.

2

_ . P
Testova statistikaQ,, =4> - -n= AE (22 + 22+ 2 )} -12=0
=1 nj

Kriticky obor: W = (X%a (r =1),00) = (X0s5(2),00) = (5,991, )
Protoze @ < 5,991, H nezamitame na asymptotické hladuyznamnosti 0,05.



Metody mnohonasobného porovnavani

Zamitneme-li hypotézu, Zze vSechny nahodné&mypochazeji z téhoz rozlozeni, zajima nas, kteafice ndhodnych
vybéra se liSi na zvolené hladirvyznamnosti. TestujemeyHk-ty a I-ty ndhodny vyér pochazeji z téhoz rozlozeni,
k,1=1, .., r, k| proti H;: aspa jedna dvojice vyéria pochazi ziznych rozlozeni.

a) Neményiho metod@eter Nemeényi 1927 — 2002: Americky matematik’arakého pvodu)

VSechny vykry maji tyz rozsah pidéni je vyvazene).

Vyposteme | T, - Ty | .

V tabulkach najdeme kritickou hodnotu (pro dang p,).

Pokud| T, - Ty | > tabelovana kriticka hodnota, pak na hlgdmiznamnostt zamitame hypotézu, ze I-ty a k-ty @b
pochéazeji z téhoz rozlozeni.

b) Obecna metoda mnohonasobného porovnavani

T

Lk
nI I"]k
Ve specialnich statistickych tabulkach najdemedkaiu hodnotu k(o ). Fi vétSich rozsazich vyioi je mozno ji
nahradit kvantileny,., %(r-1).

Vypocteme

T

— _k

n

1(1 1 o . o .
> Bl +— [n(n+2h,,, (), pak na hladiavyznamnostix zamitame hypotézu,
nl nk

n

Jestlize

I k

ze |-ty a k-ty vykér pochazeji z téhoz rozlozeni.



Priklad:

Ctyii laboranti provedli analytické stanoveni proceritdunv oceli. Kazdy hodnotil & vzork.
Laborant A: 4,15 4,26 4,10 4,30 4,25

Laborant B: 4,38 4,40 4,29 4,39 4,45

Laborant C: 4,23 4,16 4,20 4,24 4,27

Laborant D: 4,41 4,31 4,42 4,37 4,43

Na asymptotické hladéwvyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze vSeciyiy nahodnée vybry
pochazeji ze stejného rozlozeni. Pokud nulovou ldguoiamitnete, zjistte, které dvojice
vybéra se lisi.

Vypoéet pomoci systemu STATISTICA:

Vytvorime novy datovy soubor o dvou prémnmych a 20 fipadech. Do prménné nikl napiSem
zmerené hodnoty, do protnné laborant napiSeme 5x1 pro 1. laboranta atdxéapro 4.
laboranta.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnaoe viezavislych vzotk- OK — Seznam
zavislych prominnych nikl, Nezav. (grupovaci) pr@é&ma laborant — OK — Summary: Kruskal-
Wallis ANOVA & Median test. Ve dvou vystupnich takath se objevi vysledky K-W testu a
medianového testu.



Kruskal-Wallisova ANOVA zaloZ. na pof.; nikl (nikl v oceli,
Nezavisla (grupovaci) proménné laborant
Kruskal-Wallistv test: H ( 3, N= 20) =13,77714 p =,0032

Zavisla: [Kéd | Pocet Soucet
nikl platnych | poradi
1 1 5 29,00000
2 2 5 75,00000
3 3 5/ 27,00000
4 4 5 79,00000

Medianovy test, celk. median = 4,29500; nikl (nikl v oceli
Nezavisla (grupovaci) proménna : laborant
Zavisl&: Chi-Kvadr. = 13,60000 sv = 3 p =,0035
nikl 1 2 3 4 Celkem
<= Median: pozorov. 4,00000 1,00000 5,00000 0,00000 10,00000
ocekéav.| 2,50000 2,50000 2,50000 2,50000
poz.-o¢.[ 1,50000 -1,50000 2,50000 -2,50000
> Median: pozorov. 1,00000 4,00000 0,00000 5,00000 10,00000
ocekéav.| 2,50000 2,50000 2,50000 2,50000
poz.-o¢.| -1,50000 1,50000 -2,50000 2,50000
Celkem: ocek.| 5,00000 5,00000 5,00000 5,00000 20,00000

Oba testy zamitaji hypotézu o skadedian v danychétyiech skupinach na asymptotické hladuyznamnosti 0,05.



Nyni provedeme mnohonéasol porovnavani, abychom zjistili, které dvojice laoti se liSi. Zvolime Vicenas. porovnani
ramérného paadi pro vS. skupiny.

Vicenasobné porovnani p hodnot (oboustrnikl (nikl v oceli
Nezavisla (grupovaci) proménndaborant
Kruskal-Wallistv test: H ( 3, N=20) =13,77714 p =,0032

Zavisla: 1 2 3 4

nikl R:5,8000| R:15,000| R:5,4000| R:15,800

1 0,083647 1,00000( 0,04515¢

2 0,083641 0,06177¢ 1,00000(

3 1,00000( 0,06177¢ 0,03266¢

4 0,04515¢ 1,00000( 0,03266<

Tabulka obsahuje p-hodnoty pro porovnani dvojigekuVidime, Ze na hladévyznamnosti 0,05 se liSi laboranti A, D a
laboranti C, D.

Grafické znazoréni vysledk

Krabicovy graf dle skupin
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