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Ndahodné veliginy
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Nahodné veli¢iny

Vratme se k jednoduchému a ndzornému p¥ikladu statistik kolem
vysledkd studentl v daném predmétu, ktery je a neni podobny
klasické pravdépodobnosti a s ni souvisejici statistice p¥i hazeni
kostkou.

Na jedné strané jsme pfipustili pouze koneény poéet moznych
bodovych hodnoceni (v p¥ipadé MB103 celd &isla od 0 do 45),
zaroveli ale neni patrné vhodné predstavovat si vysledky
jednotlivych studentil jako analogii nezavislého hazeni kostkou (to
by byla skute¢n& divné vedend predniska).

Misto toho mame na zdkladnim prostoru €2 vSech studenti
definovanu funkci bodového ohodnoceni X : Q — R. Je to typicky
ptiklad ndhodné veliginy.

U kazdé ndhodné veli¢iny potfebujeme umét pracovat s vhodnou
mnozinou jevl. Zpravidla poZadujeme, abychom mohli pracovat

s pravdépodobnostmi p¥islusnosti hodnoty X do pfedem zadaného
intervalu.



Ndahodné veliginy
oce

P¥irozeng&jsi interpretaci vysledku pokusu je totiZ ¢asto spiSe nez
zjisténi, zda konkrétni ndhodny jev nastal & nenastal, néjaka
hodnota:

@ soudlet bodii na dvou kostkach,
@ podet bakterii v daném mnoZstvi roztoku nebo

@ pocet studenti, ktefi uspéli u zkousky nebo kteFi ziskali
alespoii 5 bodii z konkrétniho pFikladu.

Od pravdépodobnostniho prostoru (Q2,.4, P) tedy potfebujeme
prejit k obdobné dvojici (R, B) tak, abychom podmnoZindm R,
leZicim v o-algeb¥e B byli schopni pfifadit pravdépodobnost
odvozenou z (£, A, P).
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Na prostoru R¥ uvaZujme nejmensi jevové pole B obsahujici
vechny k—rozmérné intervaly. MnoZinam v B ¥ikdime borelovské
mnoziny (nebo také méFitelné mnoZiny) na R¥.

Specidlné pro k = 1 jde o mnoZiny, které obdrZime z intervali
kone¢nymi praniky a nejvySe spocetnymi sjednocenimi.

Definice

Nahodna veli¢ina X na pravdépodobnostnim prostoru (€2,.A, P)
je takova funkce X : Q — R, %e vzor X~1(B) pat¥i do A pro
kaZzdou Borelovskou mnozinu B € B na R (tj. X : Q — R je tzv.
borelovsky mé&fitelnd). MnoZinovd funkce

Px(B) = P(X"Y(B)) = P({w € Q; X(w) € B})

se nazyva rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X.
Nahodny vektor (Xi,...,Xx) na (2,4, P) je k—tice ndhodnych
velicin.
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Ptiklady k procviceni

P¥iklad
Hodime jedenkrat kostkou, mnoZina elementarnich jevi je
Q = {w1, w2, ws, ws, ws, we }. Jevovym polem necht je

A = {0, {w1,ws}, {ws, ws,ws,we}, Q}.
Zjist&te jestli zobrazeni X : Q — R dané predpisem

a) X(wj) =1 pro kazdé i € {1,2,3,4,5,6},
b) X(w1) = X(w2) = =2, X(w3) = X(ws) = X(ws) = X(we) =

je ndhodnou veli¢inou vzhledem k A.

4

Je dano jevové pole (2,.4), kde Q = {w1, wy, w3, ws,ws} a
A= {@, {wl, wg}, {CU3}, {W4,CU5}, {wl,WQ,CU3},
{w1, w2, ws,ws }, {ws, wa, ws}, 2}
Najdéte n&jaké (co nejobecngjsi) zobrazeni X : Q — R, které bude
nahodnou veli¢inou vzhledem k A.

N,
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Definice ndhodné veli¢iny zajituje, e pro vdechny
—o0 < a < b < oo existuje pravdépodobnost P(a < X < b), kde
pouZivdme stru€né znaleni pro jev A = (w € Q; a < X(w) < b)).

Definice

Distribuéni funkci (distribution, cumulative density function)
nahodné veli¢iny X je funkce F : R — R definovana pro vsechny
x € R vztahem

F(x) = P(X < x).

Distribuéni funkci ndhodného vektoru (Xi, ..., Xx) je funkce
F : Rk — R definovana pro vechny (xi,...,xx) € R¥ vztahem

F(x)=P(X1 <x1 A~ A Xk < xk).
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Diskrétni nahodné veli¢iny

Pfedpokladejme, Ze nahodnd veli¢ina X na pravdépodobnostnim
prostoru (€2, A, P) nabyva jen kone&n& mnoha hodnot

X1, X2, ..., Xn € R. Pak existuje tzv. pravdépodobnostni funkce
f(x) takova, ze

Flx) = {P(X = X;) f).ro X = X;
0 jinak.

Evidentn& >~7 | f(x;) = 1.

Takové nahodné veli¢ing se ¥ika diskrétni.

KaZd3a ndhodna veli¢ina definovana pro klasickou pravd&podobnost
je diskrétni. Obdobné& Ize definici pravdépodobnostni funkce roz¥i¥it
na veli¢iny se spoetn& mnoha hodnotami (pracujeme pak

s nekone&nymi ¥adami).
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Ptiklady k procviceni

Necht Q = {wl,wz,w3} a A= {Q, Q), {w:g}, {W]_,WQ}}. Urcete
vdechny pravd&podobnostni funkce zobrazujici A do mnoZiny
{0,1,6,1—6}.

P¥iklad

T¥ikrat nezdvisle na sobé hodime minci. Nahodna veli¢ina X udava
pocet hlav, které padnou pFi téchto hodech. Urlete
pravdépodobnostni a distribuéni funkci nahodné veli¢iny X.

Ptiklad

Pravdépodobnost, Ze vyrobek bude vyhovovat viem technickym
pozadavkiim, je 0,9. Popiste rozdéleni ndhodné veli¢iny udavajici
pocet nevyhovujicich vyrobkl mezi 3 vyrobky.

| A
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Spojité nahodné veli¢iny

| kdyZ hodnoty ndhodné veli¢iny X nejsou diskrétni, mizeme
postupovat podobné& s uZitim diferencidlniho a integrdlniho poctu.
Intuitivn& Ize uvaZovat takto: hustotu f(x) pravdépodobnosti
pro X si predstavime jako

P(x < X < x+dx) = f(x)dx.

To znamena, Ze chceme pro —co < a< b <

Pla< X < b) = /b F(x)dx. (%)

Nahodna veli¢ina X, pro kterou existuje jeji hustota
pravdé&podobnosti spliiujici (*), se nazyva spojita.
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Ptiklady k procviceni

Priklad

Rozhodnéte, které z néasledujicich funkci jsou hustotami (mimo
vymezeny interval je vzdy funkce nulovd, c¢ je vhodnd konstanta —
v pfipadg, Ze jde o hustotu, tuto konstantu urlete):

@ cprox € (a,b),
cx pro x € (0,1),

cx pro x € (—1,2),
cxsinx pro x € (=5, 3),
ce* pro x € (0, 00),

ce ™ pro x € (0, 00),
C
1+x2°

2]
o
o
o
o
o
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Pyiklad

V lese tvaru trojihelnika s vrcholy v bodech (—1,0),(1,0) a
(0,1/3) se ztratilo dit&. Pravdépodobnost vyskytu ditéte v ur&ité
Casti lesa je tmérnd velikosti této &asti, nikoliv umisténi této &asti.
Urcete

© rozdéleni vzdalenosti ditéte od zvolené strany lesa,

@ rozdéleni vzdalenosti ditéte od nejbliZsi strany lesa.
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Vlastnosti distribuéni funkce

Necht X je ndhodna veli¢ina, F(x) je jeji distribu&ni funkce.

© F je neklesajici.

@ F je zprava spojitd, limy_,_ o F(x) =0 a limy_o F(x) = 1.

© Je-li X diskrétni s hodnotami x, ..., x,, pak je F(x) po
&astech konstantni, F(x) =3 ., P(X =x;) a F(x) =1
kdykoliv x > x,.

Q Je-li X spojitd, pak je F(x) diferencovatelna a jeji derivace se
rovnd hustot& X, tj. plati F'(x) = f(x).
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Distribuéni funkce - ptiklady




Obdobné definujeme distribuéni funkce a hustotu a
pravdépodobnostni funkci pro spojité a diskrétni ndhodné vektory.
Hovofime také o simultannich pravdépodobnostnich funkcich a
hustotach.

Pro dv& prom&nné (vektor (X, Y) ndhodnych veli&in):

P(X=xiNY =y, =X Ny =Y
f(x,y) _ { ( Xi )/l) X Xi Ny =VYi
0 jinak.
u diskrétnich a pro v8echny a, b € R pro spojité:

a b
P(—oo < X <a,—co <Y <b)= / / f(x,y)dxdy.

Marginalni rozloZeni pro jednu z promé&nnych obdrzime tak, Ze
pFes ostatni poséitdme nebo zintegrujeme.
Ndhodné veli¢iny X a Y jsou stochasticky nezavislé, jestlize je
jejich simultanni distribuéni funkce spliiuji

F(x,y) = G(x) - H(y)
kde G a H jsou distribu&ni funkce veli¢in X a Y.
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Ptiklady k procviceni

Priklad

V zésilce s 10 vyrobky je 8 kvalitnich (z nich je 5 prvni jakosti a 3
jsou druhé jakosti) a 2 zmetky. Ze zasilky vybereme bez vraceni 2
vyrobky. Ndhodnd veli¢ina X necht zna&i potet vybranych
kvalitnich vyrobki a Y pocet vybranych vyrobki prvni jakosti.
Urcete sdruzenou i margindlni pravdépodobnosti funkci a
rozhodnéte, zda jsou ndhodné veli¢iny X a Y stochasticky
nezavislé.

Priklad
Spojity ndhodny vektor (X, Y) ma hustotu

| A

f(x,y) = 24x2y(1 — X)

pro 0 < x,y < 1 a jinde nulovou. DokaZte, ze X a Y jsou
stochasticky nezavislé.
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Rovnomérné (diskrétni) rozdéleni popisuje ndhodnou veli€inu,
kterd miize nabyvat kone¢né& mnoha hodnot se stejnou
pravdépodobnosti, znatime X ~ Rd(n) (nap¥. X ~ Rd(6)
odpovida hodu kostkou).

Alternativni rozdéleni popisuje pokus se dvéma moZnymi
vysledky, €asto nazyvanyni zdar, resp. nezdar. Nahodnd veli¢ina
X ~ A(p) nabyva hodnoty 1 (zdar) s pravdépodobnosti p.
Distribuéni a pravdépodobnostni funkce jsou tedy tvaru:

0 t<O0 p t=1
Fx(t)=q1-p 0<t<l  f(t)=q1-p t=0.
1 t>1 0 jinak

Binomické rozdéleni Bi(n, p) odpovidd n—krat nezavisle
opakovanému pokusu popsanému alternativnim rozdélenim,
pFi¢emZ nase ndhodnd veli¢ina mé&¥i polet zdard. Je tedy

fe(t) = {é?)pt(l —p)"t J_tineak{o, 1,...,n} '
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Binomické rozdéleni

Na obrazku jsou pravd&podobnostni funkce pro Bi(50,0.2),
Bi(50,0.5) a Bi(50,0.9). Rozd&leni pravdépodobnosti dob¥e
odpovida intuici, Ze nejvice vysledki bude blizko u hodnoty np:
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Binomické rozdéleni

S binomickym rozdé&lenim se potkdvame velice €asto v praktickych
Ulohach. Jednou z nich je popis ndhodné veli¢iny, kterd popisuje
polet X predméti v jedné zvolené ptihrddce z n moznych, do
nichZ jsme ndhodné rozdélili r predméti. Umisténi kteréhokoliv
predmé&tu do pevné zvolené p¥ihrddky ma pravd&podobnost 1/n
(kazdd z nich je stejn& pravdépodobnd). Zjevné tedy bude pro
jakykoliv potet k =0,...,r

o= () (3 (e

jde proto o rozlozeni X typu Bi(r,1/n).
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Binomické — Poissonovo rozdéleni

Jestlize ndm bude vzristat pocet pfihrddek n spole¢né s poctem
predméti r, tak, Ze v priiméru ndm na kaZdou pfihradku bude
pripadat (pfiblizn&) stejny polet prvki A\, miZeme dobfe vyjadfit
chovani naseho rozdéleni veli¢in X, pfi limitnim pfechodu n — oc.
Takovéto chovani popisuje nap¥. fyzikalni soustavy s velikym
po¢tem molekul plynu. Standardni Gpravy vedou pfi

limp—00 rn/n = A k vysledku:

lim P(X, = k)= lim <’>("—1)r—k

n—o00 n—oo \ k nn
— im r(ra—1)...(m—k+1) 1 1_} o
n—o00 (n—l)k k! n
Ak ] _%1 I'n )\k _a
—mnl";o<1+ ) T

protoZe obecné funkce (1 4 x/n)" konverguji stejnomérn& k funkci
e* na kazdém omezeném intervalu v R.
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Binomické — Poissonovo rozdéleni

0.20+

0.151

010+

005+

Tetky znézorfiuji Poissonovo rozdéleni Po(5), &erven& Bi(10, %)
mod¥e Bi(20, 1) a zelen& Bi(1000, 555)
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Poissonovo rozdéleni Po(\)

Poissonovo rozdéleni popisuje ndhodné veli¢iny
s pravdépodobnostni funkci

Ae=X keN
f(k) = { M€
x(k) {0 jinak.

Jak jsme odvodili vyZe, toto diskrétni rozd&leni (rozloZzené do
nekone&n& mnoha bodi) dobfe aproximuje binomicka rozdéleni
Bi(n, A) pro konstantni A > 0 a velikd n.

Snadno ové&fime

k
fo >\ A —Azkl e MA_ 1

k
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Poissonovo rozdéleni

Dobfe modeluje vyskyt jevi:
@ s otekavanou konstantni hustotou na jednotku objemu — nap¥.

bakterie ve vzorku (popis otekdvaného vyskytu k bakterii p¥i
rozdéleni vzorku na n stejnych &asti)

@ rozdéleni udélosti, které se vyskytuji ndhodné& v ¢ase a bez

zavislosti na predchozi historii — v praxi jsou takové procesy
¢asto spojeny s poruchovosti strojii a zaFizeni

polet branek ve fotbalovém zapase (za 90 minut)

polet telefonnich hovori za minutu na call centru

polet aut p¥ijizdéjicich na k¥fizovatku
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Geometrické rozdé&leni

Geometrické rozdéleni md ndhodna veli¢ina X ~ Ge(p), kterd
udava celkovy potet nezdari, které v posloupnosti opakovanych
pokusl pfedchazeji prvnimu zdaru, pfi¢emz pravdépodobnost
Uspéchu v kazdém pokusu je rovna p .

1-p)t- rot=20,1,...
fe(t) = (L=p)-p P
0 jinak.

Hypergeometrické rozdéleni. M&me N pfedmétl, z nichZ pravé
M ma danou vlastnost. Z té&chto N predmétd ndhodné vybereme n
predmétl bez vraceni. Ndhodna veli¢ina X ~ Hg(N, M, n) udava
polet vybranych prvki s danou vlastnosti. Z¥ejmé& tato ndhodna
veliS§ina miZe nabyvat pouze celodiselnych hodnot z intervalu
[max{0, M — N + n}, min{n, M}]. Pro t z tohoto intervalu pak

(%) (=)

(n)

fx(t) =
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Typy spojitych nahodnych veli¢in

Rovnomérné spojité rozdéleni Rs(a, b) je nejjednodudim
ptikladem spojitého rozdé&leni. llustruje, Ze p¥i jednoduse
formulovaném poZzadavku na chovéni rozdéleni ndm nezbude moc
prostoru pro jeho definici. Nyni chceme, aby pravdépodobnost
kazdé hodnoty v pfedem daném intervalu (a, b) C R byla stejna, tj.
hustota fx naseho rozdéleni nahodné veli¢iny X ma byt konstantni.
Pak ov8em jsou pro libovolnd redlnd ¢isla —oo < a < b < oo jen
jediné mozné hodnoty

0 t<a 0 t<a
fx(t) =14 5= te(ab) Fx(t)=<{ 2 te(ab)
0 t>b 1 t>b
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Exponencialni rozdéleni Ex()\) je dalsim rozdé&lenim, které je
snadno uréeno poZadovanymi vlastnostmi nahodné veliciny.
Pfedpokladejme, Ze sledujeme nahodny jev, jehoZ vyskyty

v nepfekryvajicich se ¢asovych intervalech jsou nezavislé. Je-li tedy
P(t) pravd&podobnost, Ze jev nenastane b&hem intervalu délky t,
pak nutn& P(t + s) = P(t)P(s) pro v8echna t,s > 0.
P¥edpokladejme navic diferencovatelnost funkce P a P(0) = 1.
Pak jist& In P(t 4+ s) = In P(t) + In P(s), takZe limitnim pfechodem

im InP(t+s)—InP(t)

s—04 S

= (In P)’(0).

Ozna&me si spotenou derivaci zprava v nule jako —\ € R. Pak
tedy pro P(t) plati In P(t) = —At 4+ C a po&ate¢ni podminka dava
jediné Yeseni

P(t) = e .

Vsimnéme si, Ze z definice nasich objektd vyplyva, Ze A > 0.
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Nyni uvaZme ndhodnou veli¢inu X udédvajici (ndhodny) okamzik,
kdy nd3 jev poprvé nastane (je vidét analogie s geometrickym
rozdélenim?). Z¥ejm& tedy je distribu&ni funkce rozdéleni pro X
dana

1—e ™ t>0

Px(®)=1=P1) =1, t<0.

Je vidét, Ze skute¢né jde rostouci funkci s hodnotami mezi nulou a
jednickou a spradvnymi limitami v £oo.
Hustotu tohoto rozdéleni dostaneme derivovanim distribuéni
funkce, tj.

Xe ™ t>0

f =
Yo t<0.
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Normalni rozdéleni

Jde o nejdileZit&jsi rozdéleni. Uved me nejprve motivaci pro jeho
zavedeni.
Pokud budeme v binomickém rozdéleni Bi(n, p) zvy%ovat n p¥i

zachovani tsp&nosti p, bude mit pravdépodobnostni funkce porad
pFiblizné stejny tvar.

oo

99900096000000005000000000000
inae0050RABOTOO0ODORTIELD

A

100 150 200 250 0 0 a0

&

:
0
Ep—

o0

Bi(500,0.5) Bi(5000,0.5) graf funkce e /2
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Normalini rozdé&leni N(0, 1)

Vzhledem k uvedené motivaci se nabizi hledat vhodné spojité
rozdéleni, které by mélo hustotu danou né&jakou obdobnou funkci.
- 2 ~ 7 v - v/

Protoze je e */2 vidy kladna funkce, pottebovali bychom spogist

b _—x2/2 y . . . . ¥ v
fa e dx coZ neni pomoci elementarnich funkci mozné. Je viak
mozné (i kdyZ ne UplIn& snadné) ov&Fit, Ze ptisludny nevlastni
integral konverguje k hodnoté

/ e /2 gy = V27,

Odtud vyplyvd, Ze hustota rozd&leni ndhodné veli¢iny miZe byt

1 —X
fx(x) = Wor ’/2,

Rozd&leni s touto hustotou se nazyva normalni rozdéleni N(0, 1).
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Normalini rozdé&leni N(0, 1)

P¥islusnou distribué&ni funkci

Fx(x) :/ e /2 dx

oo

nelze vyjadfit pomoci elementarnich funkci, pfesto se s ni
numericky b&Zn& potitd (pomoci tabulek nebo softwarovych
aplikaci).

Hustoté fx se také casto Fika Gaussova k¥ivka.

Abychom uméli presnéji zformulovat asymptotickou blizkost
normalniho a binomického rozdéleni pro n — oo, musime si
vytvotit dalsi ndstroje pro praci s ndhodnymi veli¢inami. Budeme
k tomu pouZivat funkce dvojim rliznym zptisobem.
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Ptiklady k procviceni

Necht m3 X binomické rozd&leni s parametry n =4, p = 2/3.
Uréete rozd&leni transformované nihodné velitiny Y = (X — 2)? a
nakreslete graf jeji distribuéni funkce.

M&jme nihodnou veliginu X hustoty f(x) = 2xe™ pro x > 0 (a
jinde nulové). Ur&ete hustotu pravdépodobnosti ndhodné velitiny
Y = X2.
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Transformace nahodnych veli¢in

Priklad

Necht ma ndhodnd veli¢ina X rovnomé&rné rozd&leni na intervalu
(0, r). Ur&ete distribu&ni funkci a hustotu pravd&podobnosti
rozdéleni objemu koule o poloméru X.

|
<
N
A

Reseni

Urceme nejprve distribuéni funkci F (pro 0 < d < %ﬂr3)

X<33d] I

bl

A7

F(d)=P [‘3‘@(3 < d] =P
;

celkem
0 pro x<0

1
F(x)=1 {/725x3 pro 0<x< 3mr

1 pro x > %ﬂ'r3
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Ptiklad (rozdg&leni (1))

Necht Z ma normované normalni rozdéleni. Uréete hustotu
transformované nahodné veli¢iny X = Z2.

Regeni

Z¥ejmé je pro x < 0 distribuéni funkce nulovd, pro x > 0
dostdvame: Fx(x) = P[Z%2 < x] = P[-/x < Z < /x| =

/ﬁ 1 24 2/X L -detar
= e z= — _t3e
—/x V21 0 2V2mw

Nl
(0]
NIX

a derivaci podle x dostaneme hustotu fx(x) = \/%TTX
Rozdé&leni ndhodné veli¢iny s touto hustotou se nazyva

(Pearsonovo) x? rozd&leni s jednim stupn&m volnosti a zna&i se
X ~ x%(1).
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