IB000 Uvod do informatiky — piiklady na procvieni
Sada 10 — Reseni

Upozornéni

Vzorova teseni dostavate k dispozici, abyste mohli zkontrolovat sprdvnost svych resent.
Mizete je pouZit 1 jako ndvody k resent jednotlivych prikladi tak, Ze je budete cist po
cdstech a budete se snaZit dalsi krok provést vidy sami. Priklady ztrati veskery svij smysl,
pokud se je budete ucit jako bdsnicku. SnaZte se nad nimi premyslet a vyresit je sami,
neZ se podivdte do vzorovych Tesend.

Téma

Induktivni definice. Vypocet programu v deklarativnim jazyce, vypocetni krok. Doka-
zovani vlastnosti program.

Priklad 1.

Uvazme deklaraci obsahujici rovnici g(z,y) = if y then z * g(x,y — 1) else 1.

a) Dokazte, ze g(2,3) —* 8.

b) Dokaizte, Ze pro kazdé m,n € Ng plati g(m,n) —*z, kde m=m, n=naz =m".
Reseni

a) Pii vypoctu se budeme striktné drzet definice kroku vypodctu.

9(2,3)

— if 3then 2x¢(2,3—-1) else 1

— 2% (2,3 — 1)

— 2% g(2,2)

— 2 xif 2 then 2% ¢(2,2—1) else 1

— 2% (2%x¢(2,2-1))

— 2% (2% ¢g(2,1))

— 2% (2%if 1 then 2% ¢(2,1—1) else 1)

— 2% (2% (2x¢9(2,1-1)))

— 2 (
(
(2
(2%

24 (24 9(2,0)))
2% (2% (2xif O then 2% ¢(2,0 —1) else 1))
— 2% (24 (251))
— 2 % 2)
—2x4
— 8

b) ProtoZe se prvni argument v rovnici neméni, pouzijeme k ditkazu techniku ,fixace
parametru“. Bud m € Ny libovolné ale pro dalsi Gvahy pevné. Indukci vzhledem k n
dokdZzeme, Ze pro kazdé n € Ny plati g(m,n) —* z, kdem=m,n=naz=m".

Zakladnt krok: n = 0. Pak

g(m,0)
— if 0 then m* g(m,0 — 1) else 1

— 1



Indukéni krok. Necht k = n + 1. Plati

g(m, k)

— if k then m* g(m,k — 1) else 1
—mx*g(mk—1)

— m* g(m, u)

kde u = n. Podle L.P. plati g(m,u) —* v, kde v =m". Proto

m * g(m, u)
— mxv
— W

kde w = m * m” = m"tL.

Priklad 2.

Uvazme deklaraci obsahujici rovnici
g(x,y) = if x then (if y then (24 g(x,y — 1)) + g(x — 1,y) else x) else y

Dokazte, 7e pro kazda m,n € Ng plati g(m,n) —*z, kdem=m,n=naz =2 > m+n.
Reseni

Protoze se v dokazované vlastnosti vyskytuje soucet argumentti, mize byt vyhodné
vést indukcei také k souctu argumentt. Indukei vzhledem k 7 € Ny dokdZeme nésledujici
tvrzeni: Jestlize ¢ = m + n kde m,n € Ny, pak g(lm,n) —* z, kde m =m, n =na
Z=2z2>m+n.

Zakladnt krok: i = 0. Pak m =n =0 a plati

9(0,0)
+ if 0 then (if O then (2 + ¢(0,0 — 1)) + ¢g(0 — 1,0) else 0) else O

— 0

Jelikoz 0 > 0 4 0, tvrzeni plati.
Indukcni krok. Necht ¢ +1 = m + n, kde m,n € Ng. Musime rozlisit tfi moznosti.
Jestlize m = 0, pak
9(0,n)
+ if 0 then (if n then (24 ¢(0,n— 1)) + ¢(0 — 1,n) else 0) else O
!
a jelikoz n > 0 4 n, tvrzeni plati.
Jestlize m > 0 a n =0, pak
g(m,0)
— if m then (if O then (24 ¢(m,0 — 1)) + g(m — 1,0) else m) else O
— if 0 then (24 g(m,0— 1)) + g(m — 1,0) else m

— m

a jelikoz m > m + 0, tvrzeni plati.



Jestlize m > 0 an > 0, pak

g(m, n)
— if m then (if n then (2 + g(m,n— 1)) + g(m — 1,n) else m) else n
— if n then (2+¢(m,n—1))+g(m— 1,n) else m
= (2+g(m7n_1>>+g(m_ ].,Il)
= (2+g(m7u>> +g(m_ ].,Il)
kdeu=n—1.
Podle L.P. plati g(m,u) —* p, kde p=p > m+n — 1. Proto
(2+g(m7u>> +g(m_ ].,Il)
=" (2+p)+g(m-1,n)
—Tr+¢g(m—1n)
— T+ g(v,n)
kder=r=2+pav=m-—1 Jelikozp>m+n—1,platir>m+n+ 1.
Podle L.P. dile g(v,n) —* q, kde q = ¢ > m — 1 + n. Proto
r+g(v,n)
—*r4q

— t

kde t =r+¢q. JelikoZr>m+n+1aqg>m—1+4n, plati

r+q>m+n+l)+m—-1+n)=2(m+n)>m+n

Priklad 3.
Uvazme deklaraci obsahujici rovnice
f(x) =x+if 2%z then h(x — 1)+ f(x — 1) else 3
h(x) = if x then h(x — 1) * f(x — 1) else 1
Zapiste vypocet vyrazu f(2) jako posloupnost krokd vypoctu.
Reseni
/(2)

—2 + if 2% 2 then h(2—-1)+ f(2—1) else 3
— 2 + if 4then A(2 1)+ f(2—1) else 3

(
=24+ (h(1)+ f(2-1))
— 2+ ((if 1 then A(1—1) % f(1—1) else 1) + f(2—1))
=24+ (h(1-1)* f(1—-1))+ f(2-1))
=24 ((h(0) * f(1—1))+ f(2-1))
— 2+ (((if 0 then A(0—1) % f(0—1) else 1)« f(1 — 1))+ f(2—1))
=24+ (1 f(1-1)+ f(2-1))
=24 (1« f(0))+ f(2-1))
— 2+ (1% (0+if 2+ 0 then A(0—1)+ f(0—1) else 3)) + f(2—1))
— 2+ ((1%(0+if O then A(0— 1)+ f(0—1) else 3)) + f(2—1))
—2+((1x(0+3)+ f(2-1))



=24+ ((1%3)+ f(2-1))
=2+ (34 f(2-1))
— 24 (34 f(1))
— 24+ (34 (1+if 2% 1 then A(1—1)+ f(1 —1) else 3))
— 2+ (34 (1 +if 2 then A(1 —1)+ f(1 —1) else 3))
—2+ B4+ 1+ h1-1)+ f(1-1))))
=2+ 34+ (14 (h(0)+ f(1-1))))
— 2+ (3+ (1+ ((if 0 then (0 — 1) % f(0—1) else 1) + f(1 —1))))
—2+3+(14+(14+ f(1-1))))
— 24+ 34+ (1+(1+ f(0))))
—2+34+(1+(1+(0 + if2x0then h(0—1)+ f(0—1) else 3))))
—2+(3+(14+(14(0 + if0then A(0—1)+ f(0—1) else 3))))
—2+B3+(14+(14+(0 + 3))))
=24+ 34+ (1+(1+3)))
—2+(3+(1+4))
— 2+ (3+5)
— 2+ 8
— 10
Priklad 4.

Uvazme deklaraci obsahujici rovnice

f(x) =if x then x + h(x — 1) else O
h(z) =if x then x + f(x — 1) else O

Dokaite, %e pro kazdé n € Ng plati f(n) —* m,kden=nam=5, i
Reseni
Indukei vzhledem k n dokazeme nasledujici silnéjsi tvrzeni: Pro kazdé n € Ny plati
Jm)—*mah(n)—~*mkden=nam=y ;i
Zakladni krok: n = 0. Plati
/(0)
— if 0 then 0+ h(0 — 1) else O

— 0
a podobné

h(0)
+— if 0 then 0+ f(0— 1) else O

— 0
Induként krok: Necht k = n + 1. Potom plati

J (k)

— if k then k + Ai(k — 1) else O
—k+hk—-1)

— k + h(w)

kde w = n. Podle LP. plat{ h(w) —* p, kde p = >_" . Proto

4



k + h(w)

—*k+p

—q
kde q=n+1+ 37 i= "4
Celkem jsme tedy dokazali, Ze f(k) —* q, kde q = Z?:Jrol i
Podobné plati

h(k)

— if k then k+ f(k—1) else O
—k+ f(k—1)

— k4 f(w)

kde w = n. Podle LP. plat{ f(w) —* p, kde p=>"" ,i. Proto

k+ f(w)
—*k+p
—q
kdeq=n+1+>7 ji= Z?:Jrol .
Celkem jsme tedy dokazali, ze h(k) —* q, kde q = Z?jol i
Uvédomte si, pro¢ jsme museli zesilit dokazované tvrzeni: Abychom mohli dokézat
tvrzeni indukcéniho kroku pro funkci f, museli jsme vyuzit indukéni pfedpoklad pro
funkci hA. Abychom mohli dokazat tvrzeni indukéniho kroku pro funkci h, museli jsme
vyuzit indukéni predpoklad pro funkci f. Nebylo proto mozné tvrzeni dokazat nejprve

pro jednu a potom pro druhou funkci. Museli jsme soucasné dokazovat tvrzeni o obou
funkcich.



