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Jiny pohled na rekurzivni funkce
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Rekurze pripomenuti

Rekurze

@ Definice funkce, nebo datové struktury, s vyuZzitim sebe sama.

Ptiklad
@ Funkce 1length , kterd pri aplikaci na seznam vraci jeho délku,
je definovana rekurzivné:

length :: [a] -> Integer
length [1 =0
length (_:s) = 1 + length s
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Rekurze a zacykleni vypoctu

Zacykleni vypoctu
@ Ne kazdé pouziti definovaného objektu na pravé strané
definice je smysluplné.
@ Nespravné pouziti mize vést k nekone¢nému vyhodnocovani,
které nema Zadny efekt — vypocet cykli.

Priklad
@ Nespravné pouziti rekurze ve funkci length’ :
length’ :: [a] -> Integer
length’ [] =0
length’ x = length’ x
@ Pri aplikaci length’ na neprazdny seznam vypocet cykli.

@ Chybu neodhali typova kontrola, definice je typové spravné.
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Kruh versus spirala

Pozorovani

@ Rekurze se nékdy predstavuje jako definice kruhem. Lépe je
vSak predstavit si rekurzi jako spiralu.

@ P¥i vypoctu rekurzivniho vyrazu, ktery necykli, se vypocet
pohybuje "po spirdle"a nevyhnutelné spéje k jejimu konci.

Demonstrace

length [4,3,2,1]
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Kruh versus spirala

Pozorovani

@ Rekurze se nékdy predstavuje jako definice kruhem. Lépe je
vSak predstavit si rekurzi jako spiralu.

@ P¥i vypoctu rekurzivniho vyrazu, ktery necykli, se vypocet
pohybuje "po spirdle"a nevyhnutelné spéje k jejimu konci.

Demonstrace
length [4,3,2,1]

= 1 + length [3,2,1]
=1+ 1 + length [2,1]
=1+ 1+ 1+ length [1]
=1+1+1+ 1+ length []
=1+1+1+1+0
=4
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Kruh versus spirala

Pozorovani

@ Rekurze se nékdy predstavuje jako definice kruhem. Lépe je
vSak predstavit si rekurzi jako spiralu.

@ P¥i vypoctu rekurzivniho vyrazu, ktery necykli, se vypocet
pohybuje "po spirdle"a nevyhnutelné spéje k jejimu konci.

Demonstrace

length

I e

[4,3,2,1]
+ length [3,2,1]

+

+
+
+

1

1
1
1

+

+ 1 + length [1]
+ 1+ 1 + length []

+
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Kruh versus spirala

Pozorovani

@ Rekurze se nékdy predstavuje jako definice kruhem. Lépe je
vSak predstavit si rekurzi jako spiralu.

@ P¥i vypoctu rekurzivniho vyrazu, ktery necykli, se vypocet
pohybuje "po spirdle"a nevyhnutelné spéje k jejimu konci.

Demonstrace

length

I e

[4,3,2,1]
+ length [3,2,1]
+ length [2,1]

+

+
+
+

1

1
1
1

+

+ 1+ 1 + length []

+
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Kruh versus spirala

Pozorovani

@ Rekurze se nékdy predstavuje jako definice kruhem. Lépe je
vSak predstavit si rekurzi jako spiralu.

@ P¥i vypoctu rekurzivniho vyrazu, ktery necykli, se vypocet
pohybuje "po spirdle"a nevyhnutelné spéje k jejimu konci.

Demonstrace

length

I e

4,3,2,1]

+ length [3,2,1]

+ length [2,1]

+ 1 + length [1]
+ 1+ 1 + length []

+

+
+
+

1

1
1
1

+
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Kruh versus spirala

Pozorovani

@ Rekurze se nékdy predstavuje jako definice kruhem. Lépe je
vSak predstavit si rekurzi jako spiralu.

@ P¥i vypoctu rekurzivniho vyrazu, ktery necykli, se vypocet
pohybuje "po spirdle"a nevyhnutelné spéje k jejimu konci.

Demonstrace

length

I e

[4,3,2,1]
+ length [3,2,1]

+

+
+
+

1

1
1
1

+ length [2,1]

+ 1 + length [1]

+ 1+ 1 + length []
+1+1+0
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Kruh versus spirala

Pozorovani

@ Rekurze se nékdy predstavuje jako definice kruhem. Lépe je
vSak predstavit si rekurzi jako spiralu.

@ P¥i vypoctu rekurzivniho vyrazu, ktery necykli, se vypocet
pohybuje "po spirdle"a nevyhnutelné spéje k jejimu konci.

Demonstrace

length

I e

[4,3,2,1]
+ length [3,2,1]

+

+
+
+

1

1
1
1

+ length [2,1]

+ 1 + length [1]

+ 1+ 1 + length []
+1+14 0
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Kruh versus spirala

Pozorovani

@ Rekurze se nékdy predstavuje jako definice kruhem. Lépe je
vSak predstavit si rekurzi jako spiralu.

@ P¥i vypoctu rekurzivniho vyrazu, ktery necykli, se vypocet
pohybuje "po spirdle"a nevyhnutelné spéje k jejimu konci.

Demonstrace

length

I e

[4,3,2,1]
+ length [3,2,1]

+

+
+
+

1

1
1
1

+ length [2,1]

+ 1 + length [1]

+ 1+ 1 + length []
+14+ 1+0
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Kruh versus spirala

Pozorovani

@ Rekurze se nékdy predstavuje jako definice kruhem. Lépe je
vSak predstavit si rekurzi jako spiralu.

@ P¥i vypoctu rekurzivniho vyrazu, ktery necykli, se vypocet
pohybuje "po spirdle"a nevyhnutelné spéje k jejimu konci.

Demonstrace

length [4,3,2,1]

length [3,2,1]

1 + length [2,1]

1 + 1 + length [1]

1 +1+ 1+ length []
1+ 1+1+0

+

]
I e
+ + + o+
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Kruh versus spirala

Pozorovani
@ Rekurze se nékdy predstavuje jako definice kruhem. Lépe je
vSak predstavit si rekurzi jako spiralu.
@ P¥i vypoctu rekurzivniho vyrazu, ktery necykli, se vypocet
pohybuje "po spirdle"a nevyhnutelné spéje k jejimu konci.

Demonstrace

length [4,3,2,1]
= 1 + length [3,2,1]
=1+ 1 + length [2,1]
=1+ 1+ 1+ length [1]
=1+1+1+ 1+ length []
=14+ 1+1+1+0
=4
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Rekurzivni definice funkci

Pozorovani

@ Uvédoméni si toho, co udava vzdalenost od stredu pomysiné
spiraly, je kli¢ k spravnému pouziti rekurze.

Rekurze ve funkci 1ength
@ Vzdalenost od stfedu odpovida délce zbyvajici ¢asti seznamu.
@ S kazdym dal$im rekurzivnim volanim funkce se seznam, ktery
je argumentem funkce, zkracuje.

@ Funkce 1ength je tedy jednou nevyhnutelné volana pro
prazdny seznam, coz je volani, které rekurzi zastavi.
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Definice rekurzivni funkce

2 casti definice
o P¥i definici rekurzivni funkce je nutné si uvédomit, co je
stredem spiraly, tj. kde se ma vypocet rekurzivni funkce
zastavit, a jak se k tomuto stfedu bude vypocet blizit.

Priklad — 2 casti definice funkce length

e Ukonceni rekurzivniho vypoctu (stfed spiraly)
length [1 =0

e Jedno rekurzivni volani (pfiblizeni se o "jednu otacku")
length (x:s) = 1 + length s

Pt¥iklad — 2 casti definice v jednom vyrazu
@ Obé ¢asti v jednom fadku definice
f1 :: Integer -> Integer
f1 x = if (odd x) then x else f1 (x ‘div‘ 2)
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Poznamky za hranici triviality

Rekurzivni funkce a vétveni

@ V pripadé, ze se vypocet funkce vétvi, vzdalenost od stfedu
pomyslIné spiraly musi klesat s kazdou vétvi.
o Musi existovat vétev, kterd rekurzi ukoncuje a je proveditelna,
pokud jsme ve stredu pomysiné spiraly.
@ f2 :: Integer -> Integer
£f2 x = if (x==0) then O - chyba, pfipad nemusi nastat
else if (odd x) then f2 (x-2)
else f2 (x-1)

Funkce s nekonecnou rekurzi

@ Teoreticky je mozné pouzit rekurzi pro realizaci nekone¢ného
cyklu. V praxi vSak toto feSeni nemusi fungovat vzhledem
k omezené velikosti paméti pro uchovavani navratovych adres.
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Poznamky za hranici triviality

Vzdalenost od stifedu

@ To, ze pomyslna vzdalenost od stredu klesa, nemusi nutné
znamenat, ze datova struktura, se kterou rekurzivni funkce
pracuje, se zmensuje.

Priklad

@ Je-li cilem algoritmu opakovanym délenim celku dosadhnout
urcitého poctu dilki, pocet dilkid pti kazdém déleni roste.

@ Vzdailenost od stfedu pomyslIné spiraly Ize v tomto pfipadé
identifikovat jako poclet déleni, které zbyva k dosazeni
cilového poctu.

@ Vsimnéme si, ze pokud se pri kazdém kroku zdvojnasobi pocet
dilkd, jejich pocet roste vzhledem k poctu rekurzivnich kroki
exponencialné.
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Poznamky za hranici triviality

Pozadi rekurze
@ Struktura, podle niz se fidi rekurze, nemusi byt spojena
s Uplnym usporadanim.
e Musi v8ak byt dobfe zalozena (well-founded), coz znamen,

ze v ni neexistuje nekonec¢né dlouhda klesajici posloupnost
prvki.

Priklad
@ Mnozina vsech podmnozin dané mnoziny je pouze Castecné
usporddana vzhledem k inkluzi, avSak postupné odebirani

prvki z libovolné podmnoZiny nevyhnutelné dospéje k prazdné
mnoziné.
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Poznamky za hranici triviality

Vnorena rekurze
@ Rekurzivné volané funkce se mohou vnorovat.
@ "Spirala spiral".
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Poznamky za hranici triviality 4/5

Rozeklana spirala

@ Spirédla je v misté dosazeni stfedu rozekland, tj. konéi ve dvou
a vice bazovych pripadech.
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Poznamky za hranici triviality

Rozeklana spirala

@ Spirdla je v misté dosazeni stfedu rozekland, tj. konci ve dvou
a vice bazovych pripadech.
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Ptiklad rekurzivni funkce s vice bazovymi pripady

Ptiklad
@ Definujte funkci, kterd pro zadany seznam vrati seznam, ktery
vznikne z plivodniho seznamu vynechanim vsech prvk{ na
sudych pozicich.
@ oddMembers [1,2,3,4,5,6,7,8] ~* [1,3,5,7]

@ oddMembers "Trol ej ej schomoula." ~~* "To je cool."

Myslenka a definice
@ Rekurzivni volani zkracuje zadany seznam vzdy o dva prvky.
@ Krajnimi pfipady jsou prazdny a jednoprvkovy seznam.
@ oddMembers :: [a] -> [al
oddMembers [] = []
oddMembers (x:[]) = [x]

oddMembers (x:y:s) = x : oddMembers s
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Rekurzivni datové struktury
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Stejné principy rekurze

Pozorovani

@ Pro definici rekurzivnich datovych struktur (hodnot
rekurzivnich typi) plati podobna pravidla jako pro definice
rekurzivnich funkci.

Opacny smér
@ Vytvareni hodnot rekurzivniho datového typu probiha od
stfedu pomyslné spiraly smérem ven.
@ Rekurzivni datova struktura mé zakladni (bazovou) hodnotu.

@ Zakladni hodnota je rozvijena rekurzivnim pravidlem.
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Klasicky pohled na seznam

@ Prazdna, konecnd, pripadné nekonecnd posloupnost prvki
stejného typu.

Rekurzivni pohled na seznam

@ [1 je seznam.

@ ( a :seznam ) je seznam.

Demonstrace

1!

[11 =1 : [1

[2,1] =2 : [1]

[3,2,1] = 3 : [2,1]
[4,3,2,1] = 4 : [3,2,1]
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Klasicky pohled na seznam

@ Prazdna, konecnd, pripadné nekonecnd posloupnost prvki
stejného typu.

Rekurzivni pohled na seznam
@ [1 je seznam.

@ ( a :seznam ) je seznam.

Demonstrace
[1
(11 =1:

[2,1] = 2 : [1]
[3,2,11 = 3 : [2,1]
[4,3,2,1]1 = 4 : [3,2,1]
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Klasicky pohled na seznam

@ Prazdna, konecnd, pripadné nekonecnd posloupnost prvki
stejného typu.

Rekurzivni pohled na seznam
@ [1 je seznam.

@ ( a :seznam ) je seznam.

Demonstrace
[1
[11 =1 : [1
(2,11 = 2:[1]

[3,2,1]1 = 3 : [2,1]
[(4,3,2,1] = 4 : [3,2,1]
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Klasicky pohled na seznam

@ Prazdna, konecnd, pripadné nekonecnd posloupnost prvki
stejného typu.

Rekurzivni pohled na seznam
@ [1 je seznam.

@ ( a :seznam ) je seznam.

Demonstrace
[1
[11 =1 : [1

[2,1] = 2 : [1]
[3,2,11 = 3:[2,1]
[4,3,2,1] = 4 : [3,2,1]
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Klasicky pohled na seznam

@ Prazdna, konecnd, pripadné nekonecnd posloupnost prvki
stejného typu.

Rekurzivni pohled na seznam
@ [1 je seznam.

@ ( a :seznam ) je seznam.

Demonstrace
[1
[11 =1 : [1

[2,1] = 2 : [1]
[3,2,11 = 3 : [2,1]
[4,3,2,1]1 = 4 :[3,2,1]
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Rekurzivni datové struktury

Pozorovani

@ Rekurzivni nahlizeni na seznam se miize jevit jen jako
mentalni hficka.

Stromy jako rekurzivni datové struktury
@ Mnoho problémi je prirozené fesSit s vyuzitim jiné rekurzivné
definované datové struktury — binarniho stromu.

@ Nelinearni rekurzivni datova struktura.
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Binarni stromy

Rekurzivni definice binarniho stromu
@ Prazdny strom je binarni strom
@ Hodnota a k ni asociovany levy a pravy binarni strom je

binarni strom
Priklad
Graficky zadany binarni strom.
E oznacujeme jako kofen stromu E

E, B a J jsou vnitini vrcholy stromu / \

D, G a W oznacujeme jako listy B

J

Levy a pravy binarni strom asociovany \ / \

s danou hodnotou oznacujeme jako D G w

levy a pravy podstrom.

@ Binarni stromy asociované k hodnotdm D, G, W a levy
podstrom asociovany s hodnotou B jsou prazdné stromy.
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Binarni stromy v Haskellu

Definice datového typu BinTree a
data BinTree a = Empty | Node a (BinTree a) (BinTree a)

Pt¥iklady hodnot definovaného typu
tc :: BinTreeChar G
tc = Node’e’
(Node ’i’ Empty (Node ’c’ Empty Empty)) ° o
(Node ’j’ (Node ’d’ Empty Empty)
(Node ’r’ Empty Empty)) 0
tn :: BinTree Int °
()

tn = Node 4
(Node 2 (Node 0 Empty Empty) °
(Node 3 Empty Empty))
(Node 7 Empty (Node 9 Empty Empty))
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Funkce pro praci s rekurzivnimi datovymi strukturami

Problém

@ Chceme definovat funkci, kterd pri aplikaci na hodnotu typu
BinTree Int zvySi o jedna vSechny hodnoty uloZené v uzlech
stromu.

Jak takovou funkci definovat?

o Vyctem hodnot nelze — moznych hodnot je nekone¢né mnoho.
treeP1‘ :: Num a => BinTree a -> BinTree a
treeP1‘ Empty = Empty
treeP1‘ (Node x Empty Empty) = Node (x+1) Empty Empty

@ Rekurzivné, rekurzi vedeme podle struktury stromu
treePl :: Num a => BinTree a -> BinTree a
treePl Empty = Empty
treeP1 (Node x left right)

= Node (x+1) (treePl left) (treePl right)
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Funkce treezipwith

POpiS funkce treezipwith
@ Funkce treezipwith pomoci bindrni operace op vytvori ze
dvou stromii novy strom, jehoz struktura bude priinikem obou
stromi a v jehoz uzlech budou vysledky aplikace operace op
na hodnoty uzlli ze stejné pozice v obou stromech.
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Funkce treezipwith

Definice funkce treezipwith

@ treezipwith :: (a->b->c) ->BinTreea->BinTreeb->BinTreec
treezipwith op (Node v1 11 r1) (Node v2 12 r2)
= Node (vl ‘op¢ v2) (treezipwith op 11 12)
(treezipwith op rl r2)
treezipwith _ _ _ = Empty

Priklad

treezipwith (+) 6 ° M
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Funkce Inodes

Popis funkce 1nodes

@ Funkce 1nodes vytvofi ze seznamu stromii jeden strom
seznami, tj. strom, jehoz struktura bude priinikem vsech
strom(l ze seznamu a v jehoz uzlech budou seznamy hodnot
z uzl( na odpovidajicich pozicich.

Priklad

© o
lnodes o o / / o o /\A/—>*

ololiofofcYolomo,
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Funkce Inodes

Definice funkce 1nodes

@ lnodes :: [ BinTree a ] -> BinTree [a]
lnodes = foldr (treezipwith (:)) niltree

where niltree = Node [] niltree niltree

Pviklad

(=) (=) (=)
lnodes | (e)  (w) /(v /@W

o B OGO
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Dokazovani rekurzivnich programi
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Dokazovani spravnosti programi

Fakta
o Ovéfovani spravnosti navrzenych algoritmil je soucast prace
programatora.
@ Testovani je nedokonalé.

@ Spravnost algoritmu mizeme prokazat naptiklad tim, ze ji
formalné (= s matematickou presnosti) dokazeme.

Dikaz korektnosti algoritmu

@ Dokazujeme, Ze pokud vypocet algoritmu na platnych
vstupech skonci, tak algoritmus vraci korektni vysledek.
O algoritmu, ktery ma tuto vlastnost fikime, Ze je ¢astecné
spravny.

@ Pokud je algoritmus ¢astecné spravny a dokazeme, ze na
platnych vstupech sviij vypocet vzdy skonci, pak fikdme, ze
algoritmus je Giplné spravny.
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Rekurze a matematicka indukce

Pozorovani

@ Pro diikazy Castecné spravnosti i terminace rekurzivnich funkci
se pouzivd matematicka indukce.

Matematicka indukce

@ Matematicka indukce je metoda dokazovani tvrzeni, ktera se
pouziva, pokud chceme ukazat, ze dané tvrzeni plati pro
vsechny prvky dobre zalozené rekurzivné definované
nekoneéné posloupnosti. (Jako jsou naptiklad pfirozena Cisla.)

Princip matematické indukce
o UkaZeme platnost tvrzeni pro bazovou hodnotu.

o Ukazeme, Ze tvrzeni se prenasi pri aplikaci rekurzivniho kroku.

T(0) a T(i) = T(i+1) = T(0), T(1), T(2), ...
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Priklad

Pozorovani
@ Kli¢ovym problémem pti pouziti matematické indukce je
identifikace toho, podle ¢eho ma byt indukce vedena.
@ Napovédét mize misto rekurzivniho volani funkce, nebot
rekurze a matematicka indukce spolu Gzce souvisi.

Priklad
@ Dokazte, Ze pro kazda dvé prirozena Cisla x a y takova, Ze
x > 0 plati, ze funkce fpow aplikovand na argumenty x a y
vrati hodnotu x7.
@ fpow :: Integer -> Integer -> Integer
fpow x 0 = 1
fpow x y = x * fpow x (y-1)
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Priklad

Pozorovani
@ Kli¢ovym problémem pti pouziti matematické indukce je
identifikace toho, podle ¢eho ma byt indukce vedena.
@ Napovédét mize misto rekurzivniho volani funkce, nebot
rekurze a matematicka indukce spolu Gzce souvisi.

Ptiklad

@ Dokazte, Ze pro kazda dvé prirozena Cisla x a y takova, Ze
x > 0 plati, ze funkce fpow aplikovand na argumenty x a y
vrati hodnotu x7.

@ fpow :: Integer -> Integer -> Integer
fpow x 0 = 1
fpow x y = x * fpow x (y-1)

e Dikaz povedeme indukci vzhledem k hodnoté y.
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Priklad — Bazovy krok

Bazovy krok, T(0)
@ Necht y=0, a necht x je libovolné.
@ fpow x y se redukuje dle fpow x 0 = 1 na hodnotu 1 .
o xX0=1, pro libovolné x.

@ TudiZz pro y = 0 tvrzeni plati.
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Priklad — Indukéni krok

Indukéni krok, T(i)=>T(i+1)

Dokazujeme, Ze pokud tvrzeni plati pro hodnotu i, pak tvrzeni
plati i pro hodnotu i 4 1. Platnost tvrzeni pro hodnotu i se
oznacuje jako indukéni predpoklad.

Platnost tvrzeni pro hodnotu i ¥ika, e fpow x i ~=* x' pro
libovolnou hodnotu x.

fpow x (i+1)

~ x * fpow x (i+1-1)

. dlelP

~ x * fpow x 1 = x * Xx

~ Xi+1
Ukazali jsme, ze pokud tvrzeni plati pro i, pak plati i pro i+ 1.
Z platnosti bazového kroku a vlastnosti matematické indukce
plyne, zZe pro libovolnou hodnotu x tvrzeni plati pro vSechny
hodnoty y.
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Dalsi priklady
Véta 1

@ Jsou-li s, t dva koneCné seznamy stejného typu a délek, pak
length (s ++ t) = (length s) + (length t).
@ Dikaz veden indukci podle délky seznamu s.

Véta 2
@ Pro kazdé tfi seznamy s, t, u plati rovnost

(s ++ t) ++ u = s ++ (t ++ u).

o Diikaz veden indukci podle délky seznamu s.

Véta 3
@ Pro kazdy seznam s a celé ¢islo m > 0 plati

take m s ++ drop m s

= 8.

@ Diikaz veden indukci podle m.
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Mentalni cviceni

Méritko “vzdalenosti” rekurze

@ Jaka vlastnost Cisla x urcuje hloubku rekurze pri volani
nasledujici funkce?
f1 x = if (odd x) then x else f1 (x ‘div‘ 2)
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