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Casova slozitost algoritmu

Podstata

o Casova sloZitost funkce popisuje délku vypoétu v nejhor$im
pripadé vzhledem k velikosti vstupnich parametri.

Délka vypoctu v nejhorsim pripadé
@ Maximalni pocet redukcnich krokl pres vSechny mozné
vypocty aplikace programu na vstupni parametry stejné
velikosti.
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Casova slozitost algoritmu

Podstata

o Casova sloZitost funkce popisuje délku vypoétu v nejhor$im
pripadé vzhledem k velikosti vstupnich parametri.

Délka vypoctu v nejhorsim pripadé
@ Maximalni pocet redukcnich krokl pres vSechny mozné
vypocty aplikace programu na vstupni parametry stejné
velikosti.

Na délce zalezi
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Funkce pro reverzi seznamu

Reverze seznamu funkce reverse’
@ reverse’ :: [a] -> [a]
reverse’ [] = []

reverse’ (x:s) = reverse’ s ++ [x]

@ (++) :: [a]l -> [a] -> [a]
0+t=t

(x:8) ++ t = x : (s++t)

Reverze seznamu funkce reverse
@ reverse :: [a] -> [a]
reverse = rev []
where rev s [] = s

rev s (x:t) = rev (x:8) t
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Reverze seznamu funkci reverse’

reverse’ :: [a] —> [a]
reverse’ [] = []

reverse’ (x:s) = reverse’ s ++ [x]

(++) :: [a] -> [a] -> [a]
0+t=t
(x:8) ++ t = x : (s++t)

reverse’ [1,2,3]

~s reverse’ [2,3] ++ [1]

~  (reverse’ [3] ++ [2]) ++ [1]

~  ((reverse’ []1 ++ [3]) ++ [2]) ++ [1]
~ o (([ ++ [3]) ++ [2]) ++ [1]

~ o ([3]1 ++ [2]) ++ [1]

~ o (30 ([1 ++ [21)) ++ [1]

~ (3 1 [2]) ++ [1]

~ 3 ([2]1 ++ [1D)

~ 03 (20 ([T ++ [11)

~s 030 (2 [1D) = [3,2,1]
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Reverze seznamu funkci reverse’

@ Délka vypoctu funkce pri aplikaci na seznam délky n.
e nt+l1

reverse’ [1,2,3]

reverse’ [2,3] ++ [1]

(reverse’ [3] ++ [2]) ++ [1]
((reverse’ [] ++ [3]) ++ [2]) ++ [1]
([ ++ 3D ++ [2D) ++ [1]

$83%

~ (3] ++ [2]) ++ [1]
~ (3 ([1 ++ [2D)) ++ [1]
~ (31 [2]) ++ [1]

3 ¢ ([2] ++ [11)
~ 03 (20 (0O ++ [11))
~ 3 (2 [1D)
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Reverze seznamu funkci reverse’

@ Délka vypoctu funkce pri aplikaci na seznam délky n.
entl+1

reverse’ [1,2,3]

~» reverse’ [2,3] ++ [1]

~  (reverse’ [3] ++ [2]) ++ [1]

~  ((reverse’ [1 ++ [3]) ++ [2]) ++ [1]
~ ([ ++ [3]) ++ [2]) ++ [1]

~ (3] ++ [2]) ++ [1]

~ (3 ([1 ++ [2])) ++ [1]

~ (3 : [2]) ++ [1]

3 ¢ ([2] ++ [11)
~ o030 (200 (0 ++ [11)
~ 3 (21D
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Reverze seznamu funkci reverse’

@ Délka vypoctu funkce pri aplikaci na seznam délky n.
oentl+1+2

reverse’ [1,2,3]

reverse’ [2,3] ++ [1]

(reverse’ [3] ++ [2]) ++ [1]
((reverse’ [1 ++ [3]) ++ [2]) ++ [1]
(C[0 ++ [31) ++ [2]) ++ [1]

$83%

~ o ([3]1 ++ [2]) ++ [1]
~ (3 (] ++ [2D) ++ (1]
~ (32D ++ (1]

~ 3 ([2] ++ 1D

~ 3 (2 ([0 ++ [11)
~ 3 (2 [1D)
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Reverze seznamu funkci reverse’

@ Délka vypoctu funkce pri aplikaci na seznam délky n.
ontl+14+24+3 4+ ...+n

reverse’ [1,2,3]

~» reverse’ [2,3] ++ [1]

~  (reverse’ [3] ++ [2]) ++ [1]

~  ((reverse’ [1 ++ [3]) ++ [2]) ++ [1]
~ ([ ++ [3]) ++ [2]) ++ [1]

~ ([3] ++ [2]) ++ [1]

~ (3 ([1 ++ [2])) ++ [1]

~ (3 : [2]) ++ [1]

~ 3 (2] ++ [1])

~ 3:(2:(0++11D)

~ 3:(2:[1)
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Reverze seznamu funkci reverse’

@ Délka vypoctu funkce pri aplikaci na seznam délky n.
ontl+14+2+3+...+n

reverse’ [1,2,3]

~» reverse’ [2,3] ++ [1]

~  (reverse’ [3] ++ [2]) ++ [1]

~  ((reverse’ [1 ++ [3]) ++ [2]) ++ [1]
~ ([ ++ [3]) ++ [2]) ++ [1]

~ ([3] ++ [2]) ++ [1]

~ (3 ([1 ++ [2])) ++ [1]

~ (3 : [2]) ++ [1]

3 ¢ ([2] ++ [11)
~ o030 (20 (0 ++ [11)
~ 3 (2 [1D)
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Reverze seznamu funkci reverse

reverse :: [a]l -> [a]
reverse = rev []
where rev s [] = s

rev s (x:t) = rev (x:s) t

reverse [1,2,3]
rev [] [1,2,3]
rev [1] [2,3]

rev [2,1] [3]

rev [3,2,1]1 []
[3,2,1]

$8 888
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Reverze seznamu funkci reverse

@ Délka vypoctu funkce pri aplikaci na seznam délky n.
|

reverse [1,2,3]
rev [] [1,2,3]
rev [1] [2,3]
rev [2,1] [3]
rev [3,2,1] [
[3,2,1]

8388
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Reverze seznamu funkci reverse

@ Délka vypoctu funkce pri aplikaci na seznam délky n.
el+n

reverse [1,2,3]
rev [1 [1,2,3]
rev [1] [2,3]

rev [2,1] [3]

rev [3,2,1] []
[3,2,1]

8388
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Reverze seznamu funkci reverse

@ Délka vypoctu funkce pri aplikaci na seznam délky n.
el+n+1

reverse [1,2,3]
rev [1 [1,2,3]
rev [1] [2,3]

rev [2,1] [3]

rev [3,2,1] [
[3.2,1]

8388

IBO15 Neimperativni programovani — 07 str. 8/37



Reverze seznamu funkci reverse

@ Délka vypoctu funkce pri aplikaci na seznam délky n.
el+n+1

reverse [1,2,3]
rev [1 [1,2,3]
rev [1] [2,3]

rev [2,1] [3]

rev [3,2,1] [
[3,2,1]

8388
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Asymptoticky rist funkci

Pozorovani

@ P¥i urCovani Casové slozitosti algoritmi je nepraktické a Casto
i obtizné urcovat tuto slozitost presné.

@ Funkce vyjadtujici délku vypoctu vzhledem k velikosti
parametru klasifikujeme podle asymptotického chovani.

Asymptoticky rast funkci

@ P¥i zapisu funkéni hodnoty v proménné n rozhoduje
nejrychleji rostouci €len. U néj navic zanedbavame kladnou
multiplikativni konstantu.

@ Podle toho hovofime o funkcich linearnich, kvadratickych,
exponencialnich apod.
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Prehled asymptotickych funkci

’ t(n) ‘ rist funkce t ‘
1, 20, 729, 2% konstantn{
2logn+5, 3log,n—+ log,(log, n) logaritmicky
n, 2n+1, n++/n linedrni
nlogn, 3nlogn+6n+9 nlog n

polynomialni
n’, 3m*+4n—1, n’>+10logn kvadraticky
nd,  n®+3n? kubicky
2"
<1+T\/§) exponencialni
3”
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Asymptoticka slozitost reverse a reverse®

reverse’

@ Pocet redukcnich krokl vyrazu reverse’ [xi,...,x,] na
kazdém seznamu délky n je

n+3n+2

n+1+1+2+43+ +n= >

SloZitost funkce reverse’ je kvadraticka vzhledem k délce
obraceného seznamu.

reverse

@ Pocet redukénich kroki vyrazu reverse [x,...,x,] na kazdém
seznamu délky n je

l1+n+1=n+2

Slozitost funkce reverse je linearni vzhledem k délce

obraceného seznamu.
IBO15 Neimperativni programovani — 07 str. 11/37



Casova slozitost algoritmu a problému

Casova slozitost algoritmu
@ Posuzuje konkrétni algoritmus.
@ Nevypovida a jinych algoritmech pro feseni téhoz problému.

Casova slozitost problému
@ Dany problém je mozné Fesit rliznymi algoritmy.
@ SlozZitost problému vypovidad a ¢asové sloZitosti nejlepsiho
mozného algoritmu pro feseni problému.
@ Urcovat slozitost problému je vyrazné obtiznéjsi, nez uréovani
slozitosti algoritmu.

@ Bez znalosti slozitosti problému nelze urcit, zda dany
algoritmus pro fesSeni problému je optimalni.
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mocniny

Definice funkci
mocnina’ :: Int -> Int -> Int
mocnina’ m 0 = 1

mocnina’ m n = m * mocnina’ m (n-1)

mocnina :: Int -> Int -> Int
mocnina m 0 = 1
mocnina m n = if even n then r else m * r

where r = mocnina (m * m) (n ‘div‘ 2)

Slozitost vypoctu vzhledem k exponentu
@ SlozZitost funkce mocnina’ je linearni.

@ Slozitost funkce mocnina je logaritmicka.
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Vypocet Fibonacciho Ciselné rady

Definice funkci

fib’ :: Integer -> Integer
fib’ 0 = 0
fib’ 1 =1

fib’ n = £fib’ (n-2) + £ib’ (n-1)

fib :: Integer —>

fib=f 01
where f a _ 0
fabk

Integer

= a

f b (a+b) (k-1)

Slozitost vzhledem k argumentu

o Slozitost funkce fib’ je exponencialni.

@ SloZitost funkce

IBO15 Neimperativni programovani — 07
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Nejhorsi pripad

Pozor
o Casova sloZitost popisuje délku vypoétu v nejhorsim pripadé
pro danou velikost argumentu.

Ptiklad
@ Vysetfujeme Casovou slozitost funkce ins vzhledem k jejimu
druhému parametru.
@ Funkce ins zarazuje prvek do serazeného seznamu.
ins :: Int -> [Int] -> [Int]
ins x [1 = [x]

ins x (y:t) = if x <=y thenx : y : t elsey : ins x t
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Nejhorsi pripad

Riizné délky vypoctu
o Pocet kroki pri volani ins x [x1, ..., x,] je rlzny.
@ Nejkratsi vypocet ma délku 3:
ins 1 [2,4,6,8] ~° [1,2,4,6,8]
@ Nejdelsi vypocet ma délku 3n + 1:
ins 9 [2,4,6,8] ~***! [2,4,6,8,9]

Casova sloZitost

o Casova sloZitost funkce ins je linedrni vzhledem k velikosti
jejiho druhého argumentu (tj. vzhledem k délce seznamu).
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Casova slozitost a redukéni strategie

Pozorovani
e Casova slozitost zavisi nejen na algoritmu (zpisobu definovani
funkce), ale také na redukéni strategii.

Ptiklad
@ Uvazme funkci pro usporadani prvki v seznamu pomoci
postupného zarazovani.

inssort :: Ord a => [a] -> [a]
inssort = foldr ins []
where ins x []1 = [x]
ins x (y:t) = if x <=y then x : y : t
elsey : ins x t

@ Princip Ffazeni funkci inssort
inssort [xi, X2, ..., Xp—1, Xn]
> foldr ins [1 [x1, %2, ..., Xn—1, Xn]
~>ML o ins x; (ins x» (...(ins x,_1 (ins x, [1))...))
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Priklad zavislosti Casové slozitosti na redukcni strategii

Definice funkce

@ inssort :: Ord a => [a] -> [a]
inssort = foldr ins []
where ins x [] = [x]

@ minim = head .

Striktni vyhodnocovani (nejhorsi pf

ins x (y:t) = if x <=y thenx : y : t

else y : ins x t

inssort

.
I

pad — seznam je klesajici)

minim [x1, ..., Xn]
s (head.inssort) [x1,...,Xn]
> head (inssort [x1,...,X,])
~ head (foldr ins [] [x1,...,%X,])
sntl head (ins x; (...(ins x,_» (ins x,_1 (ins x,[1)))...))
~n3:0+1 head (ins x; (...(ins x,—2 (ins x,—1 [x,1))...))
3141 head (ins x; (...(ins xp—2 [Xn,Xp—11)...) )
3241 head (ins x1 (...[Xp,Xp—1,Xn—2]...) )
~3(1=2)+1  head (ins x1 [xn,...,%x2] )
~3(=D+1  head [xp,...,x1]

3 Xn
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Priklad zavislosti Casové slozitosti na redukcni strategii

Definice funkce

@ inssort :: Ord a => [a] —-> [a]
inssort = foldr ins []
where ins x [] = [x]

ins x (y:t) = if x <=y thenx : y : t
else y : ins x t

@® minim = head . inssort

Liné vyhodnocovani (nejhorsi pfipad — nejmensi prvek na konci)

minim [x1,...,%x5]
s (head.inssort) [x1,...,%n]
> head (inssort [x1,...,X,])
s head (foldr ins [] [x1,...,%n])
~M1  head (ins x; (...(ins x,—» (ins x,—1 (ins x, [1)))...) )
> head (ins x; (...(ins x,—» (ins x,—1 (x, : [1)))...) )
3 head (ins x; (...(ins x,—» (x, : (ins x,—1 [1)))...) )
3 head (ins x1 (...(x, : (ins x,—2 (ins x,-1 [1)))...) )
~3 head (ins x1 (x, :(ins x» (ins x3 (...(ins x,—1[1)...)))))
3 head ( x, : (ins x; (dns x» (... (ins x,—1 [1)...))))
3 Xn
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Priklad zavislosti Casové slozitosti na redukcni strategii

Striktni vyhodnocovani

@ Pocet redukcnich krokl vyrazu minim [x1,...,x,] je:
n—1 2
3n°+n+10
34n+14> (Bk+1)+1="_——
k=0 2

@ P¥i striktnim vyhodnocovani ma funkce kvadratickou ¢asovou
slozitost.

Liné vyhodnocovani

@ Pocet redukénich krokidl vyrazu minim [xi,...,x,] je:
34n+14+1+43(n—1)+1=4n+3

@ P¥i liném vyhodnocovani ma funkce linearni ¢asovou sloZitost.
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Vliv reduk¢ni strategie na casovou slozitost

Pozorovani
@ Neni pravda, ze ¢asova slozitost vypoctu se pfi liném a
striktnim vyhodnocovani vzdy lisi.
@ Pokud se Casova sloZitost lisi, miize se lisit vic nez o jeden
fadek ve zminované tabulce asymptotickych risti funkci.

Ptiklady
e Konstantni (liné) versus exponencialni (striktné):

f n = const n (fib’ n)
@ Linearni liné i striktné:
length [ai,...,an]
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Typové tridy
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Pripomenuti klasifikace typl

Monomorfni typy

@ not :: Bool -> Bool
(&%) :: Bool -> Bool -> Bool

Polymorfni typy

@ length :: [a] -> Int
flip :: (@ > b ->¢c) ->b ->a ->c

Kvalifikované typy
@ (==), (/=) :: Ega =>a ->a -> Bool
sum, product :: Num a => [a] -> a
minimum, maximum :: Ord a => [a] -> a
print :: Show a => a -> I0 ()
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Typové tridy

Vyznam
o lIdentifikuji spole¢né vlastnosti riiznych typt.
@ Umoznuji definici funkci polymorfnich typl zizenych na typy
pozadovanych vlastnosti.

Programatorsky vyznam
@ Definice a pouziti typovych t¥id umoznuji sdilet kéd funkci,
které délaji totéz, avsak pracuji s hodnotami rlznych typa.

@ Sdileni kédu funkci, které délaji totéz,
by mél byt svaty gral vSech programatord.
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Priklad typové tridy a jejiho vyuziti

Typova tfida Eq
@ class Eq a where
(==), (/=) :: a -> a -> Bool
x /=y = not (x ==y)

PFidruzeni typia k typové t¥idé (deklarace instance)

@ instance Eq Bool where

False == False = True
True == True = True
== _ = False

@ instance Eq Int where

(==) = primEqInt

@ instance (Eq a, Eq b) => Eq (a,b) where
(x,y) == (u,v) =x==u&&y==v

IBO15 Neimperativni programovani — 07 str. 25/37



Vyuziti typové tridy jinou typovou tridou

Typova tfida Ord vyuzivajici typovou tfidu Eq
@ class (Eq a) => Ord a where
(=), (>=), (), () :: a ->a -> Bool
max, min :: a -> a -> a

X >y =y <=Xx

x<y=x<=y&&x/=y
X>y=y<Xx

max x y = if x>= y then x else y
min x y = if x<= y then x else y

Deklarace instance
@ instance Ord Bool where
False <= _ = True
_ <= True = True
_ <= _ = False
@ instance (0Ord a, Ord b) => 0rd (a,b) where
(x,y) <= (u,v) =x<ull (x==u& y<=vw)
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Prenos vlastnosti typu na slozeny typ

Pozorovani

@ Instanciaci |ze pfenést vlastnosti typu na slozené typy.

Ptiklad
@ Rozsiteni usporadatelnosti hodnot typu na usporadatelnost
seznami hodnot daného typu.

@ instance (0Ord a) => Ord [a] where
[1 <= _ = True
(_:_) <= [] = False

(x:8) <= (y:t) =x<y ||l (x ==y && s <= t)
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Obecna definice typové tridy a deklarace instance

Definice typové tfidy

@ class (Gia,...,Cka)=> Ca
where Op; i typq
op, i typy,
default;
default,,

Deklarace instance

@ instance (Cl a, ..., Ck ak) = Ctyp
where va/de_fl
valdef,,
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Pretizeni

Pretizeni

o Ma-li tfida vice nez jednu instanci, jsou jeji funkce pretizeny.

Pretizeni operaci
@ Jedna operace je pro nékolik rliznych typi operandii
definovana obecné rliznym zplsobem.

@ To, ktera definice operace se pouzije pfi vypoctu, zavisi na
typu operandil, se kterymi operace pracuje.

@ Srovnej s parametricky polymorfnimi operacemi, které jsou
definovany jednotné pro vsechny typy operandd.
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Priklad pretizeni operace

Typova tfida Num

@ class (Eq a, Show a) => Num a where
), =), *) ::a->a->a

negate, abs, signum :: a -> a

Ptetizeni operaci pti deklaraci instanci

@ instance Num Int where

(+) = primPlusInt

@ instance Num Integer where

(+) = primPlusInteger

@ instance Num Float where

(+) = primPlusFloat
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Implicitni deklarace instance

Implicitni deklarace instance

@ V Haskellu Ize deklarovat datovy typ jako instanci typové tridy
(nebo vice typovych tfid) téz implicitné, pomoci klausule
deriving v definici datového typu.

@ P¥i implicitni deklaraci instance se pozadované funkce definuji
automaticky podle zpisobu zapisu hodnot definovaného typu

@ Funkce (==) se pfi implicitni deklaraci instance realizuje jako
syntaktickd rovnost.

Priklad
@ data Nat = Zero | Succ Nat
deriving (Eq, Show)
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Moduly a modularni navrh programii
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Modularni navrh

Motivace

@ Oddéleni nezavislych, znovupouzitelnych, logicky ucelenych
Casti kédu do separatnich celkid — moduli.

Zapouzdfeni

@ P¥i definici modulu je nutné explicitné vyjmenovat funkce,
které maji byt viditelné a pouZzitelné mimo rozsah modulu,
tzv. exportované funkce.

@ Ostatni funkce a datové typy definované v modulu nejsou
z vnéjsku modulu viditelné.

@ Moduly by mély exportovat jen to, co je nutné.

@ Modul mize exportovat hodnoty, typy a typové konstruktory,
typové a konstruktorové tridy, jména moduld.
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Definice Modulu v Haskellu

Obecna definice

@ | module Jméno (exporti, ..., export, ) where

import M; spec:

import M, specm

globalni_deklarace

Automatické doplnéni definice

@ Neni-li uvedena hlavicka, doplni se
module Main (main) where
@ Nevyskytuje-li se mezi importovanymi moduly My, .. .M,
modul Prelude , doplni se

import Prelude
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Hlavni funkce
@ Program musi mit definovanou hlavni funkci — funkci main .

@ Pravé jeden modul v programu musi byt Main .

Modul Main

@ Modul Main musi exportovat hodnotu
main :: I0 7

pro néjaky typ 7, (obvykle 7= 0 ).

IBO15 Neimperativni programovani — 07 str. 35/37



P¥iklad modulu — Datovy typ Fifo

Datovy typ Fifo

e Datovy kontejner (struktura, kterd uchovava prvky)
pristupovany operacemi vloz prvek a vyber prvek.

@ Prvky jsou z datové struktury odebirany v tom poradi, ve
kterém byly vkladany.

@ First-In-First-Out = FIFO

@ Operace by mély mit konstantni ¢asovou slozitost.

Realizace v Haskellu
@ Definice modulu Fifo

@ Pouziti modulu:

import Fifo
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Priklad Modulu — Datovy typ Fifo

module Fifo (FifoTyp, emptyq, headq, enqueue, dequeue) where
data FifoTyp a = Q [a] [a]

emptyq :: FifoTyp a
emptyq = Q [1 []

enqueue :: a —-> FifoTyp a -> FifoTyp a
enqueue x (Q h t) = Q h (x:t)

headq :: FifoTyp a > a

headq (Q (x:.) _) =x

headq (Q [1 [1) = error "headq: prazdna fronta"
headq (Q [] t) = headq (Q (reverse t) [])

dequeue :: FifoTyp a -> FifoTyp a
dequeue (Q (_:h) t) =Qh t
dequeue (Q [1 []) = error "dequeue: prazdna fronta"

dequeue (Q [1 t) = dequeue (Q (reverse t) [])
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