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Předmluva

Vážeńı čtenáři,
dostává se vám do rukou výukový text Teorie graf̊u, který je primárně zaměřený pro

potřeby student̊u informatických obor̊u na vysokých školách (je ale dobře př́ıstupný i
ne-informatik̊um). Hloubkou teoretického záběru je tento text směřován do magisterské
úrovně studia, ale při vynecháńı některých v́ıce teoretických pasáž́ı dobře poslouž́ı i jako
základńı přehled oblasti na bakalářské úrovni.

Diskrétńı matematika a Teorie graf̊u jako jej́ı prominentńı součást jsou moderńımi
a rychle se rozv́ıjej́ıćımi oblastmi matematiky, které maj́ı mnohé úzké vazby na teoret-
ickou i aplikovanou informatiku. Kořeny diskrétńı matematiky (kombinatoriky) sahaj́ı k
velkým matematik̊um 18. a 19. stolet́ı, z nichž si zaslouž́ı jmenovat předevš́ım Leonard
Euler. Byl to však až nástup poč́ıtač̊u a rozvoj informatiky jako vědńı discipĺıny v druhé
polovině 20. stolet́ı, které přinesly nové teoretické pojmy a otázky a vtiskly tak diskrétńı
matematice jej́ı moderńı tvář, spojenou dosti specificky s pojmy relaćı a graf̊u.

Náš text vás seznámı́ jak s přehlednými základy klasické teorie graf̊u, tak i s hlavńımi
grafovými pojmy užitečnými pro aplikace, předevš́ım ty informatické, a závěrem rozvede
některé zaj́ımavé nové směry vývoje. Je koncipován jako soběstačný celek, který od
čtenáře nevyžaduje o mnoho v́ıce než běžné středoškolské matematické znalosti, k tomu
základńı formalismy matematického dokazováńı (matematickou indukci) a diskrétńı
matematiky (množiny, relace, kombinatorické poč́ıtańı) a chut’ do studia. Části věnované
algoritmickým aplikaćım nav́ıc předpokládaj́ı jistou znalost algoritmizace a zběhlost v
programováńı. Svým rozsahem látka odpov́ıdá jednomu semestru běžné VŠ výuky včetně
cvičeńı.

Tento výukový text vycháźı ve svých základech z vynikaj́ıćı moderńı učebnice [5]
Kapitoly z Diskrétńı Matematiky [5] autor̊u J. Matouška a J. Nešetřila z MFF UK.
(Tato kniha se kromě českého vydáńı dočkala i úspěšných vydáńı ve světových jazyćıch,
jako např́ıklad [6]. Vřele ji doporučujeme všem zájemc̊um o rozš́ı̌reńı svých diskrétńıch
matematických obzor̊u.) Záběr našeho textu neńı v oblasti diskrétńı matematiky tak
široký jako u zmı́něné učebnice, ale zaměřujeme se hlouběji na ty r̊uzné oblasti graf̊u,
které nacházej́ı nejčastěǰśı použit́ı v informatické praxi. Na druhou stranu se zde v́ıce
věnujeme abstraktńım algoritmickým aplikaćım uváděné látky a zmiňujeme také některé
zaj́ımavé pokročilé partie teorie graf̊u.

Ve stručnosti se zde zmı́ńıme o struktuře naš́ı učebnice. Přednášený materiál je dělený
do jednotlivých lekćı (kapitol), které zhruba odpov́ıdaj́ı obsahu týdenńıch přednášek v
semestru. Lekce jsou dále děleny tematicky na odd́ıly. Výklad je strukturován obvyklým
matematickým stylem na definice, tvrzeńı, př́ıpadné d̊ukazy, poznámky a neformálńı
komentáře. Lekce obsahuj́ı někdy dodatky přinášej́ıćı specializovaný pohled do hlubin
vybraného tématu a ty jsou obecně volitelné při studiu. Každá lekce má v samém závěru
uvedeny bohaté odkazy na př́ıpadné rozšǐruj́ıćı (samo)studium.

Výukový text je dále proložen řadou vzorově řešených př́ıklad̊u navazuj́ıćıch na
vykládanou látku a doplněn daľśımi otázkami a úlohami. (Otázky a úlohy označené
hvězdičkou patř́ı k obt́ıžněǰśım a nepředpokládáme, že by na ně všichni studuj́ıćı dokázali
správně odpovědět bez pomoci.) Každá lekce je zakončena zvláštńım odd́ılem určeným
k dodatečnému procvičeńı látky. Správné odpovědi k otázkám a úlohám jsou shrnuty
na konci textu. Věř́ıme, že př́ıklady vám budou užitečným vod́ıtkem při studiu a pro
pochopeńı přednesené teorie. Mnoho zdaru.
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O výuce Teorie graf̊u MA010 na FI MU

Teorie graf̊u MA010 je jedńım ze stěžejńıch teoretických magisterských předmět̊u na
Fakultě informatiky MU, ale jeho výuka je bez problémů př́ıstupná i bakalářským stu-
dent̊um se zájmem o obor. Paralelně k MA010 je na FI MU vyučován předmět Grafové
algoritmy MA015. Autor pak dále přednáš́ı několik navazuj́ıćıch výběrových předmět̊u
pokročilé teorie graf̊u – MA051, MA052 a MA053.

V rámci e-learningu Informačńıho systému (IS) MU je k předmětu vytvořena obsáhlá
interaktivńı osnova Teorie graf̊u (v anglickém jazyce), odpov́ıdaj́ıćı struktuře výukového
textu a s mnoha odkazy na př́ıstupné webové zdroje k předmětu a procvičováńı. Osnova
je veřejně př́ıstupná na adrese

http://is.muni.cz/el/1433/podzim2015/MA010/index.qwarp .

O historii našeho učebńıho textu

Původńı výukový text vznikal v pr̊uběhu let 2003 až 2005 na základě autorových
přednášek a cvičeńı předmětu Diskrétńı matematika na FEI VŠB – TUO. Tento text
byl pak autorem upraven a druhotně (předevš́ım v teoretické oblasti) výrazně rozš́ı̌ren
pro potřeby výuky magisterského předmětu MA010 Teorie graf̊u na FI MU Brno od
roku 2006.

Vzhledem k tomu, že od roku 2009 je předmět MA010 na FI MU vyučován v an-
gličtině, tento učebńı text poněkud ztráćı své výsadńı postaveńı primárńıho studijńıho
zdroje (kterým se stává výše odkázaná interaktivńı osnova MA010 v IS MU), ale z̊ustává
plnohodnotným českým studijńım materiálem pro předmět MA010.

A slovo závěrem. . .

Přejeme vám mnoho úspěch̊u při studiu teorie graf̊u a budeme potěšeni, pokud se vám
náš výukový text bude ĺıbit. Jelikož nikdo nejsme neomylńı, i v této publikaci zajisté
jsou nejasnosti či chyby, a proto se za ně předem omlouváme. Pokud chyby objev́ıte,
dejte nám prośım vědět e-mailem mailto:hlineny@fi.muni.cz.

Autor

iii

http://is.muni.cz/el/1433/podzim2015/MA010/index.qwarp
mailto:hlineny@fi.muni.cz


Obsah
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Část I

Základy Graf̊u a Jejich Využit́ı

V úvodńı části našeho učebńıho textu se nejprve seznámı́me s grafy a nauč́ıme se je
pochopit a pracovat s nimi jako s matematickými objekty. V následuj́ıćıch třech lekćıch
se zaměř́ıme na několik okruh̊u grafových pojm̊u a úloh, se kterými se asi nejčastěji
setkáváme v jejich aplikaćıch souvisej́ıćıch s informatikou.

1 Jak Vzniká GRAF

Úvod
Třebaže grafy jsou jen jednou z mnoha použ́ıvaných struktur v diskrétńı matematice,

vydobyly si svou užitečnost́ı a názornost́ı tak d̊uležité mı́sto na slunci, až se dá bez nadsázky
ř́ıci, že teorie graf̊u je nejvýznamněǰśı součást́ı soudobé diskrétńı matematiky. Primárně se
dobrá znalost základ̊u teorie graf̊u jev́ı nezbytná ve většině oblast́ı moderńı informatiky,
včetně těch aplikovaných. Proto se i náš všeobecný kurz teorie graf̊u bude v d̊uležité mı́̌re
zaměřovat na informatické aplikace graf̊u, avšak vcelku bez nutnosti informatiku ovládat (tj.
naše látka je dobře př́ıstupná i ne-informatik̊um).

Neformálně řečeno, graf se skládá z vrchol̊u (představme si je jako nakreslené punt́ıky) a
z hran, které spojuj́ı dvojice vrchol̊u mezi sebou. Ale pozor, neplet’me si graf s grafem funkce!

Takto chápaný graf m̊uže vyjadřovat souvislosti mezi objekty, návaznosti, spojeńı nebo
toky, atd. Své d̊uležité mı́sto v informatice si grafy źıskaly dobře vyváženou kombinaćı
svých vlastnost́ı – snadným názorným nakresleńım a zároveň jednoduchou zpracovatelnost́ı
na poč́ıtač́ıch. Dı́ky těmto vlastnostem se grafy prosadily jako základńı vhodný matematický
model pro popis r̊uzných, i komplikovaných, vztah̊u mezi objekty.

Ćıle
Prvńım ćılem této lekce je formálně definovat, co je to graf a jaké jsou nejzákladněǰśı

grafové pojmy (třeba hrany a stupně, podgrafy, apod). V tomto ohledu zaslouž́ı specifickou
zmı́nku pojem isomorfismu graf̊u, který je v úvodńıch partíıch kĺıčový a je mu věnována
značná pozornost. Také jsou zde shrnuty některé obvyklé typy graf̊u, jako cesty a kružnice,
úplné grafy či stromy, a jejich orientovaná zobecněńı. Předevš́ım však je d̊uležité, aby se
čtenář naučil grafy “uchopit” a vykonávat s nimi základńı operace a manipulace, což si také
m̊uže ihned vyzkoušet v následuj́ıćıch odd́ılech cvičeńı.

1.1 Pojem grafu

Hned na úvod přistouṕıme k formálńı definici grafu a přitom předeśıláme, že soubor
př́ıklad̊u ukazuj́ıćıch praktické využit́ı graf̊u je uveden v Odd́ıle 1.4 a daľśıch. Začneme
základńım pojmem tzv. obyčejného grafu, kterým se budeme zabývat v převážné většině
tohoto textu a ve kterém zavád́ıme hrany mezi dvojicemi vrchol̊u pomoćı dvouprvkových
podmnožin těchto vrchol̊u. Možné rozšǐruj́ıćı definice graf̊u zmı́ńıme krátce v závěru.
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Definice 1.1. Graf (rozš́ı̌reně obyčejný či jednoduchý neorientovaný graf)
je uspořádaná dvojice G = (V,E), kde V je množina vrchol̊u a E je množina hran –
množina vybraných dvouprvkových podmnožin množiny vrchol̊u.

Značenı́: Hranu mezi vrcholy u a v ṕı̌seme jako {u, v}, nebo zkráceně uv. Vrcholy
spojené hranou jsou sousedńı. Na množinu vrchol̊u známého grafu G odkazujeme jako
na V (G), na množinu hran E(G).

Fakt: Na graf se lze d́ıvat také jako na symetrickou ireflexivńı relaci, kde hrany tvoř́ı
právě dvojice prvk̊u z této relace.

Poznámka: Grafy se často zadávaj́ı př́ımo názorným obrázkem, jinak je lze také zadat výčtem
vrchol̊u a výčtem hran. Např́ıklad:

V = {1, 2, 3, 4}, E =
{

{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {3, 4}
}

1

2 3 4

Běžné typy graf̊u

Pro snadněǰśı vyjadřováńı je zvykem některé běžné typy graf̊u nazývat popisnými jmény.
Jde čistě o věc konvence a autoři se mohou v některých názvech lǐsit (i přicházet s novými
názvy), avšak následuj́ıćı názvy patř́ı k všeobecně přij́ımaným základ̊um grafového
názvoslov́ı.

Kružnice délky n má n ≥ 3 vrchol̊u spojených do jednoho cyklu n hranami:

Cn 6

5 2

1

7 . . .

4

n

3

Cesta délky n má n+ 1 vrchol̊u spojených za sebou n hranami:

Pn

1 2 3 4 . . . n n+1

Úplný graf na n ≥ 1 vrcholech má n vrchol̊u, všechny navzájem pospojované (tj.
celkem

(

n
2

)

hran):

Kn

1

2

3

4 n. . .
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Úplný bipartitńı graf nam ≥ 1 a n ≥ 1 vrcholech mám+n vrchol̊u ve dvou skupinách
(partitách), přičemž hranami jsou pospojované všechny m·n dvojice z r̊uzných skupin:

Km,n

m

n

Hvězda s n ≥ 1 rameny je speciálńım př́ıpadem úplného bipartitńıho grafu K1,n:

Sn s s

s

s

s

s

s s. . .

1

2

3

4

5

6 n

Stupně vrchol̊u v grafu

Máme-li graf, často nás zaj́ımá, kolik z kterého vrcholu vycháźı hran-spojnic, neboli kolik
má vrchol

”
soused̊u“. Proto jedńım z prvńıch definovaným pojmů bude stupeň vrcholu

v grafu.

Definice 1.2. Stupněm vrcholu v v grafu G
rozumı́me počet hran vycházej́ıćıch z v. Stupeň vrcholu v v grafu G znač́ıme dG(v).

Komentář: Slovo
”
vycházej́ıćı“ zde nenaznačuje žádný směr; je totiž obecnou konvenćı ř́ıkat,

že hrana vycháźı z obou svých konc̊u zároveň.

s s

s s

s s

3 3

2 2

2 2

stupně
s s

s s

s s

4 3

2 5

3 3

Např́ıklad v nakreslené ukázce jsou stupně př́ımo zapsány u vrchol̊u.

Definice: Graf je d-regulárńı, pokud všechny jeho vrcholy maj́ı stejný stupeň d.

Značenı́: Nejvyšš́ı stupeň v grafu G znač́ıme ∆(G) a nejnǐzš́ı δ(G).

Věta 1.3. Součet stupň̊u v grafu je vždy sudý, roven dvojnásobku počtu hran.

Důkaz. Při sč́ıtáńı stupň̊u vrchol̊u v grafu započ́ıtáme každou hranu dvakrát – jednou
za každý jej́ı konec. Proto výsledek vyjde sudý. ✷

Vlastnosti posloupnosti stupň̊u

Soubor stupň̊u grafu je jeho d̊uležitou kvantitativńı charakteristikou. Jelikož však v
obyčejném grafu zvlášt’ nerozlǐsujeme mezi jednotlivými vrcholy, nemáme dáno žádné
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pořad́ı, ve kterém bychom stupně vrchol̊u měli psát (pokud je neṕı̌seme př́ımo do obrázku
grafu). Proto si stupně obvykle seřazujeme podle velikosti.

Zaj́ımavou otázkou je, které posloupnosti stupň̊u odpov́ıdaj́ı vrchol̊um skutečných
graf̊u? (Např́ıklad posloupnost stupň̊u 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 nemůže nastat nikdy.)

Věta 1.4. Necht’ d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ dn je posloupnost přirozených č́ısel. Pak existuje graf
s n vrcholy stupň̊u

d1, d2, . . . , dn

právě tehdy, když existuje graf s n− 1 vrcholy stupň̊u

d1, d2, . . . , dn−dn−1, dn−dn − 1, . . . , dn−2 − 1, dn−1 − 1 .

Komentář: K pochopeńı Věty 1.4: Mı́rně nepřehledný formálńı zápis věty znamená, že ze
seřazené posloupnosti odebereme posledńı (největš́ı) stupeň dn a od tolika dn bezprostředně
předchoźıch stupň̊u odečteme jedničky. Zbylé stupně na začátku posloupnosti se nezměńı.
(Nezapomeňme, že posloupnost je třeba znovu seřadit dle velikosti.)

Důkaz tohoto nepř́ılǐs těžkého fundamentálńıho tvrzeńı pro tentokráte vynecháváme
a odkazujeme čtenáře např́ıklad na [5, Kapitola 4].

Př́ıklad 1.5. Existuje graf se stupni vrchol̊u:

(1, 1, 1, 2, 3, 4) ?

Dle Věty 1.4 uprav́ıme posloupnost na (1, 0, 0, 1, 2), uspořádáme ji (0, 0, 1, 1, 2), pak znovu
vše zopakujeme na (0, 0, 0, 0) a takový graf už jasně existuje.

Na druhou stranu, jak takový graf sestroj́ıme? (Obvykle neńı jediný, ale nás zaj́ımá aspoň
jeden z nich.) Prostě obrát́ıme předchoźı postup, začneme z grafu se 4 vrcholy bez hran,
přidáme vrchol stupně 2 spojený se dvěma z nich a daľśı vrchol stupně 4 takto:

s s s s s s s s

s

s s s s

s

s

(1, 1, 1, 1, 2, 3, 4, 6, 7) ?

Podobně uprav́ıme tuto posloupnost na (1, 0, 0, 0, 1, 2, 3, 5) a uspořádáme ji
(0, 0, 0, 1, 1, 2, 3, 5), pak znovu uprav́ıme na (0, 0,−1, 0, 0, 1, 2), ale to už přece nelze –
stupně v grafu nejsou záporné. Proto takový graf neexistuje.

✷

Otázky a úlohy k řešeńı

(1.1.1) Může být obyčejný graf bez hran?

(1.1.2) Kolik hran m̊uže mı́t obyčejný graf s jedńım vrcholem?

(1.1.3) Graf zaṕı̌seme výčtem vrchol̊u {a, b, c, d, e} a hran {ac, ba, be, cd, de}. Nakreslete si
jej! O jaký typ grafu se jedná?

(1.1.4) Pro jakou hodnotu n je úplný graf Kn zároveň cestou?

(1.1.5) Pro jakou hodnotu n je úplný graf Kn zároveň kružnićı?

(1.1.6) Pro jaké hodnoty m,n > 0 je úplný bipartitńı graf Km,n zároveň kružnićı?

(1.1.7) Pro jaké hodnoty m,n > 0 úplný bipartitńı graf Km,n neobsahuje žádnou kružnici?

(1.1.8) Kolik hran muśıte přidat do kružnice délky 6, aby vznikl úplný graf na 6 vrcholech?

(1.1.9) Co se stane, pokud aplikujeme postup Věty 1.4 na posloupnost stupň̊u s lichým
součtem?

(1.1.10) Existuje graf se stupni 4, 2, 3, 5, 3, 2, 3? Nakreslete jej.

(1.1.11) Existuj́ı dva
”
r̊uzné“ grafy se 6 vrcholy stupň̊u 2?

(1.1.12) Proč má každý (jednoduchý) graf alespoň dva vrcholy stejného stupně?
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1.2 Podgrafy a Isomorfismus

Podgraf je, jednoduše řečeno, část grafu. Avšak tato slova muśıme definovat poněkud
přesněji, abychom předešli situaćım, kdy by nám zbyly

”
hrany bez vrchol̊u“. Dále si

definujeme tzv. indukovaný podgraf, který (na rozd́ıl od běžného podgrafu) z p̊uvodńıho
grafu přeb́ırá všechny hrany mezi vybranými vrcholy.

Definice: Podgrafem grafu G rozumı́me libovolný graf H na podmnožině vrchol̊u
V (H) ⊆ V (G), který má za hrany libovolnou podmnožinu hran grafu G maj́ıćıch oba
vrcholy ve V (H). Ṕı̌seme H ⊆ G, tj. stejně jako množinová inkluze (ale význam je
trochu jiný).

Komentář: Na následuj́ıćım obrázku vid́ıme zvýrazněné podmnožiny vrchol̊u hran. Proč se
vlevo (červeně) nejedná o podgraf? Obrázek vpravo (zeleně) už podgrafem je.

s s

s s

s s

s

s

s

s s

s s

s s

s s

s

Definice: Indukovaným podgrafem je podgraf H ⊆ G takový, který obsahuje všechny
hrany grafu G mezi dvojicemi vrchol̊u z V (H). Překlenuj́ıćım podgrafem je podgraf
H ⊆ G takový, že V (G) = V (H).

Elementárńı operace s grafy

Ke zjednodušeńı naš́ı práce s grafy dobře poslouž́ı také následuj́ıćı jednoduché operace,
hojně v teorii graf̊u použ́ıvané.

• Vypuštěńı hrany e nebo vrcholu v z grafu G je definováno:

G \ e := indukovaný podgraf grafu G daný jako E(G \ e) = E(G) \ {e},

G \ v := indukovaný podgraf grafu G daný jako V (G \ v) = V (G) \ {v}.

s

s

s s

s

s

X
X

X
X

v

• Stejně tak lze definovat vypouštěńı množin vrchol̊u či hran z G : G \X, G \ F .

• Přidáńım vrcholu či hrany do grafu G, kde v 6∈ V (G), e = uw 6∈ E(G), vznikne:

G+ v := graf daný V (G+ v) = V (G) ∪ {v} a E(G+ v) = E(G),

G+ e := graf daný V (G+ e) = V (G) a E(G+ e) = E(G) ∪ {e},
za předpokladu u,w ∈ V (G).

• Podrozděleńım hrany e = uw ∈ E(G) v grafu G vzniká

– graf (G \ e) + ve + {uve, vew}.

s

s

s s

s

s

ss❢

veu w
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”
Stejnost“ graf̊u; Isomorfismus

Pozorný čtenář si možná již při čteńı předchoźıho textu položil otázku: Co když vezmeme
jeden graf (třeba kružnici délky 5) a nakresĺıme jej jednou tak, podruhé zase jinak – je to
stále tentýž graf nebo ne? Př́ısně formálně řečeno, každé nakresleńı jistého grafu, třeba
té kružnice C5, je jiným grafem, ale přitom bychom rádi řekli, že r̊uzná nakresleńı téhož
grafu jsou stále stejná. Už jen proto, že grafy maj́ı modelovat vztahy mezi dvojicemi
objekt̊u, ale tyto vztahy přece v̊ubec nezáviśı na tom, jak si grafy nakresĺıme. Pro tuto

”
stejnost“ graf̊u se vžil pojem isomorfńı grafy a je ilustrována následuj́ıćım obrázkem.

Pro formálně správné pochopeńı a použit́ı teorie graf̊u je potřeba nejprve dobře
chápat tento pojem isomorfismu graf̊u:

Definice 1.6. Isomorfismem graf̊u G a H je každé bijektivńı (vzájemně jednoznačné)
zobrazeńı f : V (G)→ V (H), pro které plat́ı, že kterákoliv dvojice vrchol̊u u, v ∈ V (G)
je spojená hranou v G právě tehdy, když je dvojice f(u), f(v) spojená hranou v H.
Grafy G a H jsou isomorfńı pokud mezi nimi existuje isomorfismus. Ṕı̌seme G ≃ H.

Fakt: Isomorfńı grafy maj́ı stejný počet vrchol̊u (i hran).

Fakt: Pokud je bijekce f isomorfismem, muśı zobrazovat na sebe vrcholy stejných
stupň̊u, tj. dG(v) = dH(f(v)). Naopak to však nestač́ı!

Př́ıklad 1.7. Jsou následuj́ıćı dva grafy isomorfńı?

s s

s s

s s

s s

s s

s s

Pokud mezi nakreslenými dvěma grafy hledáme isomorfismus, nejprve se pod́ıváme, zda
maj́ı stejný počet vrchol̊u a hran. Maj́ı. Pak se pod́ıváme na stupně vrchol̊u a zjist́ıme, že oba
maj́ı stejnou posloupnost stupň̊u 2, 2, 2, 2, 3, 3. Takže ani takto jsme mezi nimi nerozlǐsili a
mohou (nemusej́ı!) být isomorfńı. Dále tedy nezbývá, než zkoušet všechny př́ıpustné možnosti
zobrazeńı isomorfismu z levého grafu do pravého.

Na levém grafu si pro ulehčeńı všimněme, že oba vrcholy stupně tři jsou si symetrické,
proto si bez újmy na obecnosti můžeme vybrat, že nejlevěǰśı vrchol prvńıho grafu, označme
jej 1, se zobraźı na nejlevěǰśı vrchol 1′ v druhém grafu (také stupně tři). Oč́ıslujme zbylé
vrcholy prvńıho grafu 2, . . . , 6 v kladném smyslu, jak je ukázáno na následuj́ıćım obrázku.
Druhý vrchol stupně tři, označený 4, se muśı zobrazit na analogický vrchol druhého grafu
(pravý spodńı). Pak je již jasně vidět, že daľśı sousedé 2, 6 vrcholu 1 se zobraźı na analogické
sousedy 2′, 6′ vrcholu 1′ v druhém grafu, a stejně je to i se zbylými vrcholy 3, 5. Výsledný
isomorfismus vypadá v odpov́ıdaj́ıćım značeńı vrchol̊u takto:

s s

s s

s s

1 4

2 3

6 5

s s

s s

s s

1’ 2’

3’ 4’

5’ 6’
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✷

Grafy jako tř́ıdy isomorfismu

S Definićı 1.6 a následuj́ıćım poznatkem pak již neńı problém matematicky správně
abstrahovat od představy grafu jako jednoho konkrétńıho obrázku k představě zahrnuj́ıćı
pod jedno jméno či označeńı všechny

”
stejně vypadaj́ıćı“ grafy.

Věta 1.8. Relace
”
být isomorfńı“ ≃ na tř́ıdě všech graf̊u je ekvivalenćı.

Důkaz. Relace ≃ je reflexivńı, protože graf je isomorfńı sám sobě identickým zo-
brazeńım. Relace je také symetrická, nebot’ bijektivńı zobrazeńı lze jednoznačně obrátit.
Tranzitivnost ≃ se snadno dokáže skládáńım zobrazeńı–isomorfismů. ✷

Důsledkem je, že všechny možné grafy se rozpadnou na tř́ıdy isomorfismu. V praxi pak,
pokud mluv́ıme o grafu, mysĺıme t́ım obvykle jeho celou tř́ıdu isomorfismu, tj. nezálež́ı
nám na konkrétńı prezentaci grafu.

Daľśı grafové pojmy

Následuj́ıćı terminologie nám pomáhá se srozumitelně vyjadřovat o vlastnostech graf̊u.

Značenı́: Mějme libovolný graf G.

• Podgrafu H ⊆ G, který je isomorfńı nějaké kružnici, ř́ıkáme kružnice v G.

• Speciálně ř́ıkáme trojúhelńık každému podgrafu isomorfńımu kružnici délky 3.

• Podgrafu H ⊆ G, který je isomorfńı nějaké cestě, ř́ıkáme cesta v G.

• Podgrafu H ⊆ G, který je isomorfńı nějakému úplnému grafu, ř́ıkáme klika v G.
(Někdy se však za kliku považuje pouze takový úplný podgraf, který je maximálńı
vzhledem k inkluzi.)

• Indukovanému podgrafu H ⊆ G, který je isomorfńı nějaké kružnici, ř́ıkáme induko-
vaná kružnice v G. Podobně se definuje indukovaná cesta.

Komentář: Uvažujme následuj́ıćı ukázky graf̊u:

s s

s s

s s

1 4

2 3

6 5

s s

s s

s s

1 4

2 3

6 5

Prvńı z ukázaných graf̊u např́ıklad neobsahuje žádný trojúhelńık, ale obsahuje kružnici
délky 4, dokonce indukovanou. Druhý graf trojúhelńık obsahuje a kružnici délky 4 taktéž.
Prvńı graf obsahuje cestu délky 4 na vrcholech 1, 2, 3, 4, 5, ale ta neńı indukovaná. Indukovaná
cesta délky 4 v něm je třeba 2, 3, 4, 5, 6. Druhý graf tyto cesty také obsahuje, ale naopak žádná
z nich neńı indukovaná.

Prvńı graf má největš́ı kliku velikosti 2 – jedinou hranu, kdežto druhý graf má větš́ı kliku
na vrcholech 3, 4, 5. Největš́ı nezávislá množina u obou graf̊u má 3 vrcholy, třeba 2, 4, 6.

Mimo to je zvykem hovořit o následuj́ıćıch specifických typech graf̊u, kterým se
budeme bĺıže věnovat v nadcházej́ıćıch lekćıch.

Značenı́: Mějme libovolný graf G.
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• G je souvislý graf (ne
”
spojitý“!), pokud každé dva vrcholy u, v ∈ V (G) jsou spojeny

cestou v G mezi konci u a v.

s
s

ss

s

s

s

– detaily nalezneme v Lekci 2. . .

• G je bipartitńı graf, pokud G je podgrafem úplného bipartitńıho grafu Km,n pro
vhodná m,n.

s s s s s

s s s s

– bĺıže rozebereme v Lekci ??. . .

• G je strom, pokud je G souvislý a nemá žádnou kružnici jako podgraf.

s
s

ss

s

s

s

O těžkosti problému isomorfismu

Mnohé př́ıklady uváděné mimo jiné v této lekci nám ukazuj́ı (některé cesty), jak naj́ıt
nebo vyloučit isomorfismus dvou graf̊u. Daľśı, tentokrát negativńı, př́ıklad přidáváme.

Př́ıklad 1.9. Jsou následuj́ıćı dva grafy isomorfńı?

s s

s s

s s

s s

s s

s s

Postupovat budeme jako v Př́ıkladě 1.7, nejprve ověř́ıme, že oba grafy maj́ı stejně mnoho
vrchol̊u i stejnou posloupnost stupň̊u 2, 2, 2, 2, 3, 3. Pokud se však budeme snažit naj́ıt mezi
nimi isomorfismus, něco stále nebude vycházet, že? Co nám tedy v nalezeńı isomorfismu
bráńı? Pod́ıvejme se, že v druhém grafu oba vrcholy stupně tři maj́ı svého společného souseda,
tvoř́ı s ńım trojúhelńık. V prvńım grafu tomu tak neńı, prvńı graf dokonce nemá žádný
trojúhelńık. Proto zadané dva grafy nejsou isomorfńı. ✷

Ne vždy však podobně jednoduchý př́ıstup muśı fungovat. Čtenář se může ptát, kde
tedy najde nějaký univerzálńı postup pro nalezeńı isomorfismu? Bohužel vás muśıme
zklamat, žádný rozumný univerzálńı postup neńı znám a zat́ım plat́ı, že jediná vždy
funguj́ıćı cesta pro nalezeńı či nenalezeńı isomorfismu mezi dvěma grafy je ve stylu
vyzkoušejte všechny možnosti bijekćı mezi vrcholy těchto graf̊u. (Těch je, jak známo,
až n!) Na druhou stranu existuj́ı dobře funguj́ıćı heuristické př́ıstupy řešeńı a v hierar-
chii výpočetńı složitosti problém isomorfismu lež́ı docela ńızko, jen

”
kousek nad“ tř́ıdou

polynomiálńıch problémů, takže je jistá naděje na nalezeńı univerzálńıho efektivńıho
algoritmu v budoucnu.

Otázky a úlohy k řešeńı

(1.2.1) Je nějaká kružnice podgrafem cesty?
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(1.2.2) Muśı mı́t isomorfńı grafy stejný počet hran?

(1.2.3) Je nějaká cesta indukovaným podgrafem kružnice?

(1.2.4) Jaký má smysl mluvit o indukované klice? A o indukované hvězdě?

(1.2.5) Který z těchto dvou graf̊u je souvislý?

A s s s s

s s s s

B s s s s

s s s s

(1.2.6) Jaká je délka nejkratš́ı kružnice obsažené v tomto grafu?

s s s s

s s s s

(1.2.7) Jaká je délka nejdeľśı cesty obsažené v grafu z Úlohy 1.2.6?
∗(1.2.8) Jaká je délka nejdeľśı indukované cesty obsažené v grafu z Úlohy 1.2.6?

(1.2.9) Dokážete naj́ıt ke grafu z Úlohy 1.2.6 neisomorfńı graf, který má stejnou posloupnost
stupň̊u? Proč tyto dva grafy nejsou isomorfńı?

∗(1.2.10) Kolik existuje jednoduchých neisomorfńıch graf̊u se všemi vrcholy stupně 2 na
a) 5 vrcholech; b) 6 vrcholech; c) 9 vrcholech?

1.3 Stromy – grafy bez kružnic

V návaznosti na předchoźı odd́ıl začněme definićı stromů a pokračujeme přehledem jejich
základńıch vlastnost́ı.

Definice 1.10. Strom je jednoduchý souvislý graf T bez kružnic.
Jednoduchý graf bez kružnic (tj. bez požadavku souvislosti) nazveme lesem.

Komentář: Každý les je sjednoceńım jednoho či několika stromů. Jeden vrchol (bez hran) je
také strom.

s
s

ss

s

s

s

s s

s

Jelikož smyčky a násobné hrany v multigrafech jsou považovány za kružnice délek 1 a 2,
v lesech a stromech se nemohou nacházet. Stromy tud́ıž muśı být jednoduchými grafy.

Základńı vlastnosti stromů

Následuj́ıćı vlastnosti stromů, která uvád́ıme i s jednoduchými d̊ukazy, plně popisuj́ı
stromy jako specifický typ graf̊u a mohou tud́ıž být př́ıpadně použity mı́sto uvedené
Definice 1.10. Jedná se sice na úvod o dosti formálńı látku, avšak alespoň zběžné
porozuměńı uvedeným vlastnostem je potřebné pro daľśı práci se stromy a s jinými
strukturami založenými na stromech.

Lema 1.11. Strom s v́ıce než jedńım vrcholem obsahuje vrchol stupně 1.
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Důkaz: Souvislý graf s v́ıce než jedńım vrcholem nemůže mı́t vrchol stupně 0. Proto
vezmeme strom T a v něm libovolný vrchol v. Sestroj́ıme nyńı co nejdeľśı sled S v T
zač́ınaj́ıćı ve v:

s
s

s
s

s s

s❢ ❢

. . . . . .

S

deg. 1

S začne libovolnou hranou vycházej́ıćı z v. V každém daľśım vrcholu u, do kterého
se dostaneme a má stupeň větš́ı než 1, lze pak pokračovat sled S daľśı novou hranou.
Uvědomme si, že pokud by se ve sledu S poprvé zopakoval některý vrchol, źıskali bychom
kružnici, což ve stromě nelze. Proto sled S muśı jednou skončit v nějakém vrcholu stupně
1 v T . ✷

Komentář: Zamyslete se, proč v každém stromě s v́ıce než jedńım vrcholem jsou alespoň dva
vrcholy stupně 1 (odpověd’ je skrytá už v předchoźım d̊ukaze). Zároveň si odpovězte, jestli
lze tvrdit, že každý strom s v́ıce než jedńım vrcholem obsahuje tři vrcholy stupně 1.

Věta 1.12. Strom na n vrcholech má přesně n− 1 hran pro n ≥ 1.

Důkaz: Toto tvrzeńı dokážeme indukćı podle n. Strom s jedńım vrcholem má n−1 = 0
hran. Necht’ T je strom na n > 1 vrcholech. Podle Lematu 1.11 má T vrchol v stupně 1.
Označme T ′ = T \ v graf vzniklý z T odebráńım vrcholu v. Pak T ′ je také souvislý bez
kružnic, tud́ıž strom na n − 1 vrcholech. Dle indukčńıho předpokladu T ′ má n − 1 − 1
hran, a proto T má n− 1− 1 + 1 = n− 1 hran. ✷

Věta 1.13. Mezi každými dvěma vrcholy stromu vede právě jediná cesta.

Důkaz: Jelikož strom T je souvislý dle definice, mezi libovolnými dvěma vrcholy u, v
vede nějaká cesta.

s s

s s

s

s

s

s s

s

s

su
v

P1

P2

H

❢
❢

Pokud by existovaly dvě r̊uzné cesty P1, P2 mezi u, v, tak bychom vzali jejich symetrický
rozd́ıl, podgraf H = P1∆P2 s neprázdnou množinou hran, kde H zřejmě má všechny
stupně sudé. Na druhou stranu se však podgraf stromu muśı opět skládat z komponent
stromů (ne všechny jsou izolovanými vrcholy), a tud́ıž obsahovat vrchol stupně 1 podle
Lematu 1.11, spor. Proto cesta mezi u a v existuje jen jedna. ✷

Důsledek 1.14. Přidáńım jedné nové hrany do stromu vznikne právě jedna kružnice.

Důkaz: Necht’ mezi vrcholy u, v ve stromu T neńı hrana. Přidáńım hrany e = uv
vznikne právě jedna kružnice z e a jediné cesty mezi u, v v T podle Věty 1.13. ✷

Věta 1.15. Strom je minimálńı souvislý graf (na daných vrcholech).

Důkaz: Strom je souvislý podle definice. Pokud by ale vypuštěńım hrany e = uv ze
stromu T vznikl opět souvislý graf, pak by mezi u, v v T existovaly dvě cesty (dohromady
kružnice) – hrana e a jiná cesta v T \ e. To je ve sporu s Větou 1.13. Naopak, pokud by
souvislý graf měl kružnici, z̊ustal by souvislý i po vypuštěńı některé hrany té kružnice.
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Proto každý minimálńı souvislý graf (na daných vrcholech) je stromem. Tud́ıž strom je
právě minimálńım souvislým grafem na daných vrcholech. ✷

Závěrem si pro správné pochopeńı základńıch vlastnost́ı stromů vyřeš́ıme následuj́ıćı
(ne zcela jednoduchý) př́ıklad.

Př́ıklad 1.16. Kolik nejvýše kružnic vznikne v grafu, který vytvoř́ıme ze stromu přidáńım
dvou hran?

Přidáńım jedné hrany do stromu T vznikne jedna kružnice dle Důsledku 1.14. Druhá
hrana vytvoř́ı nejméně ještě jednu kružnici ze stejných d̊uvod̊u, ale může vytvořit i dvě daľśı
kružnice, jako třeba v následuj́ıćım grafu, kde strom T je vyznačen plnými čarami a dvě
přidané hrany čárkovaně.

s

s

s

s

Každá z přidaných dvou hran vytvoř́ı vlastńı trojúhelńık a nav́ıc ještě vznikne kružnice délky
4 procházej́ıćı oběma z přidaných hran.

Na druhou stranu chceme ukázat, že v́ıce než 3 kružnice po přidáńı dvou hran e, f do
stromu T vzniknout nemohou: Podle Důsledku 1.14 vznikne jen jedna kružnice procházej́ıćı
hranou e a neobsahuj́ıćı f , stejně tak jedna kružnice procházej́ıćı f a neobsahuj́ıćı e. Nakonec
stač́ı nahlédnout, že je nejvýše jedna možná kružnice procházej́ıćı oběma hranami e, f : Pokud
by takové byly dvě r̊uzné C1, C2, pod́ıvali bychom se na jejich symetrický rozd́ıl, podgraf
H = C1∆C2, který má všechny stupně sudé, neprázdnou množinu hran a je nav́ıc pografem
stromu T . Takže stejně jako ve Větě 1.13 dostáváme spor s faktem, že podgrafy stromů s
hranami muśı obsahovat vrchol stupně 1. ✷

Otázky a úlohy k řešeńı

(1.3.1) Je prázdný graf (bez vrchol̊u a hran) stromem?

(1.3.2) Které ze základńıch typ̊u graf̊u z Odd́ılu 1.1 jsou stromy? (A nezapomněli jste na
jeden podtyp?)

(1.3.3) Lze o některém ze základńıch typ̊u graf̊u z Odd́ılu 1.1 ř́ıci, že to určitě nebude strom?

(1.3.4) Kolik je neisomorfńıch les̊u na třech vrcholech? Nakreslete si je.

(1.3.5) Kolik je neisomorfńıch strom̊u na čtyřech vrcholech? Nakreslete si je.
∗(1.3.6) Jak byste definovali strom s použit́ım poznatku Věty 1.12?
∗(1.3.7) Jak byste definovali strom s použit́ım poznatku Věty 1.13?

1.4 Orientované grafy a multigrafy

V některých př́ıpadech, jako např́ıklad u tok̊u v śıt́ıch (Lekce 4), potřebujeme u každé
hrany grafu vyjádřit jej́ı směr. Tento požadavek přirozeně vede na následuj́ıćı definici
orientovaného grafu, ve kterém hrany jsou uspořádané dvojice vrchol̊u. (V obrázćıch
kresĺıme orientované hrany se šipkami.)

s s

s

s

s

s
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Definice 1.17. Orientovaný graf je uspořádaná dvojice D = (V,E), kde E ⊆ V ×V .
Pojmy podgrafu a isomorfismu se přirozeně přenášej́ı na orientované grafy.

Značenı́: Hrana (u, v) (zvaná také šipka) v orientovaném grafu D zač́ıná ve vrcholu u a
konč́ı ve (mı́̌ŕı do) vrcholu v. Opačná hrana (v, u) je r̊uzná od (u, v) !

Speciálně hrana tvaru (u, u) se nazývá orientovaná smyčka.

Fakt: Orientované grafy odpov́ıdaj́ı relaćım, které nemuśı být symetrické. Mezi stejnou
dvojićı vrchol̊u mohou tud́ıž existovat dvě hrany v obou směrech, nebo jen kterákoliv
jedna z nich nebo žádná.

Např́ıklad orientovaná cesta délky n ≥ 0 je následuj́ıćım grafem na n+ 1 vrcholech

s s s s s

1 2 3
. . .

n n+ 1

a orientovaná kružnice (také cyklus) délky n ≥ 1 vypadá takto:

s

sss

s

s s

1

234

5

6 n. . .

Definice: Počet hran zač́ınaj́ıćıch ve vrcholu u orientovaného grafu D nazveme
výstupńım stupněm d+D(u) a počet hran konč́ıćıch v u nazveme vstupńım stupněm d−D(u).

Různé modely grafu

Při naźıráńı na graf jako matematický objekt existuj́ı dva zásadně odlǐsné formálńı
pohledy—tzv. sousednostńı a incidenčńı model. Náš výklad dosud mlčky předpokládal
prvńı př́ıstup a bude tomu tak i ve zbytku textu. Přesto by pozorný čtenář měl mı́t
povědomı́ i o druhém incidenčńım modelu grafu, který stav́ı hrany jako samostatné el-
ementy a mı́sto relace sousednosti mezi dvojicemi vrchol̊u zavád́ı relaci incidence mezi
dvojićı vrchol–hrana.

Přednost́ı sousednostńıho modelu je jeho jednoduchost a př́ımočarost, kdežto
výhodou incidenčńıho modelu je možnost mluvit o tzv. multigrafech, ve kterých jsou
povoleny i násobné hrany, mix neorientovaných a orientovaných hran i tzv. smyčky s
oběma konci v jednom vrcholu.

Definice: Multigraf je uspořádaná trojice M = (V,E, ε), kde V ∩ E = ∅ a
ε : E →

(

V
2

)

∪ V ∪ (V × V ) je incidenčńı zobrazeńı hran.

Komentář: Značeńı
(

V
2

)

v definici reprezentuje neorientované hrany, V neorientované smyčky
a V × V orientované hrany a smyčky. Smyčky a paralelńı hrany (oproti běžné hraně) lehce
ilustruje následuj́ıćı obrázek:

s s

s s
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Multigrafy a incidenčńı model grafu zmiňujeme jen okrajově pro úplnost, nebudeme se
jimi dále nijak zabývat. Faktem však je, že v př́ıpadě jednoduchých graf̊u neńı mezi
sousednostńım a incidenčńım modelem rozd́ıl a neńı třeba tuto formalitu v̊ubec brát do
úvahy. . .

Otázky a úlohy k řešeńı

(1.4.1) Nalezněte ve výše zakreslených obrázćıch orientovaných graf̊u vrcholy, v nichž žádná
hrana/šipka nezač́ıná, a ty, v nichž žádná hrana nekonč́ı.

(1.4.2) Proč u jednoduchých orientovaných graf̊u mluv́ıme i o cyklech délky 1 a 2, kdežto u
jednoduchých neorientovaných graf̊u jen o kružnićıch délky ≥ 3

1.5 Dodatek: Kořenové stromy a isomorfismus

Při mnoha aplikaćıch stromových struktur se ke stromu jako grafu samotnému ještě
váž́ı dodatečné informace, jako třeba vyznačený jeden vrchol, tzv. kořen stromu, ze
kterého celý strom

”
vyr̊ustá“. Typickým př́ıkladem jsou r̊uzné (acyklické) datové struk-

tury, ve kterých je vyznačený vrchol – kořen, referován jako
”
začátek“ uložených dat.

Jinak třeba evolučńı stromy druh̊u v biologii maj́ı za kořen jejich společného (dávného)
předch̊udce, apod. Kořenové stromy maj́ı také tradičńı motivaci v rodokmenech a z
toho vycháźı jejich běžná terminologie.

Definice 1.18. Kořenovým stromem je strom T
spolu s vyznačeným kořenem r ∈ V (T ), zkráceně zapsaný dvojićı (T, r).

Komentář: Př́ıklad kořenového stromu je na následuj́ıćım obrázku:

s

ss

s s s

s s ss

s

s

r
❢

Zaj́ımavost́ı je, že v informatice stromy většinou rostou od kořene směrem dol̊u. (Však také
nejsme v biologii. . . )

Definice: Mějme kořenový strom T, r a v něm vrchol v. Označme u souseda v na cestě
směrem ke kořeni r. Pak je u nazýván rodičem v a v je nazýván potomkem u.

Komentář: Kořen nemá žádného rodiče. V přirozeně přeneseném významu se u kořenových
stromů použ́ıvaj́ı pojmy prarodič, předch̊udce, následovńık, sourozenci, atd. Zběžná ilustrace
použit́ı těchto pojmů je na následuj́ıćım schématu stromu.

s

ss

s s s

s s ss

s

spotomci

rodič

“prarodič”

kořen
❢

Často se také setkáte v kořenových stromech s označováńım
”
otec–syn“ mı́sto rodič–potomek.

My jsme takové označeńı nepoužili proto, že by (hlavně v zemı́ch na západ od nás a navzdory
zdravému rozumu) mohlo být považováno za genderově nepatřičné.
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Definice: Vrchol stupně 1 v libovolném stromu nazýváme listem.

Komentář: Pozor, i kořen stromu může být listem, pokud má stupeň 1, ale obvykle se to
tak neř́ıká. List kořenového stromu, který neńı kořenem, nemá potomky.

Centrum stromu

V některých situaćıch je třeba k danému stromu zvolit kořen tak, aby jeho volba byla
jednoznačná, tj. aby bylo zaručeno, že pro dva isomorfńı stromy nezávisle zvoĺıme tentýž
kořen. K tomu nám dopomůže následuj́ıćı názorná definice.

Definice: Centrem stromu T rozumı́me bud’ vrchol nebo hranu nalezenou v T
následuj́ıćım postupem:

– Pokud má strom T jeden vrchol, je to jeho centrum. Pokud má strom T dva vrcholy,
je jeho centrem hrana spojuj́ıćı tyto dva vrcholy.

– Jinak vytvoř́ıme menš́ı strom T ′ ⊂ T vypuštěńım všech list̊u T najednou. Je zřejmé,
že T ′ je neprázdný, a vraćıme se na předchoźı bod. Rekurzivně źıskané centrum T ′

je zároveň centrem T .

Př́ıklad 1.19. Ilustraćı definice centra jsou následuj́ıćı dvě ukázky jeho nalezeńı (čtěme
obrázky postupu zleva doprava):

s

s

s

s s

s

s s ss
s

s

s

s

s

s

s s

s

s s❢

s

ss

s s s

s ss
s

s

ss

s

s

s

❢

❢

V prvńım stromě źıskáme kořen jako jediný vrchol po třech rekurzivńıch kroćıch odebráńı
list̊u. V druhém stromě je kořenem hrana, kterou źıskáme po dvou rekurzivńıch kroćıch. ✷

Komentář: Pokud chceme danému (abstraktńımu) stromu přǐradit jednoznačně kořen, je
nejlepš́ı jej přǐradit centru stromu. Speciálně, pokud je centrem hrana, bude kořenem nový
vrchol

”
rozděluj́ıćı“ tuto hranu na dvě. Viz předchoźı př́ıklad:

s

ss

s s s

s ss
s

❢
s

ss

s

❢
s

s
❢

Později si může čtenář také povšimnout, že předchoźı definice centra stromu přesně odpov́ıdá

”
vzdálenostńımu“ centru grafu–stromu danému Definićı 3.3.

Uspořádáńı kořenového stromu

Daľśı doplňkovou informaćı často vázanou ke kořenovým stromům je uspořádáńı po-
tomk̊u každého vrcholu, jako třeba seřazeńı potomk̊u v rodokmenech podle jejich data
narozeńı. To formalizujeme následuj́ıćı definićı.
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Definice: Kořenový strom T, r je uspořádaný, pokud je pro každý jeho vrchol jed-
noznačně dáno pořad́ı jeho potomk̊u (zleva doprava).
Uspořádaný kořenový strom se také nazývá pěstovaný strom.

Komentář: Uspořádaný kořenový strom si jinak také můžeme představit jako strom s
vyznačeným kořenem a pevně zvoleným nakresleńım v rovině bez kř́ıžeńı hran. Nakresleńı
hran potomk̊u vzhledem k hraně rodiče pak udává (ve zvolené orientaci) pořad́ı potomk̊u.
Tento pohled vede k názvu pěstovaný strom.

Uspořádáńı potomk̊u vrcholu ve stromu je přirozeně požadováno v mnoha praktických
situaćıch. Např́ıklad ve stromových datových strukturách jsou často potomci explicitně
seřazeni podle daného kĺıče, jako třeba ve vyhledávaćıch binárńıch stromech. I v př́ıpadech,
kdy uspořádáńı potomk̊u ve stromě neńı dáno, je možné jej jednoznačně definovat, jak
uvid́ıme v následuj́ıćı části.

Isomorfismus stromů

Jelikož stromy jsou speciálńım př́ıpadem graf̊u, je isomorfismus stromů totéž co isomor-
fismus graf̊u. Avšak na rozd́ıl od obecných graf̊u, kdy je určeńı isomorfismu algoritmicky
(nakonec i ručně) těžký problém, pro isomorfismus stromů existuje efektivńı postup,
který si ukážeme dále. Nejprve si uvedeme restriktivněǰśı (tj. vyžaduj́ıćı v́ıce shody)
verze definice isomorfismu pro kořenové a uspořádané stromy.

Definice: (Dva stromy jsou isomorfńı pokud jsou isomorfńı jako grafy.) Dva kořenové
stromy T, r a T ′, r′ jsou isomorfńı pokud existuje isomorfismus mezi stromy T a T ′,
který kořen r zobrazuje na kořen r′.

Komentář: Např́ıklad následuj́ıćı dva (isomorfńı) stromy nejsou isomorfńı coby kořenové
stromy.

s

ss

s s s

s s ss
s

r
❢

6≃
s

s

s

s s
s

s s ss
s

r′
❢

Definice: Dva uspořádané kořenové (pěstované) stromy jsou isomorfńı pokud je mezi
nimi isomorfismus kořenových stromů, který nav́ıc zachovává pořad́ı potomk̊u všech
vrchol̊u.

Komentář: Např́ıklad z následuj́ıćıch tř́ı isomorfńıch kořenových stromů jsou prvńı isomorfńı
i coby uspořádané kořenové stromy, avšak třet́ı s nimi takto isomorfńı neńı, nebot’ pořad́ı
potomk̊u levého syna kořene se lǐśı.

s

ss

s s s

s s ss

s

r
❢

≃

s

ss

s s s

s s ss
s

r
❢

6≃

s

ss

ss s

s s ss
s

r′
❢

Kódováńı uspořádaných kořenových stromů

Uspořádanému kořenovému stromu lze snadným postupem přǐradit řetězec vnořených
závorek, který jej plně popisuje. (Možná jste se již s touto jednoduchou korespondenćı
závorek a kořenových stromů setkali při sémantické analýze zanořených matematických
výraz̊u.)
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Definice:

s

ss

s s s

s ss

s

s

() () ()
()

()

()

( ()()() )

( (()()()) () )

(())

( () (()) )

( ((()()())()) (()(())) )

Kód uspořádaného kořenového stromu se spoč́ıtá rekurzivně z kód̊u všech podstromů
kořene, seřazených v daném pořad́ı a uzavřených do páru závorek.

Poznámka: Mı́sto znak̊u ‘(’ a ‘)’ lze použ́ıt i jiné symboly, třeba ‘0’ a ‘1’.

Kĺıčovým faktem o kódech pěstovaných stromů je toto tvrzeńı:

Lema 1.20. Dva uspořádané kořenové (pěstované) stromy jsou isomorfńı právě když
jejich kódy źıskané podle předchoźıho popisu jsou shodné řetězce.

Důkaz: Postupujeme indukćı podle hloubky stromu (nejdeľśı vzdálenosti z kořene).
Báze je zřejmá, strom hloubky 0 je jedinečný s kódem ‘()’. Dále podle definice jsou dva
uspořádané kořenové stromy isomorfńı, právě když v daném pořad́ı jsou po dvojićıch
isomorfńı podstromy jejich kořen̊u, neboli podle indukčńıho předpokladu právě tehdy,
když seřazené kódy podstromů (nižš́ı hloubky) těchto kořen̊u vytvoř́ı shodné řetězce. ✷

Př́ıklad 1.21. Nakreslete jako pěstovaný strom ten odpov́ıdaj́ıćı závorkovému kódu

( (()(()()()())) (()()) ) .

Je-li dán kód s uspořádaného kořenového stromu, snadno z definice nahlédneme, že
př́ıslušný strom nakresĺıme následuj́ıćım postupem:

– Při přečteńı znaku ‘(’ na začátku spust́ıme pero na paṕır, do kořene.

– Při každém daľśım přečteńı znaku ‘(’ nakresĺıme hranu do následuj́ıćıho potomka
současného vrcholu.

– Při každém přečteńı znaku ‘)’ se perem vrát́ıme do rodiče současného vrcholu, př́ıpadně
zvedneme pero, pokud už jsme v kořeni.

s

ss

ss s

s s ss

s

❢

✷

Efektivńı algoritmus isomorfismu pro stromy

Při určováńı isomorfismu obecných stromů použijeme Lema 1.20 a jejich jednoznačnou
reprezentaci uspořádanými kořenovými stromy, ve které kořen voĺıme v centru a potomky
seřad́ıme podle jejich kód̊u vzestupně abecedně. Jinak se dá také ř́ıci, že kód přǐrazený
stromu T je lexikograficky nejmenš́ı ze všech kód̊u uspořádaných stromů vzniklých z T s
kořenem v jeho centru. Takový kód je zřejmě určuj́ıćı vlastnost́ı stromu T jako takového,
a proto správnost následuj́ıćıho algoritmu můžeme snadno nahlédnout ńıže.
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Algoritmus 1.22. Určeńı isomorfismu dvou strom̊u.
Pro dané dva obecné stromy T a U implementujeme algoritmus zjǐst’uj́ıćı isomorfismus
T ≃? U následovně v symbolickém zápise:

vstup < stromy T a U;

if (|V (T )| 6= |V (U)|) return ’Nejsou isomorfńı.’;
(T,r) ← korenove centrum(T); (U,s) ← korenove centrum(U);

k ← minimalni kod(T,r); m ← minimalni kod(U,s);

if (k= m coby řetězce) výstup ’Jsou isomorfńı.’;
else výstup ’Nejsou isomorfńı.’;

Funkce minimalni kod(strom X, vrchol r) {
if (|V (X)| = 1) return "()";

d ← počet komponent grafu X\r, tj. podstrom̊u kořene r;

foreach (i ← 1,...,d) {
Y[i] ← i-tá souvislá komponenta grafu X\r;
s[i] ← i-tý soused r, tj. kořen podstromu Y[i];

k[i] ← minimalni kod(Y[i],s[i]);

}
sort k[1]≤ k[2]≤ ...≤ k[d] lexikograficky (abecedně);
return "("+k[1]+...+k[d]+")"(zřetězeńı);

}

Funkce korenove centrum(strom X) {
r = centrum(X);

if (r je jeden vrchol ) return (X,r);

else nový s, nahrad’ hranu r=uv v X hranami su, sv;
return (X,s);

}

Důkaz správnosti Algoritmu 1.22 je podán v následuj́ıćım tvrzeńı.

Věta 1.23. Mějme dva stromy T,U o stejném počtu vrchol̊u a necht’ (T ′, r) a (U ′, s)
jsou po řadě jejich kořenové stromy źıskané v prvńı části Algoritmu 1.22 (kde r, s jsou
centra T,U). Pak plat́ı:

a) T a U jsou isomorfńı, právě když (T ′, r) je isomorfńı (U ′, s).
b) (T ′, r) je isomorfńı (U ′, s), právě když

minimalni kod(T′, r) = minimalni kod(U′, s).

Důkaz: Tvrzeńı (a) ihned plyne z jednoznačnosti definice centra stromu.
Za druhé (b) dokazujeme indukćı podle hloubky našich kořenových stromů T ′, r

a U ′, s. (Zřejmě pokud maj́ı r̊uzné hloubky, isomorfńı nejsou.) Dva kořenové stromy
hloubky 0 jsou vždy isomorfńı a maj́ı shodný kód

”
()“. Dále vezmeme T ′, r a U ′, s

hloubky ℓ > 0. Pokud jejich kódy vyjdou shodné, jsou isomorfńı. Naopak pro isomorfńı
T ′, r a U ′, s existuje bijekce mezi vzájemně isomorfńımi podstromy jejich kořen̊u, tud́ıž
podle indukčńıho předpokladu kódy těchto podstromů jsou po dvojićıch shodné. Je-
likož se v obou př́ıpadech setř́ıd́ı kódy podstromů stejně, vyjde minimalni kod(T′, r) =
minimalni kod(U′, s). ✷

Otázky a úlohy k řešeńı

(1.5.1) Který jediný strom nemá žádné centrum?

(1.5.2) U jakého typu stromu trvá nalezeńı centra podle definice největš́ı počet krok̊u (vzh-
ledem k velikosti stromu)? A u jakého nejmenš́ı počet krok̊u?
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∗(1.5.3) Jaká je souvislost nejdeľśı cesty obsažené ve stromu s jeho centrem?

(1.5.4) Binárńı vyhledávaćı strom je uspořádaný kořenový strom, který se pro daná data
obvykle tvoř́ı následovně: Prvńı prvek dat se ulož́ı do kořene. Každý daľśı př́ıchoźı prvek,
pokud má menš́ı kĺıč než kořen, ulož́ı se rekurzivně do levého podstromu, pokud větš́ı,
tak do pravého podstromu. Vytvořte binárńı vyhledávaćı strom pro danou posloupnost
dat s kĺıči

11, 15, 9, 5, 13, 10, 20, 21, 1, 6 .

(1.5.5) Určete centra následuj́ıćıch dvou strom̊u:

s
s

s

s s
s

s s ss

s

s

s

s

s s
s

s s s
s

s
s

s

s s
s

s s ss

s

s

s

s

s s
s

s s s
s

(1.5.6)Mějme libovolný strom s 33 vrcholy. Kolik jeho list̊u postupně odebereme, než urč́ıme
centrum? (Je to jednoznačné?)

(1.5.7) Odvod’te správný závorkový kód pro tento pěstovaný strom:
s

ss

ss s

ss s s

s

s s

❢

(1.5.8) Nakreslete pěstovaný strom odpov́ıdaj́ıćı závorkovému kódu

( ((()())()) ((())(())) ) .

Rozšǐruj́ıćı studium

Čtivý matematický úvod do teorie graf̊u je zahrnut v [5, Kapitola 4] a volně na něj
navazuj́ı i některé daľśı části našeho učebńıho textu. Vřele doporučujeme [5] jako doplňkový
studijńı zdroj všem, kteř́ı s grafy zač́ınaj́ı a chtěj́ı lépe pochopit grafy z jejich matematické
stránky. Pokročilé části našeho studijńıho textu jsou pak převážně inspirovány klasickou a
obsáhlou učebnićı teorie graf̊u [1].

Co se týče detail̊u implementace graf̊u v programátorské praxi, najde čtenář asi nejlepš́ı
zdroje na internetu, třeba http://en.wikipedia.org/wiki/Graph_(data_structure)

nebo http://www.mozart-oz.org/mogul/doc/smiele/graph/ a mnoho jiných stránek. . .
Hezké, ale poněkud pokročilé pojednáńı o grafových algoritmech lze volně nalézt také v [4].
Speciálně co se týče praktického zjǐst’ováńı isomorfismu graf̊u a daľśıch podobných grafových
poč́ıtačových úloh, nejlépe je se pod́ıvat na klasiku http://cs.anu.edu.au/~bdm/nauty/.
V našem textu se sice na okraj matematické teorie dotkneme mnoha zaj́ımavých grafových
algoritm̊u, ale zcela se abstrahujeme od otázek praktické implementace.

Studenti MU si také mohou vyzkoušet množstv́ı
”
online“ základńıch př́ıklad̊u o grafech

(na isomorfismus, stupně vrchol̊u, běžné vlastnosti graf̊u, atd.) ve formě odpovědńık̊u v IS pod
učebńımi materiály předmět̊u IB000 a MA010. Někomu sice m̊uže připadat zbytečné trávit
čas mechanickým řešeńım takových základńıch (a nudných?) př́ıklad̊u, ale domńıváme se, že
pro čtenáře toto bude mı́t nezastupitelný př́ınos zejména s ohledem na źıskáńı potřebného
nadhledu nad grafy a

”
citu“ pro řešeńı složitěǰśıch grafových úloh v budoucnu.
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1.6 Cvičeńı: Základńı grafové otázky

Než přikroč́ıme k procvičeńı jednoduchých úloh vztahuj́ıćıch se k fundamentálńım
pojmům úvodńı lekce, nast́ıńıme základńı motivaci pro zavedeńı a použit́ı graf̊u při
popisu a řešeńı problémů z běžného života.

Př́ıklad 1.24. Ukázky některých problém̊u popsatelných grafy. Podotýkáme, že tyto
ukázky jsou často velmi zjednodušené (pro jejich lepš́ı př́ıstupnost širokému okruhu
čtenář̊u), ale to neub́ırá jejich motivačńımu potenciálu.

• Vyjádřeńı mezilidských vztah̊u –
”
maj́ı se rádi“,

”
kamarád́ı se“,

”
nesnesou jeden

druhého“, apod:

Zde jednotlivé osoby tvoř́ı vrcholy grafu a vztahy jsou hranami (často neorientované,
ale i orientace je př́ıpustná). Všimněme si coby zaj́ımavosti, jak tento model přirozeně
preferuje

”
párový“ pohled na vztahy – hrany přece spojuj́ı jen dvojice vrchol̊u.

Třebaže např́ıklad vztah
”
kamarád́ı se“ může být obecně platný pro větš́ı skupinky

lid́ı než dvojice, stejně se obvykle vyjadřuje klikou v grafu (každ́ı dva v našem družstvu
jsou dobř́ı kamarádi. . . ). Tato obecně poj́ımaná tendence vyjadřovat i složitěǰśı vz-
tahy těmi párovými je vodou na mlýn použit́ı teorie graf̊u jako téměř univerzálńıho
vyjadřovaćıho prostředku v podobných př́ıpadech.

Na druhou stranu i teorie graf̊u disponuje pojmem tzv. hypergrafu umožňuj́ıćıho
použit́ı hran libovolné arity (počtu koncových vrchol̊u), ale rozsah výskytu hyper-
graf̊u v teorii i aplikaćıch je oproti graf̊um vskutku zanedbatelný.

• Vyjádřeńı závislost́ı mezi objekty nebo procesy:

Představme si situace, ve kterých jednotlivé entity (modelované jako vrcholy) záviśı
na výstupech jiných entit a naopak poskytuj́ı výstupy daľśı entitám. Typickým
př́ıkladem mohou být závislosti jednotlivých krok̊u výrobńıho nebo rozhodovaćıho
procesu. Ty pak vedou k definici orientovaného grafu na dané množině vrchol̊u/entit.
Všimněme si, že závislosti často bývaj́ı časového charakteru (přičemž směr závislosti
je implicitně jasný) a pak je nezbytnou doplňkovou podmı́nkou vyloučeńı výskytu
orientovaných cykl̊u v modelovém grafu. Na druhou stranu existuj́ı i situace, kdy
cyklické závislosti jsou dovoleny a maj́ı sv̊uj význam.

Pro ještě jednu ukázku závislost́ı z běžného života informatika se pod́ıváme na správu
baĺıčk̊u softwaru např́ıklad v Linuxovýxh distribućıch. V tom př́ıpadě jsou jednotlivé
baĺıčky vrcholy grafu, jejich vyžadované závislosti popisuj́ı odchoźı hrany a jejich
poskytované vlastnosti jsou př́ıchoźımi hranami grafu závislost́ı. Korektńı instalace
zvoleného baĺıčku pak řeš́ı problém zahrnut́ı všech daľśıch vrchol̊u

”
dosažitelných“ ze

zvoleného. Vše je nav́ıc komplikováno správou verźı baĺıčk̊u, ale to už je mimo rámec
našeho úvodńıho slova.

• Modelováńı technických či dopravńıch śıt́ı grafy:

V takových př́ıpadech bývaj́ı vrcholy grafu jednotlivá technická zař́ızeńı jako třeba
rozvodny, routery, křižovatky a podobně, kdežto hrany jsou tvořeny spojnicemi/ve-
deńım mezi vrcholy. Často se zde setkáváme s orientovanými grafy a obecně multi-
grafy. K této probematice se bĺıže vyjadřuj́ı následuj́ıćı Lekce 3 a 4.

• Vizualizace vztah̊u a závislost́ı pro lidského pozorovatele:

Nejen při řešeńı cvičných př́ıklad̊u v naš́ı učebnici, ale i v mnoha reálných aplikaćıch
využ́ıvaj́ıćıch grafy jako modely, je velmi potřebné tyto grafy vizualizovat (tj. hezky
nakreslit) pro lidského pozorovatele. Jedná se obecně o poměrně obt́ıžný úkol, který
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přesahuje možnosti našeho textu, ale okrajově se o této obsáhlé problematice zmı́ńıme
také v pozděǰśı Lekci ??. ✷

Nyńı nastává čas k procvičeńı jednotlivých pojmů zavedených v lekci. Začneme od
toho skutečně jednoduchého.

Př́ıklad 1.25. Zakreslete graf G na 8 vrcholech zadaný následuj́ıćım výčtem vrchol̊u
a hran: V (G) = {a, b, c, d, e, f, g, h} a E(G) = {ab, cd, ad, de, fh, fa, hb, ce, cg, gf}.

V prvńım kroku si zakresĺıme a pojmenujeme vrcholy. Jak a kde je vrcholy vhodné
nakreslit? Když nemáme dopředu žádnou představu o

”
tvaru“ našeho grafu G, asi nej-

jednodušš́ı a přitom dostatečně přehledné je uspořádat nové vrcholy
”
do kruhu“, neboli

do vrchol̊u pravidelného 8-úhelńıku. Poté již jednoduše zakresĺıme každou jednotlivou
hranu:

s s

s

s

ss

s

s

a b

c

d

ef

g

h

✷

Př́ıklad 1.26. Pro následuj́ıćı graf na 8 vrcholech zjistěte posloupnost stupň̊u jeho
vrchol̊u a zjistěte, kolik graf obsahuje trojúhelńık̊u.

s s

s

s

ss

s

s

a b

c

d

ef

g

h

Posloupnost stupň̊u snadno nalezneme po řadě 4, 4, 3, 3, 4, 4, 3, 3, neboli graf obsahuje
po čtyřech vrcholech stupně 3 a čtyřech stupně 4. Počet hran je tud́ıž (4·3+4·4)/2 = 14.
Ověřte si to pro kontrolu na obrázku.

Trojúhelńıky snadno najdeme čtyři; abe, aef, abf, bef . Proč v́ıce trojúhelńık̊u v
obrázku nemáme? Všimněte si, že po odebráńı ae, bf z̊ustane podgraf, který zjevně
trojúhelńık neobsahuje, a proto jediné trojúhelńıky jsou ty obsahuj́ıćı ae nebo bf – tam
už si snadno ověř́ıme, že daľśı takové trojúhelńıky nejsou. ✷

Př́ıklad 1.27. Existuje graf s posloupnost́ı stupň̊u 1, 1, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 6, 6, 6, 7?

Daná posloupnost je již setř́ıděná, jinak bychom ji nejprve vzestupně setř́ıdili. Podle
Věty 1.4 budeme posloupnost upravovat, přičemž vždy v řádku vyṕı̌seme setř́ıděnou
posloupnost před odečteńım a po odečteńı (nesetř́ıděnou).

1, 1, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 6, 6, 6, 7 → 1, 1, 3, 3, 2, 3, 3, 3, 5, 5, 5
1, 1, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 5, 5, 5 → 1, 1, 2, 3, 3, 2, 2, 2, 4, 4
1, 1, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 4, 4 → 1, 1, 2, 2, 2, 1, 2, 2, 3
1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 3 → 1, 1, 1, 2, 2, 1, 1, 1
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1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2 → 1, 1, 1, 1, 1, 0, 1
0, 1, 1, 1, 1, 1, 1 zřejmě tento graf existuje (3 samostatné hrany).

K posledńı posloupnosti snadno nakresĺıme graf, proto i graf s p̊uvodńı posloupnost́ı
stupň̊u existuje. Zpětným přidáváńım vrchol̊u pak můžeme sestrojit i jednu z možných
podob p̊uvodńıho grafu (který zajisté neńı jednoznačně určený!):

s s s s s s s

s s

s

s

s

✷

Velmi d̊uležitou součást́ı učiva prvńı lekce je zjǐst’ováńı isomorfismu jednoduchých
graf̊u. Jednoduché př́ıklady tohoto typu se vyskytly už ve výkladu a daľśı jsou mezi
následuj́ıćımi úlohámi k samostatnému řešeńı. Nyńı si ukážeme jeden z mı́rně složitěǰśıch
př́ıklad̊u (a daľśı obt́ıžněǰśı př́ıklady na grafový isomorfismus budou následovat v př́ı̌st́ım
speciálńım odd́ıle).

Př́ıklad 1.28. Najděte všechny isomorfńı dvojice graf̊u v následuj́ıćıch obrázćıch tř́ı
10-vrcholových graf̊u. Isomorfńı dvojice odpov́ıdaj́ıćım zp̊usobem oč́ıslujte, u neiso-
morfńıch toto zd̊uvodněte.

A s s

s

s

ss

s

s s

s

B s s

s

s

ss

s

s s

s

C

s s s

ssss

s

s

s

Postupujme systematicky: Všechny tři grafy maj́ı po 10 vrcholech a všechny vrcholy
stupň̊u 3. Takto jsme je tedy nijak nerozlǐsili. Pod́ıvejme se třeba na trojúhelńıky v nich
– opět si nepomůžeme, nebot’ žádný z nich trojúhelńıky neobsahuje. Co se tedy pod́ıvat
na obsažené kružnice C4? Graf C jich jasně obsahuje pět, graf A po chv́ıli zkoumáńı
také, ale v grafu B najdeme i při vš́ı snaze jen tři kružnice délky 4. (Obdobného rozd́ılu
si můžeme všimnout, pokud se zaměř́ıme na kružnice C5, zkuste si to sami.)

Takže co z dosavadńıho zkoumáńı plyne? Graf B nemůže být isomorfńı žádnému
z A,C. Nyńı tedy zbývá naj́ıt (očekávaný) isomorfismus mezi grafy A a C. To se nám
skutečně podař́ı poměrně snadno - stač́ı

”
prohozeńım“ prostředńıch dvou vrchol̊u u grafu

A źıskat lepš́ı obrázek

A s s

s

s

ss

s

s

s

s

C

s s s

ssss

s

s

s
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a odpov́ıdaj́ıćı bijekce je na pohled zřejmá. (Doplňte si ji společným oč́ıslováńım vrchol̊u
obou graf̊u.) ✷

Př́ıklad 1.29. Jaká je nejdeľśı kružnice a nejdeľśı indukovaná kružnice obsažená v
následuj́ıćım grafu? Zd̊uvodněte.

s s s

ssss

s

s

s

Co se týče nejdeľśı kružnice, ta nemůže být z principu deľśı než počet všech vrchol̊u,
tedy 10. Přitom kružnici délky 10 v zadaném grafu snadno najdeme.

Co se týče indukované kružnice, ta muśı s vybranými vrcholy podgrafu obsahovat i
všechny hrany mezi nimi (a přesto to muśı stále být jen kružnice). To zřejmě žádnou
kružnićı délky 10 splněno neńı. Nenajdeme dokonce ani takové kružnice délky 9 a 8,
nejdeľśı při troše snahy najdeme indukovanou kružnici délky 7, jako třeba na následuj́ıćım
obrázku:

s s s

ssss

s

s

s

s s

sss

s

s

Závěrem se zamysleme, proč vlastně deľśı indukovanou kružnici (než 7) nelze v našem
grafu nalézt. Pokud bychom, pro spor, nalezli indukovanou kružnici délky 8, tak by
musela použ́ıt jak ze spodńıho, tak z horńıho pětiúhelńıku po čtyřech vrcholech. (Nemůže
totiž už́ıt všech 5 vrchol̊u z jednoho pětiúhelńıku, nebot’ to by už byla kružnićı délky
jen 5.) Sami však snadným pokusem zjist́ıme, že v takové kružnici budou ještě hrany
nav́ıc, tud́ıž nebude indukovaná. ✷

Otázky a úlohy k řešeńı

(1.6.1) Má v́ıce hran úplný graf K9 nebo úplný bipartitńı graf K6,6?

(1.6.2) Kolik hran má graf se 17 vrcholy stupň̊u 4?

(1.6.3) Kolik vrchol̊u m̊uže mı́t obyčejný graf, který má všechny stupně rovny 3?

(1.6.4) Existuje graf s posloupnost́ı stupň̊u 1, 1, 1, 3, 3, 3, 4, 4, 4?

(1.6.5) Existuje graf s posloupnost́ı stupň̊u 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 6, 6?

(1.6.6) Pro která přirozená x existuje graf s posloupnost́ı stupň̊u 4, 4, 4, 8, 9, 10, 10, 10,
11, 12, 12, 12, 13, x?

(1.6.7) Kolik existuje neisomorfńıch graf̊u s 6 vrcholy, všemi stupně 3? Nakreslete je.

Návod: Pod́ıvejte se mı́sto těchto graf̊u na jejich doplňky – dejte hrany právě tam, kde je
p̊uvodńı graf nemá. Tı́m vzniknou grafy se všemi stupni 5− 3 = 2.

(1.6.8) Kolik hran má graf s touto posloupnost́ı stupň̊u?
A: 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 5, 6, 7
B: 1, 1, 2, 2, 2, 2, 4, 4, 4, 5, 6, 7
C: 1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 4, 5, 6, 7
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(1.6.9) Najděte a vyznačte isomorfismus mezi následuj́ıćımi dvěma grafy na 7 vrcholech.

s s

s s

s s

s

s s

s s

s s

s

(1.6.10) Vyznačte isomorfismus mezi následuj́ıćımi dvěma grafy na 8 vrcholech:

s s s s

s s s s

s

s

s

s

s s

s s

(1.6.11) Vyznačte isomorfismus mezi následuj́ıćımi dvěma grafy na 8 vrcholech:

s s s s

s s s s
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s

s s

s s

(1.6.12) Jakou největš́ı kliku obsahuj́ı grafy na obrázku?

s s s s

s s s s

s

s s s s

s s s s

Návod: Překreslete si tyto (záměrně nepř́ılǐs přehledné) obrázky na
”
hezč́ı“.

(1.6.13) Najděte mezi následuj́ıćımi grafy všechny isomorfńı dvojice a zd̊uvodněte svou
odpověd’.
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(1.6.14) Najděte mezi následuj́ıćımi grafy všechny isomorfńı dvojice a zd̊uvodněte svou
odpověd’. (Isomorfńı dvojice stejně oč́ıslujte, u neisomorfńıch najděte odlǐsnosti.)
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Návod: Pokud vám třeba jedno oč́ıslováńı pro isomorfismus nevyjde, muśıte zkoušet daľśı a
daľśı a probrat tak všechny možnosti.
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(1.6.15) Jaká je nejdeľśı kružnice a nejdeľśı indukovaná kružnice obsažená v grafech A a B
z Úlohy 1.6.14?

(1.6.16) Najdete v některém z výše uvedených obrázk̊u kliku velikosti 4?

(1.6.17) Vrat’te se zpět k př́ıklad̊um a úlohám z Odd́ılu 1.2 a zkuste, zda je se znalost́ı nových
metod jste schopni řešit lépe a elegantněji.

(1.6.18) Existuj́ı dva neisomorfńı grafy s posloupnostmi stupň̊u
A: 3,3,3,3,3,3,
B: 2,2,3,3,
C: 2,3,3,3,3 ?
U možnosti, kde dva neisomorfńı grafy existuj́ı, je nakreslete. Pokud neexistuj́ı, pokuste
se to správně zd̊uvodnit.

∗(1.6.19) Kolik podgraf̊u následuj́ıćıho grafu je isomorfńıch kružnici C9?

s s

s

s

s

s s

s

s

s

∗(1.6.20) Kolik podgraf̊u úplného grafu K10 je isomorfńıch kružnici C4?

(1.6.21) Kolik vrchol̊u má strom s 2004 hranami? Je to jednoznačné?

(1.6.22) Les má 2009 vrchol̊u a celkem 4 souvislé komponenty. Kolik má hran?

(1.6.23) Kolik komponent souvislosti má les s 2004 vrcholy a 1993 hranami?
∗(1.6.24) Dokážete nalézt graf se dvěma kružnicemi, z něhož lze odebráńım jedné hrany

vytvořit strom? Zd̊uvodněte a př́ıpadně nakreslete.

(1.6.25) Zorientujte hrany úplného grafu K7 tak, aby z každého vrcholu vycházely nejvýše
3 šipky.

(1.6.26) Proč v orientaci z úlohy 1.6.25 muśı z každého vrcholu vycházet právě 3 šipky?

1.7 Dodatek: Daľśı úlohy k isomorfismu

Procvičováńı s (ne)isomorfismy graf̊u neńı samoúčelný dril, nýbrž pomáhá studuj́ıćım
grafy a jejich vnitřńı strukturu lépe pochopit a

”
uchopit“, také pomoćı vhodně zvolených

obrázk̊u. Proto se tomuto specifickému typu úloh budeme podrobně věnovat v tomto
dodatku ke cvičeńım. Dodatek lze také v prvńım čteńı textu vynechat (ale studenti
předmětu MA010 na FI MU budou muset u zkoušek isomorfismus graf̊u velmi dobře
ovládat!).

Př́ıklad 1.30. Kolik vzájemně neisomorfńıch jednoduchých graf̊u na 8 vrcholech
existuje s posloupnost́ı stupň̊u 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2?

Nejprve si uvědomme, že každý graf muśı obsahovat sudý počet vrchol̊u lichých
stupň̊u, takže dva vrcholy stupně 1 muśı být

”
u sebe“, neboli muśı být součást́ı jedné

cesty. Mimo to jedinými grafy se všemi stupni 2 jsou soubory kružnic, takže naše
požadované grafy se skládaj́ı z jedné cesty a žádné až několika kružnic.

s s

ss

s s s s
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Použijeme-li k zápisu disjunktńıho sjednoceńı graf̊u symbol +, můžeme všechny
možnosti systematicky vypsat: P1 + C3 + C3, P1 + C6, P2 + C5, P3 + C4, P4 + C3,
P7. Existuje tedy právě 6 požadovaných graf̊u. ✷

Vš́ımejte si v daľśıch př́ıkladech, jak významnou roli při řešeńı hraje nalezeńı
vhodného nakresleńı zkoumaného grafu!

Př́ıklad 1.31. Dány jsou následuj́ıćı čtyři jednoduché grafy na 12 vrcholech každý.
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s s
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ss
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s s

ss

C : s s

s

s

ss

s

s

s s

ss

D : s s

s

s

ss

s

s

s s

ss

Vašim úkolem je mezi nimi naj́ıt všechny isomorfńı dvojice a matematicky zd̊uvodnit
svou odpověd’.

Zadané grafy si překresĺıme např́ıklad takto:

A : s s
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s

ss

s s

s

s

B : s
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sss
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sss

s
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Jak jsme přǐsli zrovna na tato nakresleńı? To nelze jednoduše vysvětlit, prostě si muśıme
několikrát každý graf zkoušet kreslit a představovat, až najdeme ten pravý pohled.
(Ověřte si sami oč́ıslováńım, že nové obrázky jsou isomorfńı zadaným. . . Chce to jen
trochu cviku s kresleńım graf̊u.)

Ihned tak vid́ıme, že B ≃ D. Pozor, nelze však nyńı jen tak ř́ıci, že obrázky A a
C vypadaj́ı jinak a tud́ıž nejsou s B isomorfńı! Muśıme naj́ıt jednoznačné zd̊uvodněńı
rozd́ılu mezi grafy. Grafy A i C např́ıklad oba obsahuj́ı 6 kružnic délky 4 (vyznačte
je v obrázku), ale v A existuj́ı vrcholy náležej́ıćı zároveň do tř́ı kružnic délky 4 (opět
vyznačte), kdežto v C každým vrcholem procházej́ı právě dvě kružnice délky 4. Proto
A 6≃ C. Dále zd̊uvodńıme v obrázku, že B ≃ D obsahuj́ı celkem jen 4 kružnice délky 4,
a tud́ıž A 6≃ B a C 6≃ B a stejně s D.
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Tı́m jsme hotovi, existuje právě jedna isomorfńı dvojice B ≃ D. ✷

Př́ıklad 1.32. Kolik navzájem neisomorfńıch jednoduchých graf̊u lze źıskat z
následuj́ıćıho grafu vlevo přidáńım jedné hrany?

s s

s

s

ss

s

s

s s

s s

s

s

ss

s

s

s s

1 2

3

4

5

67

8

9

10

Prvńım krokem k řešeńı př́ıkladu jako tento je nalézt
”
co nejlepš́ı“ obrázek našeho

grafu. V tomto př́ıpadě nalezneme isomorfńı obrázek vpravo. (Jak, to lze jen těžko al-
goritmicky popsat, je k tomu potřeba zkušenost s grafy a představivost. . . )

Nyńı vid́ıme, že všechny vrcholy našeho grafu jsou si navzájem symetrické, takže stač́ı
uvažovat přidáńı hrany z jednoho z nich, třeba z 1. Necht’ G3 je graf vzniklý přidáńım
hrany {1, 3}, G4 přidáńım hrany {1, 4} a G5 přidáńım hrany {1, 5}. Pak žádné dva z nich
nejsou isomorfńı, nebot’G3 obsahuje 2 trojúhelńıky, G5 obsahuje 1 trojúhelńık a G4 nemá
žádný trojúhelńık. Naopak přidáńım hrany {1, 6} vznikne graf isomorfńı G4, přidáńım
hrany {1, 7} vznikne graf isomorfńı G5 a přidáńım hrany {1, 9} vznikne graf isomorfńı
G3. (Kterému z našich tř́ı graf̊u jsou tyto nové grafy isomorfńı snadno odhadneme opět
podle počtu trojúhelńıku v nich, isomorfismus pak už najdeme standardńım př́ıstupem.)

Takže odpověd’ je 3 vzájemně neisomorfńı grafy. ✷

Př́ıklad 1.33. Dány jsou následuj́ıćı čtyři jednoduché grafy na 12 vrcholech každý.
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s

s
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s
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s s
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Vašim úkolem je mezi nimi naj́ıt všechny isomorfńı dvojice a zd̊uvodnit svou
odpověd’.
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Zadané grafy si opět (po pár pokusech) pěkně názorně překresĺıme, např́ıklad takto
(procvičte si sami vyznačeńı isomorfismu mezi obrázky nahoře a dole):

A : s s

s

s

ss

s

s

s s

ss

❢
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s

s

s s
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C : s s
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s
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ss

D : s s

s

s

ss

s

s

s s

ss

Nyńı je jasné, že B ≃ D. Zároveň jsou naše nové obrázky natolik
”
pr̊uzračné“, že v

nich snadno můžeme spoč́ıtat počty kružnic délek 4: A, B i D jich obsahuj́ı 6, kdežto
C je obsahuje jen 4 (vid́ıte proč?). Proto C neńı s žádným daľśım isomorfńı. Nav́ıc A
obsahuje vrchol incidentńı se třema kružnicema délky 4 (vyznačený v obrázku vlevo),
kdežto žádný takový vrchol v B ani D zřejmě neexistuje. Tud́ıž A 6≃ B a C 6≃ B a stejně
s D. Tı́m jsme hotovi, existuje právě jedna isomorfńı dvojice B ≃ D. ✷

Př́ıklad 1.34. Vašim úkolem je zjistit, kolik vzájemně neisomorfńıch graf̊u m̊uže
vzniknout z následuj́ıćıho grafu vlevo přidáńım jednoho nového vrcholu x a (jediné)
hrany z x do některého p̊uvodńıho vrcholu. Svou odpověd’ aspoň stručně zd̊uvodněte.
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Nejprve si uvědomı́me, že operace přidáńı nového vrcholu x má vlastně jen jediný
účinek v našem př́ıkladě –

”
označ́ı“ sousedńı vrchol toho x. Po překladu tedy je úkolem

nalézt, kolik vzájemně nesymetrických vrchol̊u náš graf má. V mı́rně překresleném
obrázku téhož grafu vpravo vid́ıme automorfismus, tj. isomorfismus grafu sama na sebe,

”
středovou symetríı“. Z toho plynou symetrie mezi vrcholy 1 ∼ 7, 2 ∼ 6, 3 ∼ 10, 4 ∼ 9,
5 ∼ 8.

Nyńı je třeba zd̊uvodnit, proč daľśı dvojice symetrických vrchol̊u nejsou, neboli proč
např́ıklad neexistuje automorfismus našeho grafu mapuj́ıćı 1 na 2. To plyne třeba z faktu,
že 1 soused́ı s jedńım trojúhelńıkem grafu a 2 soused́ı se dvěma. Nav́ıc 3, 4, 5 př́ımo v
trojúhelńıku jsou, takže s 1, 2 nemohou být symetrické. 3 neńı symetrické s 4, nebot’ 3
lež́ı ve 4-cyklu a 4 ne. Nakonec 5 neńı symetrické s 3 ani 4, protože 5 je sousedem 1,
kdežto 3, 4 jsou sousedé 2 ∼ 6, mezi kterými jsme již rozlǐsili.

Takže odpověd’ je 5 vzájemně neisomorfńıch graf̊u. ✷
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Př́ıklad 1.35. Zjistěte, zda následuj́ıćı dva stromy jsou isomorfńı pomoćı Algo-
ritmu 1.22.
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Nejprve si ověř́ıme, že stromy maj́ı stejný počet vrchol̊u (hran je pak také stejně). K
daným dvěma stromům najdeme jejich centra a překresĺıme si je jako kořenové stromy
s kořeny v centrech.
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Nyńı přejdeme k určeńı minimálńıho závorkového kódu pro levý strom (Algorit-
mus 1.22): Např́ıklad při rekurzivńım voláńı ve vrcholu b urč́ıme kódy jeho podstromů
jako ’()’ a ’(()())’. Jelikož levou závorku považujeme za slovńıkově menš́ı, tyto dva
podkódy seřad́ıme a spoj́ıme takto ’( (()()) () )’. Obdobně postupujeme dále. . . Nakonec
v kořeni a źıskáme rekurzivńımi voláńımi kódy jeho tř́ı podstromů ’( (()()) () )’, ’()’ a
’( (()) ()() )’. Po seřazeńı a spojeńı nám celkový minimálńı kód levého stromu vyjde
’( ((()())()) ((())()()) () )’.

Obdobně budeme postupovat při rekurzivńım určováńı minimálńıho kódu pravého
stromu. Zde nám podkódy jednotlivých tř́ı podstromů kořene x vyjdou ’()’, ’((())())’ a
’((()())()())’. Po seřazeńı a spojeńı nám celkový minimálńı kód pravého stromu vyjde
’( ((()())()()) ((())()) () )’. Naṕı̌seme si tedy źıskané dva kódy pod sebe a uvid́ıme, kde se

lǐśı ( ((()())()) ((())()()) () )
( ((()())()()) ((())()) () )

. Dané dva stromy tud́ıž nejsou isomorfńı. ✷

Otázky a úlohy k řešeńı

(1.7.1) Existuj́ı dva neisomorfńı jednoduché grafy se stejnou posloupnost́ı stupň̊u
A: 2,2,2,3,3,
B: 2,3,3,3,3,
C: 2,2,2,1,1,
D: 1,1,3,3,3,3 ?
U možnosti, kde dva neisomorfńı grafy existuj́ı, je nakreslete. U zbylé možnosti pak
správně zd̊uvodněte, proč dva takové neisomorfńı grafy neexistuj́ı.

∗(1.7.2) Najděte mezi následuj́ıćımi grafy všechny isomorfńı dvojice a zd̊uvodněte svou
odpověd’.
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∗(1.7.3) Kolik navzájem neisomorfńıch jednoduchých graf̊u lze źıskat z grafu B v úloze 1.7.2
přidáńım jedné hrany?
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∗(1.7.4) Najděte ručně všechny neisomorfńı grafy se stupni 3, 3, 3, 3, 2, 2, 2.

Návod: Uvědomte si, že vrcholy stupně 2 lze
”
zanedbat“ – nahradit hranami. Ve výsledku

pak zbydou 4 vrcholy stupň̊u 3, ale mezi nimi mohou být násobné hrany nebo i smyčky.
Kreslete si obrázky.

∗(1.7.5) Kolik navzájem neisomorfńıch jednoduchých graf̊u lze źıskat z grafu A v úloze 1.6.13
přidáńım jedné hrany?

∗(1.7.6) Určete, kolik neisomorfńıch strom̊u se všemi vrcholy stupň̊u 1 nebo 3 existuje na 14
vrcholech?
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2 Prohledáváńı a Souvislost Graf̊u

Úvod
Když se lidé d́ıvaj́ı na grafy, obvykle je vńımaj́ı jako obrázky a jejich pohled je jakoby

globálńı. Pokud je však graf zpracováván v poč́ıtači (a obzvláště pokud se jedná o skutečně
velký graf), takový globálńı pohled nemáme je neudržitelný a graf muśıme prohledávat
lokálně. Z toho d̊uvodu, než v̊ubec začneme uvažovat o využit́ı a aplikaćıch graf̊u, je potřeba
si ujasnit, jak by lokálńı prohledáváńı grafu mělo vypadat a co od něj m̊užeme očekávat.

s

s

s

s

ss

s

s s

s

❢

S lokálńım prohledáváńım grafu jsou př́ımo svázány pojmy spojeńı v grafu a komponent
souvislosti, neboli neformálně s možnost́ı se v určité oblasti grafu pohybovat (po hranách) od-
kudkoliv kamkoliv. To má jasné praktické motivace – např́ıklad u poč́ıtačových, dopravńıch,
telefonńıch či potrubńıch śıt́ı. Při hlubš́ım pohledu na tyto aplikace uvid́ıme také potřebu
zachováńı spojeńı i v př́ıpdech omezených lokálńıch výpadk̊u, což je teoreticky podchyceno
pojmy tzv. vyšš́ı souvislosti graf̊u, nebo potřebu budovat svým zp̊usobem minimálńı propo-
jeńı v daném grafu, což vede na klasický problém minimálńı kostry. Poněkud složitěǰśı situaci
pak najdeme v oblasti orientovaných graf̊u a jejich verźı souvislosti.

Ćıle
Tato lekce ukazuje velmi obecné schéma pro lokálńı procházeńı celého grafu, které se dá

využ́ıt v mnoha známých konkrétńıch prohledávaćıch algoritmech na grafech. Dále definujeme
a vysvětlujeme pojmy souvislosti a komponent grafu. Zmı́něny jsou i vyšš́ı stupně souvislosti a
silná souvislost orientovaných graf̊u. V nepodledńı řadě je ukázán klasický problém minimálńı
kostry grafu a jeho řešeńı (jarńık̊uv algoritmus) založené také na základńım procházeńı grafu.

2.1 Algoritmické schéma procházeńı grafu

Výklad začneme obecným algoritmickým schématem lokálńıho prohledáváńı grafu.
Tento algoritmus neńı v zásadě složitý a v́ıceméně jen zobecňuje dobře známý postup
procházeńı všech cest v bludǐsti. Pro vytvořeńı jeho co nejobecněǰśıho rámce vystač́ıme
s následuj́ıćımi datovými stavy a pomocnou datovou strukturou:

• Vrchol: má stavy . . .

– iniciačńı – dostane na začátku,
– nalezený – poté, co jsme jej přes některou hranu nalezli (a odložili ke zpracováńı),
– zpracovaný – poté, co jsme už probrali všechny hrany z něj vycházej́ıćı.
– (Př́ıpadně ještě stav

”
post-zpracovaný“, po dokončeńı všech následńık̊u.)

• Hrana: má stavy . . .

– iniciačńı – dostane na začátku,
– zpracovaná – poté, co už byla probrána od jednoho ze svých vrchol̊u.

• Úschovna: je pomocná datová struktura (množina),

– udržuje odložené, tj. nalezené a ještě nezpracované vrcholy.
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Zp̊usob, kterým se implementuje úschovna, určuje variantu algoritmu procházeńı grafu
(viz dále). Zde pro ještě větš́ı obecnost v úschovně udržujeme vrcholy spolu s př́ıchoźımi
hranami. V prohledávaných vrcholech a hranách se pak prováděj́ı konkrétńı programové
akce pro zpracováńı našeho grafu.

Algoritmus 2.1. Generické procházeńı souvislého grafu G
Algoritmus projde a zpracuje každou hranu a vrchol souvislého grafu G. Konkrétńı
uživatelské programové akce potřebné ke zpracováńı grafu jsou provedeny v pomocných
funkćıch ZPRACUJ().

vstup < graf G;

stav[všechny vrcholy a hrany G ] ← iniciačńı;
úschovna U ← {(∅, v0)} , pro libovolný počátečńı vrchol v0 grafu G;
strom prohledávánı́ T ← ∅;

while ( U 6= ∅ ) {
zvolit (e,v) ∈ U;

U ← U \ {(e,v)};
if (e 6= ∅) ZPRACUJ(e);

if (stav(v) 6= zpracovaný) {
foreach ( f hrana vycházej́ıćı z v) {

w = opačný vrchol hrany f = vw;
if (stav(w) 6= zpracovaný) { (*)

stav(w) ← objevený;
U ← U ∪ {(f,w)};

}
}
ZPRACUJ(v);

stav(v) = zpracovaný;
T = T ∪ {e,v};

}
}

// (př́ıpadný přechod na daľśı nesouvislou část grafu G. . . )

G je zpracovaný;

K popsanému algoritmickému schématu doplňujeme několik poznámek:

• Algoritmus 2.1 je jen obecným schématem a ne úplným algoritmem. Mimo aplikačně
závislého doplněńı konkrétńıch akćı ZPRACUJ() je ještě velmi d̊uležité specifikovat
konkrétńı implementaci úschovny U coby datové struktury a konkrétńı provedeńı do-
sud nedeterministického kroku ‘zvolit (e,v) ∈ U’ – právě toto rozlǐsuje r̊uzné vari-
anty procházeńı (jako ńıže popsané BFS či DFS nebo jiné).

• Podmı́nka (∗) je dodatečná a zajǐst’uje zpracováńı každé hrany jen v jednom směru
(což je přirozené pro neorientované grafy). Obecně je snadné v algoritmu nahlédnout,
že každý vrchol či hrana grafu G budou zpracovány nejvýše jednou (tj. ne opakovaně).
Pokud však (∗) vypust́ıme, bude každá hrana zpracována jednou v každém ze svých
dvou směr̊u.

• V konkrétńıch implementaćıch procházeńı grafu lze často naše obecné schéma značně
zjednodušit, jako např́ıklad t́ım, že úschovna bude udržovat pouze vrcholy v mı́sto
dvojic (e, v) a nebude docházet k opakovanému ukládáńı. Některé aplikace procházeńı
grafu však takto obecný př́ıstup potřebuj́ı.

• Celkem Algoritmus 2.1 vždy vykoná jen lineárně mnoho krok̊u, kde za jeden krok
považujeme i každé voláńı ZPRACUJ() a každou jednotlivou operaci s úschovnou U.
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Komentář: Konkrétńı postup algoritmu procházeńı bude ilustrován ve Cvičeńı 2.4.

Korektnost schématu procházeńı

Velkou výhodou obecnosti, kterou jsme si při představeńı zp̊usob̊u procházeńı grafu zvo-
lili v Algoritmu 2.1, je fakt, že správnost a dobré vlastnosti procházeńı nyńı budeme umět
dokázat najednou pro (téměř) všechny možné př́ıstupy k procházeńı grafu. Jinými slovy,
pokud nějaké konkrétńı algoritmy poṕı̌seme coby instance našeho obecného schématu
procházeńı, nebudeme muset znovu a znovu pro každý dokazovat základńı korektnost a
složitost – ty budou př́ımým d̊usledkem následuj́ıćı Věty 2.2.

Věta 2.2. Mějme souvislý graf G a jeho libovolný počátečńı vrchol v0 ∈ V (G). Algorit-
mus 2.1 na vstupu G s počátkem v0 zpracuje všechny vrcholy a hrany G, každý jednou.

Důkaz: Tvrzeńı hned plyne ze tř́ı jednoduchých fakt̊u oṕıraj́ıćıch se o konkrétńı pseu-
dokód našeho algoritmu.

1. Každý element grafu G (vrchol nebo hrana), který je vložen do U , bude jednou
zpracován. To proto, že dokud je U 6= ∅, opakuje se:

zvolit (e,v) ∈ U;

if (e 6= ∅) ZPRACUJ(e);

if (stav[v] 6= zpracovaný) { ... ZPRACUJ(v); ...}

2. Pro každou hranu, která je kdy vložena do U , oba jej́ı konce jsou zpracovány (tj. ne
jen ten konec, ze kterého je vložena). To je zjevné z pseudokódu souvisej́ıćıho se
vkládáńım hrany f do U :

foreach ( f hrana vycházej́ıćı z v) {

w = opačný vrchol hrany f = vw;
if (stav(w) 6= zpracovaný) { ... U ← U ∪ {(f,w)}; }

}

ZPRACUJ(v);

Při vkládáńı f do U je tud́ıž nutně už jeden konec f zpracován (v) a druhý konec (w)
je vložen do U společně s f . Potom je w později zpracován podle předchoźıho bodu.

3. Zbývá potvrdit, že dř́ıve nebo později se každá hrana grafu G dostane do U . Pro
spor předpokládejme existenci hrany f ∈ E(G), která do U nikdy nebude vložena.
Z d̊uvodu souvislosti G lze f zvolit jako takovou nejbližš́ı k v0. Necht’ h ∈ E(G) je
některá hrana sd́ılej́ıćı vrchol v s f a bližš́ı k v0; pak h muśı v některém kroku být
vložena do U jako součást dvojice (h, v) ∈ U . V každém př́ıpadě pak jednou bude
zpracováván vrchol v a všechny hrany vycházej́ıćı z v, včetně f , budou vloženy do U ,
spor. ✷

Zaj́ımavým a užitečným aspektem schématu Algoritmu 2.1 je konstruovaný graf T ,
zvaný strom prohledáváńı. Jak však v́ıme, že se skutečně jedná o strom? To sice neńı
okamžitě jasné, ale d̊ukaz neńı složitý.

Tvrzeńı 2.3. Podgraf T ⊆ G sestrojený Algoritmem 2.1 je stromem a zároveň
překlenuj́ıćım pografem grafu G (viz také budoućı Definice ??).

Důkaz. Indukćı podle počtu iteraćı hlavńıho cyklu dokážeme,
while ( U 6= ∅ ) { ... ... T ← T ∪ {e,v}; } }

že T stromem s množinou vrchol̊u rovnou množině dosud zpracovaných vrchol̊u.
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• V prvńı iteraci je T = {∅, v0}, což reprezentuje jednovrcholový strom v0. Plat́ı.

• Necht’ indukčńı předpoklad plat́ı po i iteraćıch. V následuj́ıćı iteraci algoritmus voĺı
(e, v) ∈ U . Pokud je v už zpracovaný, nic se ohledně T nezměńı. Jinak

if (stav[v] 6= zpracovaný) { ... T ← T ∪ {e,v}; }

a T ← T ∪ {e, v} znamená, že k T přidáváme nově zpracovaný vrchol v s hranou e
spojuj́ıćı jej s některým stávaj́ıćım vrcholem T . Potom je T ∪ {e, v} opět souvislý a
bez kružnic a tud́ıž strom.

✷

Základńı varianty procházeńı

Pro odlǐseńı r̊uzných zp̊usob̊u procházeńı grafu jsou kĺıčové implementace úschovny U a
pak zp̊usob volby ‘zvolit (e,v) ∈ U;’. Úplně základńı př́ıklady zahrnuj́ı:

• Procházeńı
”
do š́ıřky“, BFS – úschovna U je implementovaná jako fronta, neboli je

voleno (e, v) ∈ U od prvńıch vložených do úschovny.

• Procházeńı
”
do hloubky“, DFS – úschovna U je implementovaná jako zásobńık, neboli

je voleno (e, v) ∈ U od posledńıch vložených do úschovny. (Všimněte si, jakou
d̊uležitou roli konkrétně zde hraje opakované ukládáńı vrcholu do úschovny. . . )

Komentář: Rozd́ıl mezi BFS a DFS je dobře vidět na tvaru výsledného stromu procházeńı:

strom BFS (“fifo”) s
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s
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ss
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strom DFS (“lifo”) s
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ss
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Pokročileǰśı aplikace schématu procházeńı grafu zahrnuj́ı např́ıklad tyto algoritmy,
se kterými se ještě v pr̊uběhu našeho kurzu setkáme.

• Rozpoznáńı bipartitńıho grafu: jednoduše použijeme BFS s dodatečnou rutinou ve
ZPRACUJ(e), která

”
stř́ıdá strany“ mezi koncovými vrcholy hrany e – pokud toto

stř́ıdáńı stran kdykoliv selže, nejedná se o bipartitńı graf. Vı́ce se dozv́ıme v Lekci ??.

• Jarńık̊uv algoritmus pro minimálńı kostru (Odd́ıl 2.3) je implementován tak, že z
úschovny U se vždy voĺı (e, v) ∈ U takové, že e má nejmenš́ı délku.

• Dijkstr̊uv algoritmus pro nejkratš́ı cesty v grafu (Lekce 3) pak voĺı (e, v) ∈ U takové,
že v je nejbližš́ı vrchol k v0 ze všech objevených vrchol̊u v U .

Na závěr si uvedeme jedno zřejmé zobecněńı.
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Algoritmus 2.4. Úprava Algoritmu 2.1 procházeńı pro orientovaný graf
Mı́sto řádku

foreach ( f hrana vycházej́ıćı z v) {
prostě použijeme

foreach ( f šipka zač́ınaj́ıćı ve v) {

a každou orientovanou hranu tak přirozeně projdeme právě jednou ve směru jej́ı šipky.

Otázky a úlohy k řešeńı

(2.1.1) Jak je možné se v implementaci DFS podle schématu Algoritmu 2.1 vyhnout
násobnému ukládáńı vrcholu do úschovny při zachováńı stejného výsledku?

2.2 Spojeńı v grafu a Souvislost

Souvislost grafu jsme v Lekci 1 definovali pomoćı existence cest. Existuje však trochu
obecněǰśı a technicky vhodněǰśı zp̊usob, který mı́sto ryźıch cest v grafech popisuje obecné

”
procházky grafem“. Neformálně řečeno, při procházce grafem putujeme z vrcholu do
sousedńıho vrcholu přes hrany grafu, ale nejsme (na rozd́ıl od cesty) vázáni podmı́nkou
neopakovat stejné vrcholy ani hrany. Matematicky takové procházky podchyt́ıme po-
jmem sledu v grafu:

Definice: Sledem W délky n v grafu G rozumı́me posloupnost vrchol̊u a hran

W = (v0, e1, v1, e2, v2, . . . , en, vn) ,

ve které vždy hrana ei má koncové vrcholy vi−1, vi. Konkrétně v tomto př́ıpadě mluv́ıme
o sledu z vrcholu u = v0 do vn = v, č́ımž pojmu sledu dodáváme implicitńı orientaci i v
neorientovaném grafu.

Komentář: V následuj́ıćım obrázku grafu je šipkami naznačen jeden sled z vrcholu u
do vrcholi v, konkrétně se jedná o sled formálně zapsaný (u, e1, v1, e1, u, e3, v3, e6, v4,
e4, v1, e2, v2, e5, v).
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s

❢

❢
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v1 v2

v3 v4

e1 e2

e3 e4 e5
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Lema 2.5. Mějme relaci ∼ na množině vrchol̊u V (G) libovolného grafu G takovou, že
pro dva vrcholy u ∼ v právě když existuje v G sled zač́ınaj́ıćı v u a konč́ıćı ve v. Pak ∼
je relaćı ekvivalence.

Důkaz. Relace ∼ je reflexivńı, nebot’ každý vrchol je spojený sám se sebou sledem
délky 0. Symetrická je také, protože sled z u do v snadno obrát́ıme na sled z v do u.
Stejně tak je ∼ tranzitivńı, protože dva sledy se společným koncovým vrcholem můžeme
na sebe navázat v jeden. ✷

Daľśım naš́ım krokem je dokázat, že pokud definujeme souvislost grafu pomoćı ex-
istence sledu, na rozd́ıl od existence cesty jako v Lekci 1, tak se v̊ubec nic nezměńı. K
tomu potřebujeme následuj́ıćı poznatek:

Věta 2.6. Pokud mezi dvěma vrcholy grafu G existuje sled, pak mezi nimi existuje cesta.
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Důkaz. Ze všech sled̊u mezi vrcholy u a v v G vybereme sled W s nejmenš́ı délkou.
Je snadno vidět, že pokud W zopakuje některý vrchol grafu G, můžeme W ještě zkrátit,
a to je spor s předpokladem. Proto je W cestou v G. ✷

Definice: Tř́ıdy ekvivalence výše popsané (Lema 2.5) relace ∼ na V (G) se nazývaj́ı
komponenty souvislosti grafu G. Jinak se taky komponentami souvislosti mysĺı podgrafy
indukované na těchto tř́ıdách ekvivalence.

Komentář: Pod́ıvejte se, kolik komponent souvislosti má tento graf:
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Vid́ıte v obrázku všechny tři komponenty? Jedna z nich je izolovaným vrcholem, druhá
hranou (tj. grafem isomorfńım K2) a třet́ı je to zbývaj́ıćı.

Důsledek 2.7. Graf je souvislý, právě když je tvořen nejvýše jednou komponentou sou-
vislosti.

Poznámka: Prázdný graf je sice souvislý, ale má 0 komponent souvislosti.

Vyšš́ı úrovně souvislosti

V aplikaćıch, kde grafy obvykle modeluj́ı r̊uzné druhy śıt́ı, nás zaj́ımá nejen, zdali se za
normálńıch podmı́nek můžeme pohybovat mezi vrcholy/uzly (základńı souvislost), ale
také, jaké spojeńı můžeme garantovat v př́ıpadě lokálńıch výpadk̊u (odolnost a redun-
dance). Toto lze teoreticky podchytit zkoumáńım

”
vyšš́ıch“ stupň̊u souvislosti grafu.

Definice: Graf G je hranově k-souvislý, k > 1, pokud i po odebráńı libovolných nejvýše
k − 1 hran z G z̊ustane výsledný graf souvislý.

Definice: Graf G je vrcholově k-souvislý, k > 1, pokud má G v́ıce než k vrchol̊u a i po
odebráńı libovolných nejvýše k − 1 vrchol̊u z G z̊ustane výsledný graf souvislý.
Speciálně plat́ı, že úplný graf Kn je vrcholově (n−1)-souvislý, ale ne n-souvislý, ale graf
K1 je 1-souvislý.

Pokud mluv́ıme jen o k-souvislém grafu, máme (obvykle) na mysli vrcholově k-souvislý
graf. 1-souvislý graf je pouhé synonymum pro souvislý.

Komentář: Stručně řečeno, vysoká hranová souvislost znamená vysoký stupeň odolnosti śıtě
proti výpadk̊um spojeńı-hran, neboli śıt’ z̊ustane stále dosažitelná, i když libovolných k − 1
spojeńı bude přerušeno. Vysoká vrcholová souvislost je mnohem silněǰśım pojmem, znamená
totiž, že celá śıt’ z̊ustane dosažitelná i po výpadku libovolných k−1 uzl̊u-vrchol̊u (samozřejmě
mimo těch vypadlých uzl̊u).
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Na ilustračńım obrázku má prvńı graf vrcholovou souvislost 4 a snadno vid́ıme, že po
odebráńı tř́ı vrchol̊u či hran z̊ustává souvislý. Z druhého grafu bychom museli odebrat
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nejméně 3 hrany, aby se stal nesouvislým, a proto je jeho hranová souvislost 3. Na druhou
stranu však stač́ı odebrat 2 vrcholy, aby mezi jeho levým a pravým krajńım vrcholem žádné
spojeńı nez̊ustalo. (Vid́ıte, které dva?) A jak je tomu u třet́ıho grafu?

Fakt: Pokud je graf k-souvislý, pak je také (k − 1)-souvislý.

Mengerova věta

Důkaz následuj́ıćıho d̊uležitého výsledku by nebyl jednoduchý při použit́ı stávaj́ıćıch
znalost́ı, proto jej ponecháme na pozděǰśı Lekci 4, Důsledek 4.14.

Věta 2.8. Graf G je hranově k-souvislý právě když mezi libovolnými dvěma vrcholy lze
vést aspoň k hranově-disjunktńıch cest (vrcholy mohou být sd́ılené).
Graf G je vrcholově k-souvislý právě když mezi libovolnými dvěma vrcholy lze vést aspoň
k disjunktńıch cest (r̊uzných až na ty dva spojované vrcholy).

Komentář: Věta nám vlastně ř́ıká, že stupeň souvislosti grafu se přirozeně rovná stupni
redundance spojeńı vrchol̊u. Na výše uvedeném obrázku mezi každými dvěma vrcholy grafu
K5 můžeme vést až 4 disjunktńı cesty. U druhého grafu třeba mezi levým a pravým koncem
lze vést jen 2 (vrcholově) disjunktńı cesty, ale mezi každými dvěma vrcholy lze vést 3 hranově-
disjunktńı cesty.

V duchu předchoźı Mengerovy věty pokračujeme s následuj́ıćımi poznatky.

Věta 2.9. Necht’ G je vrcholově 2-souvislý graf. Pak každé dvě hrany v G lež́ı na společné
kružnici.

Důkaz: Necht’ e, f ∈ E(G). Sestroj́ıme graf G′ podrozděleńım obou hran e, f novými
vrcholy ve, vf . Je zřejmé, že i G′ je vrcholově 2-souvislý graf, takže podle Věty 2.8 existuj́ı
v G′ dvě disjunktńı cesty spojuj́ıćı ve s vf , tvoř́ıćı spolu kružnici C ′. Nakonec C ′ indukuje
v G kružnici C procházej́ıćı e i f . ✷

Rozš́ı̌reńım předchoźı úvahy lze dokonce dokázat:

Věta 2.10. Necht’ G je vrcholově k-souvislý graf, k ≥ 1. Pak pro každé dvě disjunktńı
množiny U1, U2 ⊂ V (G), |U1| = |U2| = k v G existuje k po dvou disjunktńıch cest z
vrchol̊u U1 do vrchol̊u U2.
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s
s

s
s
s

U1 U2

Vrcholově 2-souvislé grafy maj́ı následuj́ıćı jednoduchou konstruktivńı chrakterizaci,
která se vám může hodit např́ıklad při pochopeńı a dokazováńı vlastnost́ı 2-souvislých
graf̊u.

Věta 2.11. Libovolný obyčejný graf je 2-souvislý, právě když jej lze vytvořit z kružnice

”
přidáváńım uš́ı“; tj. iteraćı operace, kdy libovolné dva stávaj́ıćı vrcholy grafu jsou spo-

jeny novou cestou libovolné délky (ale ne paralelńı hranou).

Komentář: Ilustraćı tohoto hezkého tvrzeńı jsou třeba následuj́ıćı obrázky. . .
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Důkaz: V jednom směru snadno nahlédneme, že graf G vzniklý z kružnice přidáváńım
uš́ı je 2-souvislý.

V druhém směru zvoĺıme maximálńı 2-souvislý podgraf G′ v G, který lze sestrojit
z nějaké kružnice přidáváńım uš́ı. G′ je neprázdný, nebot’ 2-souvislý G obsahuje aspoň
kružnici. Pokud V (G′) = V (G), pak lze jako uši přidávat všechny zbylé hrany G, tud́ıž
z maximality plyne G′ = G. Takže existuje vrchol x ∈ V (G) \ V (G′). Pak lze dokázat,
že z x vedou dvě vnitřně disjunktńı cesty do r̊uzných dvou vrchol̊u G′, které tvoř́ı daľśı
ucho přidané k G′. (Existence těchto dvou cest plyne třeba z Věty 2.8, ale elementárńı
krátký argument zat́ım v této lekci nemáme.) Opět máme spor s maximalitou G′, tud́ıž
opět G′ = G. ✷

Otázky a úlohy k řešeńı

(2.2.1) Kolik komponent souvislosti má tento graf?
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(2.2.2) Jaký stupeň souvislosti má úplný bipartitńı graf Kn,n?

(2.2.3) Kolik nejméně vrchol̊u mimo x, y muśıme vypustit z nakresleného grafu, aby v něm
nezbyla žádná cesta mezi vrcholy x a y? Zd̊uvodněte.
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(2.2.4) Sestrojte graf K5 ”
přidáváńım uš́ı“.

(2.2.5) Kolik nejméně hran muśıte přidat k cestě délky 7, aby vznikl vrcholově 2-souvislý
graf?

(2.2.6) Kolik nejv́ıce hran m̊uže mı́t nesouvislý graf na n vrcholech?
∗(2.2.7) Dokažte sami toto tvrzeńı: Každý 2-souvislý graf G na alespoň čtyřech vrcholech,

který má všechny stupně ostře větš́ı než 2, obsahuje hranu e takovou, žeG\e je 2-souvislý.

2.3 Hledáńı minimálńı kostry

Problém 2.12. Problém minimálńı kostry (MST)
Je dán (souvislý) vážený graf G,w s nezáporným ohodnoceńım hran w. Otázkou je naj́ıt
kostru T v G, která má nejmenš́ı možné celkové ohodnoceńı. Formálně

MST = min

kostra T⊂G





∑

e∈E(T )

w(e)



 .

Komentář: Kostra daného grafu je minimálńı podgraf, který zachovává souvislost každé
komponenty p̊uvodńıho grafu. Proto nám vlastně ukazuje “minimálńı propojeńı” daných
vrchol̊u, ve kterém ještě existuj́ı cesty mezi všemi dvojicemi, které byly propojeny i p̊uvodně.

Praktickou formulaćı problému je třeba propojeńı domů elektrickým rozvodem, škol in-
ternetem, atd. Jedná se tady o zadáńı, ve kterých nás zaj́ımá předevš́ım celková délka či cena
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propojeńı, které je třeba vytvořit. Př́ıklad je uveden na následuj́ıćım obrázku i s vyznačenou
minimálńı kostrou vpravo.
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Algoritmus 2.13. Jarńık̊uv pro minimálńı kostru.
Hrany na začátku neseřazujeme, ale začneme kostru vytvářet z jednoho vrcholu a v
každém kroku přidáme nejmenš́ı z hran, které vedou z jǐz vytvořeného podstromu do
zbytku grafu.

Poznámka: Tento algoritmus je velmi vhodný pro praktické výpočty a je dodnes široce použ́ıvaný.
Málokdo ve světě však v́ı, že pocháźı od Vojtěcha Jarńıka, známého českého matematika — ve
světové literatuře se obvykle připisuje Američanu Primovi, který jej objevil až skoro 30 let po
Jarńıkovi.

Algoritmus 2.14.
”
Hladový“ pro minimálńı kostru.

Je dán souvislý vážený graf G,w s nezáporným ohodnoceńım hran w.

– Seřad́ıme hrany grafu G vzestupně podle jejich ohodnoceńı, tj.
w(e1) ≤ w(e2) ≤ · · · ≤ w(em).

– Začneme s prázdnou množinou hran T = ∅ pro kostru.

– Pro i = 1, 2, . . . ,m vezmeme hranu ei a pokud T ∪ {ei} nevytvář́ı kružnici, přidáme
ei do T . Jinak ei “zahod́ıme”.

– Na konci množina T obsahuje hrany minimálńı kostry váženého grafu G,w.

Komentář: Podrobnou ukázku pr̊uběhu hladového algoritmu čtenář najde v Př́ıkladě 2.27.

Důkaz správnosti Algoritmu 2.14:
Necht’ T je množina hran źıskaná v Algoritmu 2.14 a necht’ hrany jsou již seřazené
w(e1) ≤ w(e2) ≤ · · · ≤ w(em). Vezměme množinu hran T0 té minimálńı kostry (může
jich být v́ıce se stejnou hodnotou), která se s T shoduje na co nejv́ıce prvńıch hranách.
Pokud T0 = T , algoritmus pracoval správně.

Předpokládejme tedy, že T0 6= T , a ukážeme spor, tj. že toto nemůže ve skutečnosti
nastat. Označme j > 0 takový index, že se množiny T0 a T shoduj́ı na prvńıch j − 1
hranách e1, . . . , ej−1, ale neshoduj́ı se na ej . To znamená, že ej ∈ T , ale ej 6∈ T0. (Jistě
nemůže nastat ej 6∈ T , ale ej ∈ T0.) Podle Důsledku 1.14 obsahuje graf na hranách
T0 ∪ {ej} právě jednu kružnici C. Kružnice C však nemůže být obsažena v nalezené
kostře T , a proto existuje hrana ek v C, která ek 6∈ T a zároveň k > j. Potom však je
w(ek) ≥ w(ej) podle našeho seřazeńı hran, a tud́ıž kostra na hranách

(

T0 \ {ek}
)

∪ {ej}
(vzniklá nahrazeńım hrany ek hranou ej) neńı horš́ı než T0 a měli jsme ji v naš́ı úvaze
zvolit mı́sto T0. To je hledaný spor. ✷

Komentář: Správný pohled na předchoźı d̊ukaz by měl být následovný: Předpokládali jsme,
že nalezená kostra T se s některou optimálńı kostrou shoduje aspoň na prvńıch j−1 hranách.
Poté jsme ukázali, že některou daľśı hranu ek v (předpokládané) optimálńı kostře lze zaměnit
hranou ej, a tud́ıž dosáhnout shodu aspoň na prvńıch j hranách. Daľśımi iteracemi záměn
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ukážeme úplnou shodu naš́ı nalezené kostry T s některou optimálńı kostrou. V našem d̊ukaze
jsme se vlastně zaměřili na fakt, že ta posledńı iterace záměn nemůže selhat. Nakreslete si
tento d̊ukaz obrázkem!

Doplňkové otázky

(2.3.1) Co se stane, pokud v Algoritmu 2.14 seřad́ıme hrany naopak, tedy sestupně?

(2.3.2) Čı́m je Jarńık̊uv algoritmus pro MST výhodněǰśı než hladový postup?

(2.3.3) Promyslete si Jarńık̊uv algoritmus, jaké datové struktury potřebujete pro jeho co
nejrychleǰśı implementaci?

2.4 Souvislost v orientovaných grafech

Třebaže orientované grafy jsou jen okrajovou součást́ı v našem výkladu látky, po-
jem orientované (silné) souvislosti je natolik fundamentálně odlǐsný (což je dané
jeho

”
směrovost́ı“), že si zaslouž́ı podrobný samostatný odd́ıl. Začneme analogicky

Odd́ılu 2.2.

Definice: Orientovaným sledem délky n v orientovaném grafu D rozumı́me stř́ıdavou
posloupnost vrchol̊u a orientovaných hran

v0, e1, v1, e2, v2, . . . , en, vn ,

ve které vždy hrana ei mı́̌ŕı z vrcholu vi−1 do vrcholu vi.

Věta 2.15. Pokud mezi dvěma vrcholy grafu D existuje orientovaný sled, pak mezi nimi
existuje orientovaná cesta.

s s s s s

0 1 2
. . .

n− 1 n

Pohledy na orientovanou souvislost

Prvńım možným pohledem na souvislost orientovaných graf̊u je prostě požadovat
tradičńı grafovou souvislost po

”
zapomenut́ı“ směru šipek. Toto se nazývá slabá sou-

vislost, avšak nemá valného významu, nebot’ proč bychom uvažovali orientované grafy a
zároveň zapomı́nali směr jejich hran? Jiný př́ıstup je následovný:

Definice: Orientovaný graf D je dosažitelný směrem ven, pokud v něm existuje vrchol
v ∈ V (D) takový, že každý vrchol x ∈ V (D) je dosažitelný orientovaným sledem z v.

Komentář: Podrobným zkoumáńım následuj́ıćıho obrázku zjist́ıme, že tento graf neńı
dosažitelný směrem ven, nebot’ chyb́ı možnost dosáhnout vrchol b úplně vpravo. Na druhou
stranu po vypuštěńı b je zbylý graf dosažitelný ven z vrcholu a vlevo.

s

s

s

s

s

s

s

s

s sa b

Nakonec
”
symetrizaćı“ př́ıstupu dosažitelnosti se dobereme definici tzv. silné souvis-

losti, která je nejčastěji zmiňována u orientovaných graf̊u.
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Lema 2.16. Necht’ ≈ je binárńı relace na vrcholové množině V (D) orientovaného grafu
G taková, že u ≈ v právě když existuje dvojice orientovaných sled̊u – jeden z u do v a
druhý z v do u v grafu D. Pak ≈ je relace ekvivalence.

Definice 2.17. Silné komponenty orientovaného grafu D
jsou tř́ıdy ekvivalance relace ≈ z Lematu 2.16. Orientovaný graf D je silně souvislý
pokud má nejvýše jednu silnou komponentu.

Komentář: Pro ilustraci si uvedem následuj́ıćı př́ıklad orientovaného grafu vlevo, jenž má
čtyři vyznačené silné komponenty.

s

s

s

s

s

s

s

s

s s

s

s s

s

Vpravo zároveň uvád́ıme pro ilustraci obrázek kondenzace silných komponent tohoto grafu,
viz následuj́ıćı definice.

Kondenzace orientovaného grafu

Definice: Orientovaný graf, jehož vrcholy jsou tvořeny jednotlivými silnými kompo-
nentami orientovaného grafu D a šipky vedou právě mezi těmi dvojicemi r̊uzných kom-
ponent, mezi kterými vedou hrany v D, nazveme kondenzaćı grafu D.

Definice: Orientovaný graf D je acyklický, pokud neobsahuje jako podgraf orientovanou
kružnici.

Tvrzeńı 2.18. Kondenzace každého orientovaného grafu je acyklický orientovaný graf.

Důkaz sporem: Necht’ Z je kondenzace orientovaného grafuD. Pokud C je orientovaná
kružnice v Z, tak podle definice silných komponent j́ı odpov́ıdá orientovaná kružnice
C ′ v p̊uvodńım D. To je však ve sporu, nebot’ C ′ by musela být součást́ı jedné silné
komponenty a Z podle definice neobsahuje smyčky. ✷

Otázky a úlohy k řešeńı

(2.4.1) V neorientovaném grafu plat́ı, že každá hrana nálež́ı právě jedné komponentě sou-
vislosti. Lze totéž dokázat pro orientované grafy?

(2.4.2) Jak vypadá v orientovaném grafu silná komponenta o dvou vrcholech?

(2.4.3) Kdy je v orientovaném grafu sám vrchol silnou komponentou?

(2.4.4) Dokažte následuj́ıćı: Orientovaný graf bez smyček je acyklický, právě když jeho silné
komponenty jsou jednotlivé vrcholy.

2.5 Dodatek: Eulerovské grafy

Pravděpodobně nejstarš́ı zaznamenaný výsledek teorie graf̊u pocháźı od Leonarda
Eulera – jedná se o problém slavných 7 most̊u v Královci / Königsbergu / dnešńım
Kaliningradě. Tuto část, či sṕı̌se matematickou hř́ıčku, o kresleńı graf̊u

”
jedńım tahem“

tak zařazujeme na závěr předevš́ım z historických d̊uvod̊u. Má však i některé zaj́ımavé
d̊usledky v jiných oblastech graf̊u, jak uvid́ıme ve cvičných př́ıkladech.
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Komentář:

O jaký problém se tehdy jednalo? Městšt́ı radńı chtěli vědět, zda mohou suchou nohou přej́ıt
po každém ze sedmi vyznačených most̊u právě jednou. Rozbor tohoto problému vede k
následuj́ıćı definici a odpovědi.

Definice: Tah je sled v grafu bez opakováńı hran.
Uzavřený tah je tahem, který konč́ı ve vrcholu, ve kterém začal. Otevřený tah je tahem,
který konč́ı v jiném vrcholu, než ve kterém začal.

Komentář: Mějme následuj́ıćı př́ıklad grafu vlevo, jehož nakresleńı jedńım tahem je
vyznačeno vpravo.

Onen slavný výsledek teorie graf̊u od Leonharda Eulera poté zńı:

Věta 2.19. Graf G lze nakreslit jedńım uzavřeným tahem právě když G je souvislý a
všechny vrcholy v G jsou sudého stupně.

Důsledek 2.20. Graf G lze nakreslit jedńım otevřeným tahem právě když G je souvislý
a všechny vrcholy v G až na dva jsou sudého stupně.

Důkaz: Dokazujeme oba směry ekvivalence. Pokud lze G nakreslit jedńım uzavřeným
tahem, tak je zřejmě souvislý a nav́ıc má každý stupeň sudý, nebot’ uzavřený tah každým
pr̊uchodem vrcholem

”
ubere“ dvě hrany.

Naopak zvoĺıme mezi všemi uzavřenými tahy T v G ten (jeden z) nejdeľśı. Tvrd́ıme,
že T obsahuje všechny hrany grafu G.

– Pro spor vezměme graf G′ = G\E(T ), o kterém předpokládejme, že je neprázdný. Je-
likož G′ má taktéž všechny stupně sudé, je (z indukčńıho předpokladu) libovolná jeho
hranově-neprázdná komponenta C ⊆ G′ nakreslená jedńım uzavřeným tahem TC .

– Vzhledem k souvislosti grafu G každá komponenta C ⊆ G′ prot́ıná náš tah T v
některém vrchole w, a tud́ıž lze oba tahy TC a T

”
propojit přes w“. To je spor s

naš́ım předpokladem nejdeľśıho možného T .
✷

Důkaz d̊usledku: Necht’ u, v jsou dva vrcholy grafu G maj́ıćı lichý stupeň, neboli
dva (předpokládané) konce otevřeného tahu pro G. Do G nyńı přidáme nový vrchol w
spojený hranami s u a v. Tı́m jsme náš př́ıpad převedli na předchoźı př́ıpad grafu se
všemi sudými stupni. ✷
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Otázky a úlohy k řešeńı

(2.5.1) Kterému grafu na 7 vrcholech odpov́ıdá výše zakreslených 7 most̊u v Královci?

Doplňkové otázky

(2.5.2) Kolik otevřených tah̊u budeme potřebovat na nakresleńı grafu se čtyřmi vrcholy
lichého stupně?

(2.5.3) Lze tento graf nakreslit jedńım otevřeným tahem? s s s s

ss s

(2.5.4) Kolik hran muśıte přidat ke grafu z předchoźı otázky, aby se dal nakreslit jedńım
uzavřeným tahem?

Rozšǐruj́ıćı studium

Základńı souvislosti graf̊u se bĺıže teoreticky věnuj́ı [5, Odd́ıly 4.2, 4.7] a Eu-
lerovským graf̊um obsáhleji [5, Odd́ıly 4.5, 4.6]. Algoritmy pro procházeńı grafu jsou
podrobně popsány (včetně netriviálńıch aplikaćı) v [3] a demonstrovány třeba v
http://kam.mff.cuni.cz/~ludek/Algovision/Algovision.html. Za zmı́nku stoj́ı i [4,
Kapitola 3]. Pro hlubš́ı teoretické poznatky a aplikace vyšš́ı souvislosti graf̊u odkazujeme
čtenáře na [1, Chapter 3].

Mnohá sṕı̌se implementačně zaměřená pojednáńı o grafových algoritmech lze v
dnešńı době snadno nalézt ve Wikipedii. Konkrétńı odkazy lze źıskat třeba ze
stránky http://en.wikipedia.org/wiki/Connected_component_(graph_theory). Pro
čtenáře by mohly být užitečné třeba algoritmy pro nalezeńı silných komponent oriento-
vaného grafu http://en.wikipedia.org/wiki/Strongly_connected_components nebo 2-
souvislých komponent (blok̊u), které oba vycházej́ı z prohledáváńı do hloubky. Jedná se
o velmi zaj́ımavé algoritmy chytře využ́ıvaj́ıćı zdánlivě primitivńıho postupu prohledáváńı,
které student̊um doporučujeme ke studiu.

2.6 Cvičeńı: Souvislost a minimálńı kostry

Následuj́ıćı cvičeńı je sṕı̌se demonstračńıho charakteru, jeho hlavńım ćılem je
názornými ukázkami lépe přibĺıžit koncepty algoritmického procházeńı grafu a jeho sou-
vislosti a problém minimálńı kostry.

Př́ıklad 2.21. Ukázka pr̊uchodu následuj́ıćım grafem do hloubky z vrcholu a.
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V této ukázce budeme obrázky znázorňovat stavy Algoritmu 2.1 v jednotlivých
kroćıch takto: Neprohledané hrany jsou čárkované, prohledané hrany plnou čarou a
hrany, které vedly k nalezeńı vrchol̊u, jsou tlustou čarou barevně zvýrazněny (tyto hrany
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tvoř́ı strom prohledáváńı T ). Nalezené a zpracované vrcholy jsou značeny kroužkem,
právě zpracovávaný vrchol opět barevně zvýrazněn.
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Tı́mto zpracováńı zadaného grafu skončilo. Mimo jiné jsme zjistili, že graf má jedinou
komponentu souvislosti. ✷

Př́ıklad 2.22. Ukázka pr̊uchodu následuj́ıćım grafem do š́ı̌rky z vrcholu a.
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V této ukázce budeme obrázky znázorňovat stavy Algoritmu 2.1 stejně jako v
předchoźım př́ıkladě.
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Tı́mto zpracováńı zadaného grafu skončilo. Vid́ıte rozd́ıly tohoto pr̊uchodu proti
předchoźımu př́ıkladu? ✷

Souvislost grafu

Př́ıklad 2.23. Jak byste za pomoćı terminologie grafové souvislosti vyjádřili mı́ru
odolnosti např́ıklad poč́ıtačové śıtě S proti výpadk̊um jednotlivých spojeńı či jej́ıch
uzl̊u?

V souladu s Př́ıkladem 1.24 budeme śıt’ S modelovat (multi)grafem tak, že jednotlivé
uzly budou vrcholy a spojeńı budou hrany. Předpokládáme pro jednoduchost duplexńı
śıt’, tj. neorientovaný graf GS .

• Śıt’ S bude odolná proti současnému výpadku k spojeńı, právě když grafGS je hranově
k-souvislý.

• Śıt’ S bude odolná proti současnému výpadku k uzl̊u či spojeńı, právě když graf GS

je vrcholově k-souvislý.

Ja bychom však mohli modelovat situaci, kdy śıt’ neńı všude duplexńı? V takové
př́ıpadě je zapotřeb́ı uvažovat orientovaný multigraf, ve kterém každému duplexńımu
spojeńı odpov́ıdá dvojice protiběžných šipek a ne-duplexńımu spojeńı př́ıslušná jedna
šipka. Poté bude zapotřeb́ı přirozeným zp̊usobem rozš́ı̌rit definici k-souvislosti na orien-
tovaný př́ıpad silné souvislosti. Zkuste si př́ıslušnou definici zapsat sami. . . ✷

Př́ıklad 2.24. Mějme graf H3, jehož vrcholy jsou všechny podmnožiny množiny
{1, 2, 3} a hrany spojuj́ı právě disjunktńı dvojice podmnožin. (Tj. H3 má 8 vrchol̊u.)
Rozhodněte, zda je H3 souvislý graf, a napǐste, kolik má H3 hran.
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Vrchol ∅ odpov́ıdaj́ıćı prázdné množině je spojený se všemi sedmi ostatńımi vrcholy,
takže graf je souvislý. Nakreslete si jej! Každý vrchol i-prvkové podmnožiny je pak
spojený s 23−i disjunktńımi podmnožinami doplňku. Celkem tedy máme součtem všech
stupň̊u 1

2

(

7 + 3 · 22 + 3 · 21 + 20
)

= 13 hran. ✷

Př́ıklad 2.25. Dokažte následuj́ıćı poznatek: Slabě souvislý orientovaný graf je silně
souvislý právě tehdy, když každá jeho hrana lež́ı v nějaké oritentované kružnici.

Necht’ je orientovaný graf D silně souvislý a (u, v) ∈ E(D) je libovolná jeho hrana.
Podle definice tud́ıž existuje v D orientovaný sled z v do u, a tud́ıž i orientovaná cesta
Pvu podle Věty 2.6. Pak Pvu ∪ {(u, v)} je orientovaná kružnice.

Naopak necht’ je orientovaný graf D slabě souvislý a u, v ∈ V (D) jsou jeho libovolné
dva vrcholy. Podle definice slabé souvislosti existuje neorientovaná cesta Q z u do v
(po

”
zapomenut́ı“ směru šipek D). Nav́ıc pro každou hranu e ∈ E(Q) existuje podle

předpokladu oritentovaná kružnici obsahuj́ıćı e = (x, y), neboli také orientovaná cesta
Pe z y do x. Vhodným složeńım hran z Q a těchto cest Pe źıskáme orientovaný sled z u
do v. Tud́ıž je D silně souvislý. ✷

Minimálńı kostry

Problematiku minimálńı kostry taktéž ilustrujeme jednoduchými ukázkami postup̊u
jej́ıho hledáńı.

Př́ıklad 2.26. Najděme minimálńı kostru v zakresleném váženém grafu Jarńıkovým
Algoritmem 2.13.
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Kostru začneme budovat v levém dolńım vrcholu. (Tj. naše částečná kostra zat́ım
dosáhla jen na levý dolńı vrchol.) Vid́ıme, že obě hrany z něj vycházej́ıćı maj́ı váhu 1,
proto je obě do kostry přidáme. Takto naše budovaná kostra již dosáhla na tři vrcholy
grafu, které si v následuj́ıćım obrázku vlevo vyznač́ıme. (Zbylé hrany mezi dosaženými
vrcholy jsou již k ničemu, proto je zahod́ıme.)
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V daľśım kroku ze všech tř́ı dosažených vrchol̊u vyb́ıráme nejmenš́ı hranu vedoućı mimo
ně. Jak hned vid́ıme, nejmenš́ı taková hrana má váhu 2, takže ji k naš́ı kostře přidáme
a dosáhneme čtvrtý vrchol grafu. Poté opět vyb́ıráme nejmenš́ı hranu z dosažených
vrchol̊u ven, ale ty maj́ı nyńı váhu nejméně 3 (zvoĺıme tu nahoře vlevo). Také ji přidáme
do kostry a dostaneme se do situace vyznačené na horńım obrázku vpravo.
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Nyńı již je dosažených vrchol̊u 5 a nejmenš́ı z hran vedoućıch z dosažených ven má
váhu 2. Takto dosáhneme i pravého dolńıho vrcholu, na následuj́ıćım obrázku vlevo.
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Nakonec ještě dosáhneme zbylé dva vrcholy hranami po řadě vah 2 a 1. Źıskali jsme
tak minimálńı kostru velikosti 1 + 2 + 2 + 3 + 1 + 1 + 2 = 12, která je v tomto př́ıpadě
(náhodou) cestou, na posledńım obrázku vpravo. Snadno je vidět, že źıskaná minimálńı
kostra neńı jedinečná a že jsme mohli v př́ıpadech rovnosti vah volit jiné hrany a źıskat
jinou kostru stejné velikosti. ✷

Př́ıklad 2.27. Najděme hladovým algoritmem minimálńı kostru ve váženém grafu
z Př́ıkladu 2.26.

Hrany si nejprve seřad́ıme podle jejich vah 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4. (na pořad́ı
mezi hranami stejné váhy nezálež́ı, proto jej zvoĺıme libovolně). Začneme s prázdnou
množinou hran (budoućı) kostry. Pak hladovým postupem přidáme prvńı dvě hrany
váhy 1 vlevo dole, které nevytvoř́ı kružnici. Třet́ı hrana váhy 1 vlevo s nimi už tvoř́ı
trojúhelńık, a proto ji přidat nelze, je zahozena. Při znázorněńı pr̊uběhu použ́ıváme
tlusté čáry pro vybrané hrany kostry a tečkované čáry pro zahozené hrany:
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Poté přejdeme na hrany s vahou 2, z nichž lze tři postupně přidat bez vytvořeńı kružnice
a čtvrtá (úplně vpravo) již kružnici vytvoř́ı a je proto zahozena. Viz. obrázek vpravo.
Nakonec ještě přidáme hranu nejmenš́ı vyšš́ı váhy 3 vlevo nahoře a zbylé hrany již
zahod́ıme, protože všechny tvoř́ı kružnice.
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Źıskáme tak stejnou minimálńı kostru jako v Př́ıkladě 2.26. Opět je však možno
nalézt jinou z minimálńıch koster stejné velikosti 12, pokud mezi hranami stejné váhy
v úvodńım seřazeńı voĺıme jinak. vedoućımi ven v každém kroku vyb́ıráme jinak.
(Např́ıklad mı́sto levé svislé hrany může kostra obsahovat přilehlou úhlopř́ıčku stejné
váhy 1.) ✷
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Eulerovské grafy

Na závěr si ukážeme, kterak se dá zaj́ımavě využ́ıt Eulerova věta.

Př́ıklad 2.28. Dokažte, že hrany každého 6-regulárńıho grafu lze zorientovat tak,
aby z každého vrcholu vycházely právě 3 šipky.

Myšlenka řešeńı je krátká, ale poměrně triková: Náš 6-regulárńı graf G je kreslitelný
jedńım uzavřeným tahem T podle Věty 2.19. Tento tah T si prostě zorientujeme –
zvoleným směrem všechny jeho hrany. Jelikož T do každého vrcholu přicháźı třikrát a
také odcháźı třikrát, dostaneme tři př́ıchoźı a tři odchoźı šipky. ✷

Otázky a úlohy k řešeńı

(2.6.1) Kolik nejvýše komponent m̊uže mı́t graf s 15 vrcholy, všemi stupně 2?

(2.6.2) Kolik nejvýše komponent m̊uže mı́t graf s 30 vrcholy, všemi stupně 4?

(2.6.3) Mějme graf H5, jehož vrcholy jsou všechny dvouprvkové podmnožiny množiny
{1, 2, 3, 4, 5} a hrany spojuj́ı právě disjunktńı dvojice podmnožin. (Tj. H5 má 10 vr-
chol̊u.) Rozhodněte, zda je H5 souvislý graf, a napǐste, kolik má H5 hran.

(2.6.4) Kolik nejméně hran muśı mı́t graf na 12 vrcholech, aby stupeň jeho souvislosti byl 3
(tj. aby se nestal nesouvislým odebráńım dvou vrchol̊u)?

(2.6.5) Kolik nejv́ıce hran m̊uže mı́t graf na 10 vrcholech,
a) který se skládá ze tř́ı komponent souvislosti,
b) jehož každá komponenta souvislosti má nejv́ıce tři vrcholy?
Tento graf také nakreslete.

∗(2.6.6) Pokud vezmeme libovolný jednoduchý graf na 6 vrcholech, tak v něm najdeme
trojúhelńık nebo nezávislou množinu velikosti 3. Dokažte.

(2.6.7) Hamiltonovská kružnice v grafu G je takový podgraf, který je isomorfńı kružnici a
obsahuje všechny vrcholy G. (Neboli je to kružnice procházej́ıćı všemi vrcholy G právě
jednou.) Najděte a nakreslete jednoduchý neorientovaný graf, který zároveň je vrcholově
3-souvislý a přitom neobsahuje Hamiltonovskou kružnici.

∗(2.6.8) Dokažte, že pokud jsou hrany úplného grafu Kn jakkoliv zorientovány, tak bud’ lze
jeho vrcholy uspořádat do řady tak, aby každá šipka mı́̌rila vpravo, nebo v této orientaci
nalezneme orientovanou kružnici délky 3 jako podgraf.

(2.6.9) Lze tento graf nakreslit jedńım tahem? A uzavřeným? (Uprostřed neńı vrchol, jen
se tam kř́ıž́ı hrany.)
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(2.6.10) Dokažte, že každý 3-regulárńı graf obsahuje 2-regulárńı podgraf.
∗(2.6.11) Dokažte, že každý 4-regulárńı graf se dá rozložit na dva 2-regulárńı grafy. (Rozklad

je opakem operace množinového sjednoceńı, tj. sjednoceńım jejich množin hran i množin
vrchol̊u dostaneme p̊uvodńı graf.)

(2.6.12) Vezměme kostky klasického domina, kde na poĺıčćıch jsou všechny polo-uspořádané
dvojice č́ısel od 0 do 6. Pokud ze všech kostek poskládáme

”
hada“, dokažte, že pak prvńı

a posledńı č́ıslo jsou stejné.
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3 Vzdálenost a nejkratš́ı cesty v grafech

Úvod
V minulé lekci jsme mluvili o souvislosti grafu, tj. o možnosti procházeńı z jednoho

vrcholu do jiného. Někdy je prostá informace o souvislosti dostačuj́ıćı, ale většinou bychom
rádi věděli i jak je to z jednoho vrcholu do druhého

”
daleko“. Proto se nyńı pod́ıváme, jak

krátká či dlouhá taková procházka mezi dvěma vrcholy grafu je.

a b c

d x

V jednodušš́ım př́ıpadě se při zjǐst’ováńı grafové vzdálenosti d́ıváme jen na minimálńı
počet prošlých hran z vrcholu do vrcholu. Tak např́ıklad v našem ilustračńım obrázku je
vzdálenost mezi a, b rovna 2, vzdálenost mezi a, c je rovna∞ a vzdálenost mezi c, x je rovna
3. Nav́ıc vid́ıme, že vrchol d má

”
centrálńı“ pozici v pravém grafu – každý daľśı vrchol je od

něj ve vzdálenosti nejvýše 2, kdežto vrchol c má
”
okrajovou“ pozici. Toto pojet́ı úzce souviśı

s prohledáváńım grafu do š́ı̌rky.
Z obecného pohledu při určováńı grafové vzdálenosti bereme do úvahy délky jed-

notlivých hran v grafu, což mohou být libovolná reálná a obvykle nezáporná č́ısla. Prob-
lematika je taktéž téměř beze změn aplikovatelná na orientované grafy. Koncept grafové
vzdálenosti a jeho základńı algoritmy jsou pak základem např́ıklad aplikaćı vyhledávaj́ıćıch
vlaková/autobusová spojeńı a ve vylepšené podobě i dnes velmi populárńıch GPS navigaćı.

Ćıle
Prvńım ćılem této lekce je definovat vzdálenost v grafech a probrat jej́ı základńı vlast-

nosti. Daľśım je ukázat a správně pochopit (včetně d̊ukaz̊u) dva klasické postupy; Floyd–
Warshall̊uv a Dijkstr̊uv algoritmus pro hledáńı nejkratš́ıch cest v grafu. Nakonec jsou
předestřeny některé pokročilé myšlenky praktického plánováńı cest ve velkých grafech.

3.1 Vzdálenost v grafu

Zopakujme si, že sledem délky n v grafu G rozumı́me posloupnost vrchol̊u a hran
v0, e1, v1, e2, v2, . . . , en, vn, ve které hrana ei má koncové vrcholy vi−1, vi.

Definice 3.1. Vzdálenost dG(u, v) dvou vrchol̊u u, v v grafu G
je dána délkou nejkratš́ıho sledu mezi u a v v G. Pokud sled mezi u, v neexistuje, je
vzdálenost dG(u, v) =∞.

Komentář: Neformálně řečeno, vzdálenost mezi u, v je rovna nejmenš́ımu počtu hran, které
muśıme proj́ıt, pokud se chceme dostat z u do v. Speciálně dG(u, u) = 0. Uvědomme si, že
nejkratš́ı sled je vždy cestou (vrcholy se neopakuj́ı) – Věta 2.6.

s s s s

s s s s
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u v

Grafová vzdálenost se chová dosti podobně běžné vzdálenosti, jak ji známe z geometrie, což
bude vidět z následuj́ıćıch tvrzeńı.
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Lema 3.2. Vzdálenost v grafech splňuje trojúhelńıkovou nerovnost:

∀u, v, w ∈ V (G) : dG(u, v) + dG(v,w) ≥ dG(u,w) .

Důkaz. Nerovnost snadno plyne ze zřejmého pozorováńı, že na sled délky dG(u, v)
mezi u, v lze navázat sled délky dG(v,w) mezi v,w, č́ımž vznikne sled délky dG(u, v) +
dG(v,w) mezi u,w. Skutečná vzdálenost mezi u,w pak už může být jen menš́ı. ✷

Fakt: V neorientovaném grafu je vzdálenost symetrická, tj. dG(u, v) = dG(v, u).

Některé daľśı pojmy

Definice 3.3. Mějme graf G. Definujeme (vzhledem k G) následuj́ıćı pojmy a značeńı:

• Excentricita vrcholu exc(v) je nejdeľśı vzdálenost z v do jiného vrcholu grafu; exc(v) =
maxx∈V (G) dG(v, x).

• Pr̊uměr diam(G) grafu G je největš́ı excentricita jeho vrchol̊u, naopak poloměr rad(G)
grafu G je nejmenš́ı excentricita jeho vrchol̊u.

• Centrem grafu je množina vrchol̊u U ⊆ V (G) takových, jejichž excentricita je rovna
poloměru rad(G).

• Steinerova vzdálenost mezi vrcholy libovolné podmnožiny W ⊆ V (G) je rovna
minimálńımu počtu hran souvislého podgrafu v G obsahuj́ıćıho všechny vrcholy W .

Komentář: Prostudujte si výše uvedené pojmy na r̊uzných př́ıkladech (obrázćıch) graf̊u.
Zamyslete se třeba nad př́ıklady graf̊u, ve kterých tvoř́ı centrum všechny jejich vrcholy.
Promyslete si také, jak by se naše pojmy souvisej́ıćı se vzdálenost́ı v grafech zobecnily na
Steinerovu vzdálenost.

Základńı zjǐstěńı vzdálenosti

Věta 3.4. Necht’ u, v, w jsou vrcholy souvislého grafu G takové, že dG(u, v) < dG(u,w).
Pak při algoritmu procházeńı grafu G do š́ıřky z vrcholu u je vrchol v nalezen dř́ıve než
vrchol w.

Důkaz. Postupujeme indukćı podle vzdálenosti dG(u, v): Pro dG(u, v) = 0, tj. u = v
je tvrzeńı jasné – vrchol u jako počátek prohledáváńı byl nalezen prvńı. Proto necht’

dG(u, v) = d > 0 a označme v′ souseda vrcholu v bližš́ıho k u, tedy dG(u, v
′) = d − 1.

Obdobně uvažme libovolného souseda w′ vrcholu w. Pak

dG(u,w
′) ≥ dG(u,w) − 1 > dG(u, v) − 1 = dG(u, v

′) ,

a tud́ıž vrchol v′ byl nalezen v prohledáváńı do š́ı̌rky dř́ıve než vrchol w′ podle indukčńıho
předpokladu. To znamená, že v′ se dostal do fronty úschovny dř́ıve než w′. Proto sousedé
v′ (mezi nimiž je v, ale ne w nebot’ v′w neńı hranou) jsou při pokračuj́ıćım prohledáváńı
také nalezeni dř́ıve než w coby soused w′. ✷

Důsledek 3.5. Algoritmus procházeńı grafu do š́ıřky lze použ́ıt pro výpočet grafové
vzdálenosti z daného vrcholu u.

Toto je poměrně jednoduchá aplikace, kdy počátečńımu vrcholu u přǐrad́ıme
vzdálenost 0, a pak vždy každému daľśımu nalezenému vrcholu v přǐrad́ıme vzdálenost
o 1 větš́ı než byla vzdálenost vrcholu, ze kterého jsme jej právě nalezli. Podle Věty 3.4
se totiž nelze později dostat k v z vrcholu bližš́ıho k počátku u.
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Komentář: Důsledek 3.5
”
funguje“ jen pro vzdálenosti s jednotkovou délkou všech hran. My

si dále ukážeme obecněǰśı Dijkstr̊uv algoritmus, který obdobným postupem poč́ıtá nejkratš́ı
vzdálenost při libovolně kladně ohodnocených délkách hran.

Otázky a úlohy k řešeńı

(3.1.1) Jaká je největš́ı vzdálenost dvou r̊uzných vrchol̊u v úplném grafu?

(3.1.2) Jaká je největš́ı vzdálenost dvou r̊uzných vrchol̊u v úplném bipartitńım grafu K33,44?

(3.1.3) Jaká je největš́ı vzdálenost dvou r̊uzných vrchol̊u na kružnici C11?

(3.1.4) Jaká je největš́ı Steinerova vzdálenost tř́ı r̊uzných vrchol̊u na kružnici C11?

(3.1.5) Jaká je Steinerova vzdálenost všech vrchol̊u souvislého grafu s n vrcholy?

(3.1.6) Jaká je největš́ı vzdálenost mezi dvěma vrcholy v následuj́ıćım grafu?
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(3.1.7) Určete poloměr a centrum grafu z předchoźıho obrázku.

(3.1.8) Umı́te nalézt graf na 8 vrcholech se všemi stupni 3 a pr̊uměrem 2?
∗(3.1.9) Zjistěte vztah mezi pr̊uměrem a poloměrem grafu a dokažte jej.

3.2 Vážená (ohodnocená) vzdálenost

V daľśım textu se již budeme věnovat cestám v grafech s obecně
”
dlouhými“ hranami,

kde délka je dána ohodnoceńım hran reálnými č́ısly. Látku tohoto odd́ılu a daľśıch lze po-
dat stejně dobře s orientovanými i s neorientovanými grafy (přičemž definice i výsledky
obvykle plat́ı v obou pohledech stejně). Pro větš́ı obecnost proto podáme pohled implic-
itně založený na orientovaných grafech, avšak často bez explicitńıho zd̊urazněńı.

Definice: Vážený graf je dvojice grafu G spolu s ohodnoceńım w hran reálnými č́ısly
w : E(G)→ R. Kladně vážený graf (G,w) je takový, že w(e) > 0 pro všechny hrany e.

Definice 3.6. (Vážená vzdálenost) Mějme vážený orientovaný graf (G,w).
Váženou délkou (orientovaného) sledu S = (v0, e1, v1, e2, v2, . . . , en, vn) v G mysĺıme
součet

dwG(S) = w(e1) +w(e2) + · · ·+ w(en) .

Váženou vzdálenost́ı v (G,w) mezi dvěma vrcholy u, v pak mysĺıme

dwG(u, v) = min{dwG(S) : S je (orientovaný) sled od u do v} .

Důležitým faktem je, že definice a výsledky vztahuj́ıćı se k vážené vzdálenosti na
orientovaných grafech obvykle snadno převedeme na neorientované grafy pouhou kore-
spondenćı každé neorientované hrany na dvojici opačně zorientovaných hran stejné délky.
Základńı grafová vzdálenost z Odd́ılu 3.1 je pak speciálńım př́ıpadem se všemi délkami
rovnými 1. Obdobně Větě 2.6 snadno dokážeme, že nejkratš́ı sled v kladně váženém
orientovaném grafu je vždy cestou (orientovanou), tj. nedocháźı k opakováńı vrchol̊u –
viz Tvrzeńı 3.9. Dále plat́ı:

Lema 3.7. Vážená vzdálenost v orientovaných grafech, pokud je dobře definována,
splňuje trojúhelńıkovou nerovnost;

∀u, v, w ∈ V (G) : dG(u, v) + dG(v,w) ≥ dG(u,w) .
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Př́ıklad 3.8. Pod́ıvejme se na následuj́ıćı ohodnocený graf (č́ısla u hran udávaj́ı jejich váhy–
délky.)

s s s

s s

s s

a b
c

❢ ❢

1
3 3

1
4

1 1
1

Vzdálenost mezi vrcholy a, c je 3, stejně tak mezi b, c. Co ale mezi a, b? Je jejich vzdálenost 6?
Kdepak, vzdálenost a, b je 5, jej́ı cesta vede po

”
horńıch“ vrcholech. Povšimněte si, že tento

př́ıklad také zároveň ukazuje, že postup prohledáváńım do š́ı̌rky neńı korektńı pro hledáńı
vzdálenost́ı ve váženém grafu. ✷

Záporné délky hran

Při vysloveńı pojmu
”
délka“ si obvykle představ́ıme pouze kladnou či nulovou hodnotu,

ale ne záporné č́ıslo. Přesto naše definice připoušt́ı záporné váhy hran grafu. Co to
znamená v kontextu grafové vzdálenosti?

Komentář: Uvažme následuj́ıćı vážený orientovaný graf.

s s

s

ss

❢ ❢
u v

3

1
1

1

-3

3

1

1

Jaká je v něm vzdálenost z vrcholu u do v? Neńı to ani 3, ani 2, ale přechodem přes horńı
hranu váhy −3 lze třeba źıskat sled délky 1. To ale neńı vše – můžeme si všimnout vyznačené
orientované kružnice o třech hranách, jej́ıž vážená délka je rovna −1. Pochopitelně to neńı
hezké a do d̊usledk̊u to znamená, že Definice 3.6 neńı pro náš graf korektńı (vzdálenost se
bĺıž́ı k −∞ opakováńım vyznačené kružnice).

Uvedený př́ıklad je možno brát jako dobrý d̊uvod k úplnému vyloučeńı záporných
délek hran v našem výkladu, ale na druhou stranu jsou aplikace, ve kterých záporné
délky maj́ı své přirozené mı́sto a lze s nimi pracovat. Kĺıčem ke zvládnut́ı záporných
hran je následuj́ıćı poznatek.

Tvrzeńı 3.9. Mějme vážený orientovaný graf, který neobsahuje žádnou orientovanou
kružnici záporné celkové délky (a tud́ı̌z ani žádný takový uzavřený sled). Pak pro každou
dvojici vrchol̊u u, v plat́ı, že

a) vážená vzdálenost z u do v je vždy korektně definována,
b) vážené vzdálenosti z u do v lze nabýt orientovanou cestou z u do v.

Bellman–Ford Algorithm

Definice: A cycle of negative length in a weighted digraph is called a negative cycle.

Algoritmus 3.10. Computing the distance or detecting a negative cycle.
For a given weighted digraph (G,w), and a starting vertex u0 ∈ V (G), the task is to
compute the distance dist[u0, v] = dwG(u0, v) from u0 to any vertex v ∈ V (G).

initialize dist[u0,v]←∞, for all v ∈ V (G);
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dist[u0,u0]← 0;

repeat |V (G)| − 1 times {
foreach ( e = uv∈ E(G) ) {

dist[u0,v] ← min( dist[u0,v], dist[u0,u] +w(e)); (*)

}
}
foreach ( e = uv∈ E(G) ) {

if ( dist[u0,v]> dist[u0,u]+w(e))
output ‘Error; a negative cycle exists in (G,w).’

}
output ‘Distances from u0 in dist[u0, ·].’

(One can also easily store the predecessors for the computed distances on line (*). . . )

..................................

Otázky a úlohy k řešeńı

(3.2.1) Jaká je nejdeľśı vzdálenost mezi dvěma vrcholy v grafu z Př́ıkladu 3.8?

(3.2.2) O kterém vrcholu v grafu z Př́ıkladu 3.8 se dá ř́ıci, že má
”
centrálńı pozici“, tj. že je

z něj do všech ostatńıch vrchol̊u nejbĺıže? Jaká je z něj největš́ı vzdálenost do ostatńıch
vrchol̊u?

3.3 Nejkratš́ı cesty při kladných délkách

Pro nalezeńı nejkratš́ı (vážené) cesty mezi dvěma vrcholy kladně váženého grafu se
použ́ıvá tradičńı Dijkstr̊uv algoritmus či jeho vhodná vylepšeńı (viz Odd́ılu 3.4).

Dijkstr̊uv algoritmus

• Je variantou procházeńı grafu (skoro jako do š́ı̌rky), kdy pro každý nalezený vrchol
ještě máme proměnnou udávaj́ıćı vzdálenost – délku nejkratš́ıho sledu (od počátku),
kterým jsme se do tohoto vrcholu zat́ım dostali.

• Z úschovny nalezených vrchol̊u vždy vyb́ıráme vrchol s nejmenš́ı vzdálenost́ı (mezi
uschovanými vrcholy) – do takového vrcholu se už lépe dostat nemůžeme, protože
všechny jiné cesty by byly dle výběru deľśı.

• Na konci zpracováńı tyto proměnné vzdálenosti udávaj́ı správně nejkratš́ı vzdálenosti
z počátečńıho vrcholu do ostatńıch.

Algoritmus 3.11. Dijkstra’s for single-source shortest paths.
For a positively weighted digraph (G,w), and a vertex u0 ∈ V (G), compute shortest paths
predec[·] and distances dist[u0, ·] in (G,w) from the source u0 to all of G.

initialize dist[u0,v]←∞, for all v ∈ V (G);
dist[u0,u0]← 0;

U ← {u0};

while ( U 6= ∅ ) {
choose u∈ U minimizing dist[u0,u];

foreach (edge f starting in u ) {
v ← the opposite vertex of ‘f = uv’;
if ( dist[u0,u]+w(uv) < dist[u0,v] ) {

U ← U ∪{v};
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predec[v] ← u;

dist[u0,v] ← dist[u0,u]+w(uv);
}

}
U ← U \ {u};

}
output ’distances in dist[.], predecessors of shortest paths in predec[]’;

Celkový počet krok̊u potřebný v Algoritmu ?? k nalezeńı nejkratš́ı cesty z u do
v je v základńı

”
hloupé“ implementaci zhruba N2, kde N je počet vrchol̊u grafu.

Na druhou stranu, při lepš́ı implementaci grafu seznamem soused̊u a použit́ı vhodné
úschovny nezpracovaných vrchol̊u (implementované haldou s nalezenou vzdálenost́ı jako
kĺıčem) lze dosáhnout i mnohem rychleǰśıho běhu tohoto algoritmu na ř́ıdkých grafech
– času téměř úměrného počtu hran grafu, přesněji O

(

|E(G)| +N logN
)

.

Správnost Algoritmu 3.11 dokážeme snadno indukćı pomoćı následuj́ıćıho tvrzeńı.

Věta 3.12. V každé iteraci Algoritmu 3.11 (poč́ınaje stavem po prvńım pr̊uchodu cyk-
lem while() ) proměnná vzdal[i] udává nejkraťśı vzdálenost z vrcholu u do vrcholu i

při cestě pouze po vnitřńıch vrcholech x, jejichž stav[x]==zprac.

Důkaz: Stručně matematickou indukćı:

• V prvńım kroku algoritmu je jako vrchol ke zpracováńı vybrán prvńı j=u a potom
jsou jeho soused̊um upraveny vzdálenosti od u podle délek hran z u.

• V každém daľśım kroku je vybrán jako vrchol m ke zpracováńı ten, který má ze všech
nezpracovaných vrchol̊u nejkratš́ı nalezenou vzdálenost od počátku u. To znamená,
že žádná kratš́ı cesta z u do m nevede, nebot’ každá

”
oklika“ přes jiné nezpraco-

vané vrcholy muśı být deľśı dle výběru m a indukčńıho předpokladu. (V tomto bodě
potřebujeme nezápornost ohodnoceńı del[,].)

Naopak každá nová nejkratš́ı cesta z u do nezpracovaného vrcholu k procházej́ıćı přes
m muśı mı́t m coby předposledńı vrchol, tj. posledńı hranu mk, a proto je upravená
hodnota vzdal[k] správná i po přidáńı m mezi zpracované vrcholy.

✷

Závěrem zbývá ověřit, že nalezená nejkratš́ı cesta z u do v je pozpátku uložená v poli
prich[], tj. předposledńı vrchol před v je prich[v], předt́ım prich[prich[v]], atd. . .

Všechny nejkratš́ı cesty

Definice: Metrikou grafu mysĺıme soubor vzdálenost́ı mezi všemi dvojicemi vrchol̊u
grafu. Jinak řečeno, metrikou grafu G je matice (dvourozměrné pole) d[,], ve kterém
prvek d[i,j] udává vzdálenost mezi vrcholy i a j.

Metoda 3.13. Dynamický výpočet metriky skládáńım cest
v grafu G na množině vrchol̊u V (G) = {v0, v1, . . . , vN−1}.

• Na počátku necht’ d[i,j] udává 1 (př́ıpadně délku hrany {vi, vj}), nebo ∞ pokud
hrana mezi i, j neńı.

• Po kroku t ≥ 0 necht’ plat́ı, že d[i,j] udává délku nejkratš́ıho sledu mezi vi, vj , který
už́ıvá pouze vnitřńı vrcholy z množiny {v0, v1, . . . , vt−1} (prázdné v t = 0).

• Při přechodu z kroku t na následuj́ıćı krok t+ 1 upravujeme vzdálenost pro každou
dvojici vrchol̊u vi, vj – jsou vždy pouhé dvě možnosti:
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– Bud’ je sled délky d[i,j] z předchoźıho kroku t stále nejlepš́ı (tj. nově povolený
vrchol vt nám nepomůže),

– nebo sled vylepš́ıme spojeńım přes nově povolený vrchol vt, č́ımž źıskáme menš́ı
vzdálenost d[i,t]+d[t,j]→ d[i,j]. (Nakreslete si obrázek.)

Věta 3.14. Metoda 3.13 v poli d[i,j] správně vypočte vzdálenost mezi vrcholy vi, vj v
N = |V (G)| iteraćıch.

Důkaz povedeme matematickou indukćı podle t. Báze je snadná – ve fázi t = 0 udává
d[i,j] vzdálenost mezi i a j po cestách, které nemaj́ı vnitřńı vrcholy (tj. pouze hranu).

Přejdeme-li na fázi t+1, muśıme určit nejkratš́ı sled P mezi i a j takový, že P použ́ıvá
(mimo vi, vj) pouze vrcholy {v0, v1, . . . , vt−1}. Tuto nejkratš́ı cestu P si hypoteticky
představme: Pokud vt 6∈ V (P ), pak d[i,j] již udává správnou vzdálenost. Jinak vt ∈
V (P ) a označ́ıme P1 podsled v P od počátku vi do vt a obdobně P2 podsled od vt do
konce vj . Podle indukčńıho předpokladu je pak délka P rovna d[i,t]+d[t,j].

Po provedeńı iterace (fáze) t = n− 1 jsme hotovi. ✷

Poznámka: V praktické implementaci pro symbol ∞ použijeme velkou konstantu, třeba
MAX INT/2. (Nelze použ́ıt př́ımo MAX INT, nebot’ by pak došlo k aritmetickému přetečeńı.)

Algoritmus 3.15. Floyd–Warshall’s algorithm for all-pairs distances
For a positively weighted digraph (G,w), compute distances dist[·, ·] between all pairs of
vertices of G.

initialize dist[u,v]←∞, for all u, v ∈ V (G);
foreach ( uv∈ E(G) ) dist[u,v]← w(uv);

foreach ( t∈ V (G) ) {
foreach ( u,v∈ V (G) ) {

dist[u,v] ← min( dist[u,v],dist[u,t]+dist[t,v]);

}
}

output ’The complete distance matrix of (G,w) in d[ , ]’;

Komentář: Algoritmus 3.15 je implementačně velmi jednoduchý (vždyt’ se celý jeho kód
vešel na 5 přehledných řádk̊u) a provede zhruba N3 krok̊u pro výpočet celé metriky. Jeho
jedinou (ale velkou) nevýhodou je, že vzdálenosti mezi všemi dvojicemi vrchol̊u je třeba
poč́ıtat najednou. V praktických situaćıch však obvykle požadujeme zjǐstěńı vzdálenosti mezi
jedinou dvojićı vrchol̊u, a pak celý zbytek výpočtu je k ničemu. . .

Komentář: Vysvětleme si podrobněji srovnáńı obou předchoźıch algoritmů. Floyd–Warshal-
l̊uv Algoritmus ?? pro výpočet metriky je implementačně jednodušš́ı a př́ımočařeǰśı a hod́ı
se tam, kde potřebujeme spoč́ıtat všechny dvojice vzdálenost́ı v grafu najednou. Velkou
nevýhodou však je, že vždy muśıme provést N3 krok̊u celého výpočtu, i když poč́ıtáme
vzdálenost jen dvou bĺızkých vrchol̊u. Dijkstr̊uv Algoritmus ?? na druhou stranu poč́ıtá
mnohem rychleji, pokud nás zaj́ımá jen vzdálenost z jednoho vrcholu (zhruba N2 nebo i
méně krok̊u).

Dokonce Dijkstr̊uv algoritmus běž́ı ještě rychleji, pokud nás zaj́ımá jen vzdálenost dvou

”
bĺızkých“ vrchol̊u – tehdy totiž můžeme prohledáváńı dokončit jen na malé části celého
grafu. Ještě lépe se z tohoto pohledu chová ńıže popsaný algoritmus nazývaný A∗, který
použit́ım vhodného potenciálu

”
směřuje“ celé prohledáváńı grafu ke správnému ćıli a je

skvěle použitelný ve všech situaćıch, kdy pojem
”
směr k ćıli“ má matematický význam. To

je např́ıklad při navigováńı v mapě.

Otázky a úlohy k řešeńı

(3.3.1) Co konkrétně selže v Dijkstrově algoritmu při vstupu grafu se záporně ohodnocenou
hranou?
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(3.3.2) Bude Dijkstr̊uv algoritmus pracovat správně, pokud sice graf obsahuje hrany záporné
délky, ale každý jeho cyklus má kladnou délku?

(3.3.3) Vypočtěte si dle Algoritmu ?? metriku kružnice C4.

(3.3.4) Zamyslete se nad implementaćı Algoritmu ?? v mı́stě výpočtu d[i,t]+d[t,j] –
neńı zde problém, že tyto hodnoty někdy jsou už nyněǰśı iteraćı změněné (kdežto jindy
ještě nejsou)?

3.4 Pokročilé plánováńı cest

Třebaže je Dijkstr̊uv algoritmus velmi rychlý a
”
téměř optimálńı“ mezi všemi zp̊usoby

hledáńı nejkratš́ı cesty v nezáporně váženém grafu, stále z̊ustává př́ılǐs pomalým pro
praktické nasazeńı třeba v přenosných navigačńıch zař́ızeńıch, jež obsahuj́ı mapová data
v rozsahu deśıtek až stovek milión̊u hran grafu. Co však může být uděláno lépe?

Odpověd́ı je vhodné předzpracováńı grafu: Lze dobře očekávat, že samotný graf je
relativně stabilńı a pro jeho předzpracováńı je k dispozici dostatek času na výkonných
stroj́ıch. V tomto mı́stě však vyvstává sekundárńı problém, kde uložit výsledky před-
zpracováńı? Určitě neńı reálné ukládat (např.) všechny nejkratš́ı cesty mezi všemi dvo-
jicemi vrchol̊u. . . Dva z nejjednodušš́ıch úsporných př́ıstup̊u k předzpracováńı grafu pro
rychlé plánováni cest si nyńı zběžně ukážeme.

Algoritmus A∗

• Je pouhou reimplementaćı Dijkstrova algoritmu (hledaj́ıćıho nejkratš́ı cestu z vrcholu
u do vrcholu v v orientovaném grafu) s

”
vhodně“ upravenými délkami hran.

• Necht’
”
potenciál“ pv(x) udává libovolný dolńı odhad vzdálenosti z vrcholu x do

ćıle v. Každá (orientovaná!) hrana xy grafu (G,w) dostane nové délkové ohodnoceńı
w′(xy) = w(xy) + pv(y)− pv(x). Potenciál pv je př́ıpustný, pokud všechna upravená
ohodnoceńı jsou nezáporná, neboli w(xy) ≥ pv(x)− pv(y).

• Upravená délka libovolného sledu S z u do v pak je dw
′

G (S) = dwG(S) + pv(v)− pv(u),
což je konstantńı rozd́ıl oproti p̊uvodńı délce S. Takže S je optimálńı pro p̊uvodńı
délkové ohodnoceńı w, právě když je optimálńı pro nové w′.

Komentář: Čtenář necht’ si povšimne, že algoritmus A∗ každý graf implicitně zorientuje –
upravené délkové ohodnoceńı totiž nebude symetrické w′(xy) 6= w′(yx).

Pro (časté) použit́ı při navigaci v mapě může potenciál pv(x) udávat př́ımou (Eu-
klidovskou) vzdálenost z bodu x do bodu v. Tento potenciál je vždy př́ıpustný podle
trojúhelńıkové nerovnosti. Dijkstr̊uv algoritmus pro délkové ohodnoceńı w′ takto upravené
potenciálem př́ımé vzdálenosti do v pak bude

”
silně preferovat“ hrany vedoućı ve směru

k ćıli v; délka takových hran bude téměř nulová, kdežto délka hran vedoućıch od ćıle se
téměř zdvojnásob́ı. Výsledkem bude výrazně menš́ı počet prohledávaných vrchol̊u grafu (do
nalezeńı cesty do ćıle v) a také menš́ı potřebná velikost úschovny vrchol̊u.

Myšlenka
”
dosahu“ (reach)

• Tento př́ıstup těž́ı z přirozeného poznatku, že valná většina hran reálné cestńı śıtě je
pro globálńı plánováńı cest vpodstatě

”
bezvýznamná“.

Definice: Necht’ Su,v znač́ı ve váženém grafu G optimálńı sled z u do v. Necht’ dále
pro e ∈ E(Su,v) znač́ı prefix(Su,v, e), suffix(Su,v, e) celý úsek sledu Su,v před (za) jeho
hranou e. Dosah hrany e ∈ E(G) je dán vztahem

reachG(e) = max
{

min
(

dwG(prefix(Su,v, e)), d
w
G(suffix(Su,v, e))

)

:

∀u, v ∈ V (G) ∧ e ∈ E(Su,v)
}

.
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Komentář: Dosah hrany e přesně matematicky kvantifikuje
”
(bez)významnost“ e pro

plánováńı cest; č́ım menš́ı je reachG(e), t́ım bĺıže počátku nebo ćıle optimálńı cesty muśı
hrana e být. Neboli, prakticky, hrany s malým reachG(e) lze pro většinu dotaz̊u na optimálńı
cesty ignorovat. . .

Předpoč́ıtaného parametru dosahu hran lze přirozeně využ́ıt v obousměrné variantě
Dijkstrova algoritmu (včetně A∗) ke vskutku radikálńı redukci počtu prohledávaných
vrchol̊u při hledáńı nejkratš́ı cesty:

• V řádku “foreach ( k soused m)” (viz Algoritmus ??) prostě akceptujeme pouze ty
sousedy k pro které plat́ı reachG(mk) ≥ vzdal[m].

Podle definice dosahu pak i s touto restrikćı v obousměrném prohledáváńı vždy najdeme
optimálńı cestu z u do v.

Otázky a úlohy k řešeńı

(3.4.1)Dokažte matematicky nezápornostw′(xy) v algoritmuA∗, pokud pv(x) udává př́ımou
vzdálenost z bodu x do v.

(3.4.2) Jaký problém nastane, pokud v algoritmu A∗ bude hodnota pv(x) vyšš́ı, než
vzdálenost z vrcholu x do ćıle v? (pv nebude dolńım odhadem vzdálenosti do v)

Rozšǐruj́ıćı studium

Vzdálenostem v grafech se teoreticky věnuje [5, Odd́ıl 4.2]. Floyd–Warshall̊uv al-
goritmus http://en.wikipedia.org/wiki/Floyd-Warshall_algorithm je dobře známou
ukázkou paradigmatu dynamického programováńı a jeho modifikace mohou poč́ıtat nejen
nejkratš́ı cesty či tranzitivńı uzávěry, ale třeba i odvozovat regulárńı výraz (viz klasická
učebnice Hopcroft–Ullman: Introduction to automata theory, languages, and computation,
Addison-Wesley, 1979). Dijkstr̊uv algoritmus je nav́ıc velmi obĺıbeným tématem mnoha
učebnic programováńı, a proto jej neńı třeba nijak složitě hledat, na internetu např́ıklad
http://en.wikipedia.org/wiki/Dijkstra’s_algorithm.

Problematika pokročilého plánováńı cest je v dnešńı době mnohem bohatš́ı, než jak jsme
stačili naznačit v krátkém Odd́ıle 3.4, a čtenáře odkazujeme předevš́ım na internetové zdroje.
V prvé řadě je to http://en.wikipedia.org/wiki/A*_search_algorithm a obousměrné
varianty na http://en.wikipedia.org/wiki/Bidirectional_search. Z daľśıch př́ıstup̊u
lze kromě zmı́něného kĺıčového slova

”
reach“ hledat i př́ıstupy založené na

”
separators“,

”
highway/ contraction hierarchies“,

”
landmarks“,

”
transit nodes“, či r̊uzné kombinované a

heuristické př́ıstupy.
Naše krátké pojednáńı se z prostorových d̊uvod̊u v̊ubec nevěnuje problematice výpočtu

nejkratš́ıch cest za př́ıtomnosti negativńıch hran. Tento problém lze řešit třeba Bellman–
Fordovým algoritmem, http://en.wikipedia.org/wiki/Bellman-Ford_algorithm,
podobným Dijkstrovu, ale pomaleǰśım. Sofistikovaněǰśı kombinované řešeńı nab́ıźı John-
son̊uv algoritmus http://en.wikipedia.org/wiki/Johnson’s_algorithm. Problematice
výpočtu vzdálenosti za př́ıtomnosti záporných hran se na MU do větš́ı hloubky věnuje
sesterský předmět MA015 Grafové algoritmy.

3.5 Cvičeńı: O cestách a grafových vzdálenostech

Ve cvičeńı se opět zaměř́ıme hlavně na bližš́ı demonstraci zavedených koncept̊u a
poté navážeme několika cvičnými úlohami k samostatnému řešeńı.
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Př́ıklad 3.16. Určete pr̊uměr ńıže zakresleného grafu na 10 vrcholech a odpovězte,
kolik r̊uzných dvojic vrchol̊u v něm má vzdálenost rovnou pr̊uměru.

s s s s s

sssss

a

b

Snadným pohledem zjist́ıme, že např́ıklad vrcholy a, b vyznačené v obrázku maj́ı
vzdálenost 3. Poté můžeme rozebráńım pár možnost́ı argumentovat, že větš́ı vzdálenost
se v grafu nevyskutuje, tud́ıž jeho pr̊uměr je 3. Obdobně můžeme rozebráńım možnost́ı
spoč́ıtat, že vzdálenost 3 se nabývá právě mezi 10 dvojicemi vrchol̊u, ale také se můžeme
snadno přepoč́ıtat.
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s s

Správně doporučeným řešeńım je, jak už bylo zd̊urazňováno několikrát, nalézt vhodněǰśı
obrázek našeho grafu. V tomto př́ıpadě zde (výše). Nyńı je okamžitě vidět, že všechny
vrcholy jsou si navzájem symetrické, takže prostým jedńım prohledáńım do hloubky
zjist́ıme nejvyšš́ı vzdálenost 3 a právě dva vrcholy v této vzdálenosti z libovolného
počátečńıho vrcholu. Matematicky rigorózně tak potvrd́ıme výše źıskané poznatky. ✷

Př́ıklad 3.17. Ukázka běhu Dijkstrova Algoritmu ?? pro nalezeńı nejkratš́ı cesty
mezi vrcholy u, v v následuj́ıćım grafu.
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U tohoto algoritmu se vlastně jedná a specifickou variantu procházeńı grafu. Proto
použijeme stejné obrázkové značeńı jako v Př́ıkladě 2.21 a nav́ıc pro každý vrchol za-
kresĺıme jeho okamžitou dočasnou vzdálenost vzdal[x]. (Tj. zpracované vrcholy budeme
značit kroužkem a hrany plnou čarou.) Jednotlivé kroky následuj́ı:
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Z pr̊uběhu algoritmu vid́ıme, že již ve třet́ım kroku jsme určili dočasnou vzdálenost
z U do v na 7, ale ta nebyla nejkratš́ı možná. Nakonec po proběhnut́ı všech krok̊u
algoritmu vzdálenost u, v poklesla až na optimálńıch 5. Nejkratš́ı cesta je naznačená
tlustými čarami. Pamatujte proto, že Dijkstr̊uv algoritmus muśıte provádět vždy tak
dlouho, dokud se konečně nezpracuje ćılový vrchol. ✷
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Následuj́ı dvě doplňkové ukázky vztahuj́ıćı se k látce Odd́ılu 3.4. Vzhledem ke svému
specifickému zaměřeńı na úzkou (i když významnou a populárńı) aplikačńı oblast mohou
být čtenáři přeskočeny.

Př́ıklad 3.18. Ukažme si podrobně, jak problém plánováńı nejkratš́ı cesty v reálné
cestńı śıti (viz GPS navigace) modelovat váženým grafem.

V prvńım přibĺıžeńı je problém velmi jednoduchý, prostě:

– Jednotlivé křižovatky cest (nebo také slepé konce cest) budou vrcholy grafu

– a úseky cest mezi křižovatkami budou reprezentovány hranami, jejichž váha udává
délku úseku nebo j́ızdńı dobu, apod.

To se zdá být vše podstatné, ale jen na prvńı pohled. Na druhý pohled si zv́ıdavý čtenář
uvědomı́ daľśı omezeńı reálných cestńıch śıt́ı jako třeba zakázaná odbočeńı či přikázané
směry j́ızdy. Samotný vážený graf cest (a Dijkstr̊uv algoritmus na něm) tato omezeńı
nemůže reflektovat.

Ve druhé fázi tud́ıž věnujeme pozornost zmı́něným dodatečným omezeńım
př́ıpustných cest. Ukazuje se, že jejich nejvhodněǰśım modelem je použit́ı tzv. manévr̊u,
které vyjadřuj́ı libovolné úseky vyžaduj́ıćı speciálńı pozornost. Formálně:

– Vedle samotného váženého grafu G, modeluj́ıćıho naši cestńı śıt’, je definována
množina manévr̊uM, kde každý prvek P ∈ M je sledem v G a má přǐrazenu penal-
izaci nabývaj́ıćı libovolné (i záporné nebo ∞) hodnoty.

– Penalizovanou vahou sledu S ⊆ G je pak součet délky S a penalizaćı všech manévr̊u,
které jsou obsaženy jako podsledy v S. Dobře si povšimněte, že nejkratš́ı sled vzhledem
k penalizaciM již nemuśı být cestou (může opakovat vrcholy).

Přitom Dijkstr̊uv algoritmus lze vhodně zobecnit, aby v takto rozš́ı̌rené cestńı śıti s
manévry efektivně hledal nejkratš́ı sled (za nutného předpokladu, že výsledné penalizace
sled̊u nikdy nebudou záporné).

Za třet́ı je možno si všimnout ještě jednoho aspektu hledáńı najkratš́ıch cest, který
nabývá na popularitě v navigačńıch zař́ızeńıch – váhy jednotlivých hran se v reálné cestńı
śıti mohou v čase měnit. Jde o přirozený jev, kdy pr̊ujezdńı doba na silnićıch je výrazně
deľśı v době dopravńı špičky než mimo ni. V

”
lokálńım“ pojet́ı neńı problém tento

poznatek zahrnout do plánováńı cesty, prostě budeme vyhledávat vzhledem k aktuálńım
(ale statickým) vahám hran. Avšak z globálńıho pohledu plánováńı dlouhé trasy je nutno
vźıt do úvahy, že v jednotlivých oblastech śıtě se potkáváme s r̊uznými fázemi dopravńı
špičky, a to je problém dosud nemaj́ıćı uspokojivá přesná algoritmická řešeńı. ✷

Př́ıklad 3.19. Určeme hodnotu dosahu (viz Odd́ıl 3.4) jednotlivých hran v následu-
j́ıćım váženém neorientovaném grafu:
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Které z hran se ukazuj́ı jako
”
bezvýznamné“?
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Hodnoty dosahu jednotlivých hran spoč́ıtáme hrubou silou podle definice. Výsledkem
jsou následuj́ıćı č́ısla:

s

s s s s

ssss

sss
0

16 8 9

0

9716

11

11 8

9
0

9

8

Velmi malých hodnot dosahu (konkrétně 0) nabývaj́ı vyznačené čárkované hrany, ty
jsou tud́ıž z globálńıho pohledu plánováńı nevýznamné. Pochopitelně se jedná o př́ıklad
velmi malého grafu, takže výsledky jen lehce a dosti nepřesně naznačuj́ı skutečné chováńı
parametru dosahu na velkých cestńıch śıt́ıch. ✷

Otázky a úlohy k řešeńı

(3.5.1) Jaká je největš́ı vzdálenost mezi dvěma vrcholy v každém z následuj́ıćıch dvou graf̊u?
Vyznačte tyto dva nejvzdáleněǰśı vrcholy.
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s s s s

(3.5.2) Jaká je největš́ı vzdálenost mezi dvěma vrcholy v každém z následuj́ıćıch dvou graf̊u?
Vyznačte tyto dva nejvzdáleněǰśı vrcholy.
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(3.5.3) Kolik (neuspořádaných) dvojic vrchol̊u v následuj́ıćım grafu má vzdálenost právě 3?
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(3.5.4) Kolik nejméně hran muśıme přidat do následuj́ıćıho grafu, aby největš́ı vzdálenost
mezi dvěma vrcholy byla 2? Zd̊uvodněte.
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s
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(3.5.5) Jaká je největš́ı vzdálenost mezi dvojićı vrchol̊u v tomto váženém grafu?
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(3.5.6) Kolik nejv́ıce vrchol̊u m̊uže mı́t graf, který má všechny vrcholy stupně 3 a největš́ı
vzdálenost mezi dvěma vrcholy je 2?

(3.5.7) Představme si graf, jehož vrcholy jsou všechna přirozená č́ısla od 2 do 15 a hrany
spojuj́ı právě ty dvojice vrchol̊u, které jsou soudělné jako č́ısla. Přitom délka hrany je vždy
rovna největš́ımu společném děliteli. (Např́ıklad 4, 5 nejsou spojené a 8, 12 jsou spojené
hranou délky 4.) Pomineme-li izolované vrcholy 11 a 13, jaká je největš́ı vzdálenost mezi
zbylými vrcholy tohoto grafu?

∗(3.5.8) Proč každý 3-regulárńı graf s 24 vrcholy obsahuje dvojici vrchol̊u ve vzdálenosti 4?

(3.5.9) Nakreslete libovolný 3-regulárńı graf na 12 vrcholech s pr̊uměrem 6.
∗(3.5.10) Pokud 3-regulárńı graf na 12 vrcholech obsahuje dva ve vzdálenosti 5, muśı potom

obsahovat i trojúhelńık? Dokažte svou odpověd’.

(3.5.11) Lze přidat dvě hrany ke kružnici délky 10 tak, aby výsledný graf měl pr̊uměr 3?
∗(3.5.12) Kolika neisomorfńımi zp̊usoby lze přidat dvě hrany ke kružnici délky 12 tak, aby

výsledný graf měl maximálńı vzdálenost (pr̊uměr) 4?

(3.5.13) V návaznosti na Př́ıklad 3.18 nalezněte ukázku cestńı śıtě s penalizovanými
manévry, ve které existuje nejkratš́ı sled (vzhledem k penalizované váze) opakuj́ıćı vr-
choly.

∗(3.5.14) Co by mělo být hlavńı podstatnou změnou Dijkstrova algoritmu, aby jeho
prostřednictv́ım bylo možno poč́ıtat nejkratš́ı sledy vzhledem k manévr̊um (viz
Př́ıklad 3.18)?
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4 Toky v śıt́ıch

Úvod
Nyńı se pod́ıváme ještě na jednu oblast úloh, kde našla teorie graf̊u (konkrétně oriento-

vané grafy) bohaté uplatněńı v praxi. Jde o oblast tzv.
”
śıt’ových“ úloh: Pojem śıt’ použ́ıváme

jako souhrnné pojmenováńı pro matematické modely situaćı, ve kterých přepravujeme
nějakou substanci (hmotnou či nehmotnou) po předem daných přepravńıch cestách, které
nav́ıc maj́ı omezenou kapacitu.

Jedná se třeba o potrubńı śıtě přepravuj́ıćı vodu nebo plyn, o dopravńı śıt’ silnic s
přepravou zbož́ı, nebo třeba o internet přenášej́ıćı data. Obvykle nás zaj́ımá problém přenést
z daného

”
zdroje“ do daného ćıle čili

”
stoku“ co nejv́ıce této substance, za omezuj́ıćıch

podmı́nek kapacit jednotlivých přepravńıch cest (př́ıpadně i jejich uzl̊u). Obrázkem m̊užeme
vyjádřit śıt’ s danými kapacitami přepravy jako:
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Problém maximálńıho toku v śıti je snadno algoritmicky řešitelný, jak si také poṕı̌seme. Jeho
algoritmické řešeńı pak má (kupodivu) i mnoho teoretických d̊usledk̊u, třeba pro souvislost
či párováńı v grafech nebo výběry reprezentant̊u.

Ćıle
Úkolem této lekce je teoreticky popsat problém toku v śıti a vysvětlit základńı algoritmus

nenasycených cest pro jeho řešeńı. Dále jsou uvedeny některé d̊usledky vysvětlené látky (pro
rozš́ı̌rené śıtě, pro bipartitńı párováńı a výběr reprezentant̊u množin, pro vyšš́ı souvislost
graf̊u – Mengerovu větu, apod).

4.1 Definice śıtě a toku

Základńı strukturou pro reprezentaci śıt́ı je orientovaný graf. Vrcholy grafu modeluj́ı
jednotlivé uzly śıtě a hrany jejich spojnice. Vzpomeňme si (Definice 1.17), že v oriento-
vaných grafech je každá hrana tvořena uspořádanou dvojićı (u, v) vrchol̊u grafu, a tud́ıž
taková hrana má směr z vrcholu u do v.

Definice 4.1. Śıt’ je čtveřice S = (G, z, s, w), kde

– G je orientovaný graf,

– vrcholy z ∈ V (G), s ∈ V (G) jsou zdroj a stok,

– w : E(G)→ R+ je kladné ohodnoceńı hran, zvané kapacita hran.

Komentář:
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Na obrázku je zakreslena śıt’ s vyznačeným zdrojem z a stokem s, jej́ıž kapacity hran jsou
zapsány č́ısly u hran. Šipky udávaj́ı směr hran, tedy směr prouděńı uvažované substance po
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spojnićıch. Pokud směr prouděńı neńı d̊uležitý, vedeme mezi vrcholy dvojici opačně oriento-
vaných hran se stejnou kapacitou. Kapacity hran pak omezuj́ı maximálńı množstv́ı přenášené
substance.

Poznámka: V praxi může být zdroj̊u a stok̊u v́ıce, ale v definici stač́ı pouze jeden zdroj a stok,
z něhož / do nějž vedou hrany do ostatńıch zdroj̊u / stok̊u. (Dokonce pak r̊uzné zdroje a stoky
mohou mı́t své kapacity.)

Obvykle nás na śıti nejv́ıce zaj́ımá, jak mnoho substance můžeme (r̊uznými cestami)
přenést ze zdroje do stoku. Pro to muśıme definovat pojem toku, což je formálńı popis
okamžitého stavu přenášeńı v śıti.

Značenı́: Pro jednoduchost ṕı̌seme ve výrazech znak e→ v pro hranu e přicházej́ıćı do
vrcholu v a e← v pro hranu e vycházej́ıćı z v.

Definice 4.2. Tok v śıti S = (G, z, s, w)
je funkce f : E(G)→ R+

0 splňuj́ıćı

– ∀e ∈ E(G) : 0 ≤ f(e) ≤ w(e),

– ∀v ∈ V (G), v 6= z, s :
∑

e→v

f(e) =
∑

e←v

f(e).

Velikost toku f je dána výrazem ‖f‖ =
∑

e←z

f(e)−
∑

e→z

f(e).

Značenı́: Tok a kapacitu hran v obrázku śıtě budeme zjednodušeně zapisovat ve formátu
F/C, kde F je hodnota toku na hraně a C je jej́ı kapacita.

Komentář: Neformálně tok znamená, kolik substance je každou hranou zrovna přenášeno
(ve směru této hrany, proto hrany muśı být orientované). Tok je pochopitelně nezáporný a
dosahuje nejvýše dané kapacity hrany. Nav́ıc je nutno v každém vrcholu mimo z, s splnit
podmı́nku

”
zachováńı substance“.

s s

ss

3/3

0/1

2/4

3/5

0/1
0/2

0/2

3/4

2/2

2/5

0/3

z s

Ve vyobrazeném př́ıkladě vede ze zdroje vlevo do stoku vpravo tok o celkové velikosti 5.

Poznámka: Obdobně se dá velikost toku definovat u stoku, nebot’

0 =
∑

e∈E

(

f(e)− f(e)
)

=
∑

v∈V

(

∑

e←v

f(e)−
∑

e→v

f(e)

)

=
∑

v=z,s

(

∑

e←v

f(e)−
∑

e→v

f(e)

)

.

(Sč́ıtance uprostřed předchoźıho vztahu nabývaj́ı nulové hodnoty pro všechny vrcholy v kromě
z a s dle definice toku.) Proto velikost toku poč́ıtaná u zdroje je rovna opačné velikosti toku
poč́ıtaného u stoku

(

∑

e←z

f(e)−
∑

e→z

f(e)

)

=

(

∑

e→s

f(e)−
∑

e←s

f(e)

)

.

Otázky a úlohy k řešeńı

(4.1.1) Jak ovlivńı vlastnosti śıtě přidáńı orientované smyčky?

(4.1.2) V dané śıti máme dva r̊uzné toky stejné velikosti. Čı́m se od sebe
”
lǐśı“?
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4.2 Hledáńı maximálńıho toku

Naš́ım úkolem je naj́ıt co největš́ı tok v dané śıti. Pro jeho nalezeńı existuj́ı jednoduché
a velmi rychlé algoritmy.

Problém 4.3. Maximálńıho toku v śıti
Je dána śıt’ S = (G, z, s, w) a našim úkolem je pro ni naj́ıt co nejvěťśı tok ze zdroje z do
stoku s vzhledem k ohodnoceńı w.
Formálně hledáme max ‖f‖ dle Definice 4.2.

Komentář: Tok velikosti 5 uvedený v ukázce v předchoźı části nebyl optimálńı, nebot’ v této
śıti najdeme i tok velikosti 6:

s s

ss

3/3

0/1

3/4

4/5

0/1
0/2

0/2

4/4

2/2

2/5

1/3

z s

Jak však poznáme, že větš́ı tok již v dané śıti neexistuje? V této konkrétńı ukázce to neńı
obt́ıžné, vid́ıme totiž, že obě dvě hrany přicházej́ıćı do stoku maj́ı součet kapacit 2 + 4 + 6,
takže v́ıce než 6 do stoku ani přitéct nemůže. V obecnosti lze použ́ıt obdobnou úvahu, kdy
najdeme podmnožinu hran, které nelze tokem

”
obej́ıt“ a které v součtu kapacit daj́ı velikost

našeho toku. Existuje však taková množina hran vždy? Odpověd’ nám dá následuj́ıćı definice
a věta.

Pojem řezu v śıti

Definice 4.4. Řez v śıti S = (G, z, s, w)
je podmnožina hran C ⊂ E(G) taková, že v podgrafu G− C (tj. po odebráńı hran C z
G) nezbude žádná orientovaná cesta ze z do s.
Velikost́ı řezu C rozumı́me součet kapacit hran z C, tj. ‖C‖ =

∑

e∈C w(e).

Věta 4.5. Maximálńı velikost toku v śıti je rovna minimálńı velikosti řezu.

Komentář: Na následuj́ıćım obrázku vid́ıme trochu jinou śıt’ s ukázkou netriviálńıho
minimálńıho řezu velikosti 5, naznačeného svislou čárkovanou čarou. Všimněte si dobře,
že definice řezu mluv́ı o přerušeńı všech orientovaných cest ze z do s, takže do řezu stač́ı
započ́ıtat hrany jdoućı přes svislou čáru od z do s, ale ne hranu jdoućı zpět. Proto je velikost
vyznačeného řezu 1 + 4 = 5.

s s

ss

3

4

4

1

1

4

2

1

1
z s

Poznámka: Tato věta poskytuje tzv. dobrou charakterizaci problému maximálńıho toku: Když
už nalezneme maximálńı tok, tak je pro nás vždy snadné dokázat, že lepš́ı tok neńı, nalezeńım
př́ıslušného řezu o stejné velikosti. Přitom toto zd̊uvodněńı řezemmůžeme směle ukázat i někomu,
kdo se moc nevyzná v matematice.

Důkaz Věty 4.5 bude proveden následuj́ıćım Algoritmem 4.7.
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Nenasycené cesty v śıti

Definice: Mějme śıt’ S a v ńı tok f . Nenasycená cesta (v S vzhledem k f) je neoriento-
vaná cesta v G z vrcholu u do vrcholu v (obvykle ze z do s), tj. posloupnost navazuj́ıćıch
hran e1, e2, . . . , em, kde f(ei) < w(ei) pro ei ve směru z u do v a f(ei) > 0 pro ei v
opačném směru.

Hodnotě w(ei) − f(ei) pro hrany ei ve směru z u do v a hodnotě f(ei) pro hrany
ei v opačném směru ř́ıkáme rezerva kapacity hran ei. Nenasycená cesta je tud́ıž cesta s
kladnými rezervami kapacit všech hran.

Komentář: Zde vid́ıme př́ıklad nenasycené cesty ze zdroje do stoku s minimálńı rezervou
kapacity +1.

s s s s
3/4 1/2 1/1 2/3 2/4

+1 +1 +1 +2 +2rezerva kapacity: > 0
z s

Všimněte si dobře, že cesta neńı orientovaná, takže hrany na ńı jsou v obou směrech.

Metoda 4.6. Maximálńı tok vylepšováńım nenasycených cest.
Základńı myšlenkou této jednoduché metody hledáńı maximálńıho toku v dané śıti je
prostě opakovaně vylepšovat tok podél nalezených nenasycených cest.

Komentář: Ve výše zakresleném obrázku nenasycené cesty byla minimálńı rezerva kapac-
ity ve výši +1, a tud́ıž nasyceńım této cesty o velikost toku 1 vzniká následuj́ıćı fragment
př́ıpustného toku v śıti:

s s s s
4/4 2/2 0/1 1/3 3/4

z s

Zaj́ımavé je se pod́ıvat, co se stalo s prostředńımi zpětně orientovanými hranami – fakticky
byl jejich zpětný tok o 1 sńıžen/zastaven, přičemž toto množstv́ı nyńı

”
teče doprava“ (velmi

neformálně řečeno).

Fakt: Je-li minimálńı rezerva kapacity hran nenasycené cesty P ze z do s ve výši r > 0,
pak tok ze z do s zvýš́ıme o hodnotu r následovně;

– pro hrany ei ∈ E(P ) ve směru ze z do s zvýš́ıme tok na f ′(ei) = f(ei) + r,

– pro hrany ei ∈ E(P ) ve směru ze s do z sńıž́ıme tok na f ′(ei) = f(ei)− r.

Výsledný f§ tok pak bude opět př́ıpustný.

Základńı algoritmus nenasycených cest

Implementačńı detaily Metody 4.6 následuj́ı popisem konkrétńıho algoritmu.

Algoritmus 4.7. Ford–Fulkerson̊uv pro tok v śıti.

vstup śıt’ S = (G, z, s, w);
tok f ≡ 0;
repeat {

Prohledáváńım grafu najdeme množinu U vrchol̊u G,
do kterých se dostaneme ze z po nenasycených cestách;
if ( s ∈ U ) {

P = (výše nalezená) nenasycená cesta v S ze z do s;
Zvětš́ıme tok f o minimálńı rezervu kapacity hran v P;

}
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until ( s 6∈ U );

výstup vyṕı̌seme maximálńı tok f;
výstup vyṕı̌seme min. řez jako množinu hran vedoućıch z U do V (G) − U.

Důkaz správnosti Algoritmu 4.7:
Pro každý tok f a každý řez C v śıti S plat́ı ‖f‖ ≤ ‖C‖. Jestliže po zastaveńı algoritmu
s tokem f nalezneme v śıti S řez o stejné velikosti ‖C‖ = ‖f‖, je jasné, že jsme našli
maximálńı možný tok v śıti S. (Pozor, zastaveńı algoritmu jsme zat́ım nezd̊uvodnili, to
neńı tak jednoduché.)

Takže dokažme, že po zastaveńı algoritmu nastane rovnost ‖f‖ = ‖C‖, kde C je
vypsaný řez mezi U a zbytkem grafu G. Vezměme tok f v S bez nenasycené cesty ze z
do s. Pak množina U z algoritmu neobsahuje s. Schematicky vypadá situace takto:

f(e) = w(e)

f(e) = 0

U
z s

Jelikož z U žádné nenasycené cesty dále nevedou, má každá hrana e ← U (odcházej́ıćı
z U) plný tok f(e) = w(e) a každá hrana e→ U (přicházej́ıćı do U) tok f(e) = 0, takže

∑

e←U

f(e)−
∑

e→U

f(e) =
∑

e←U

f(e) =
∑

e∈C

w(e) = ‖C‖ .

Na druhou stranu, když v sumě uvažujeme všechny hrany grafu indukované na naš́ı
množině U , tj. e ∈ E(G ↾ U), analogicky dostaneme požadované

0 =
∑

e∈E(G↾U)

(

f(e)− f(e)
)

=
∑

v∈U

(

∑

e←v

f(e)−
∑

e→v

f(e)

)

−

(

∑

e←U

f(e)−
∑

e→U

f(e)

)

=

=

(

∑

e←z

f(e)−
∑

e→z

f(e)

)

−

(

∑

e←U

f(e)−
∑

e→U

f(e)

)

= ‖f‖ − ‖C‖ , tj. ‖f‖ = ‖C‖ .

✷

Z d̊ukazu Algoritmu 4.7 odvod́ıme několik zaj́ımavých fakt̊u:

Fakt: Pokud zajist́ıme, že Algoritmus 4.7 vždy skonč́ı, zároveň t́ım dokážeme i platnost
Věty 4.5. (Takže se ted’ pod́ıvejte na Algoritmus 4.9.)

Fakt: Pro celoč́ıselné kapacity hran śıtě S Algoritmus 4.7 vždy skonč́ı.

Pro daľśı využit́ı v teorii graf̊u je asi nejd̊uležitěǰśı tento poznatek:

Důsledek 4.8. Pokud jsou kapacity hran śıtě S celoč́ıselné, optimálńı tok také vyjde
celoč́ıselně.

Důkaz: Postupujeme jednoduchou indukćı podle iteraćı Algoritmu 4.7:
Algoritmus zač́ıná s celoč́ıselným tokem 0. V každé daľśı iteraci bude na počátku tok
všemi hranami celoč́ıselný, tud́ıž i rezervy kapacit hran vyjdou (rozd́ılem od celoč́ıselné
kapacity) celoč́ıselně. Proto i hodnoty toku budou změněny jen celoč́ıselně, což zakončuje
indukčńı krok. ✷
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Vylepšeńı algoritmu nenasycených cest

Bohužel pro reálná č́ısla kapacit hran neńı skončeńı Algoritmu 4.7 v̊ubec zaručeno,
dokonce se daj́ı naj́ıt extrémńı př́ıpady, které nepovedou k řešeńı ani v limitě. Viz (4.5.7)
ve cvičeńı. Proto je potřebné základńı algoritmus (i pro potřeby teorie) poněkud vylepšit.

Algoritmus 4.9. Edmonds–Karp̊uv pro tok v śıti
V Algoritmu 4.7 vždy syt́ıme nejkratš́ı nenasycenou cestu, neboli prohledáváme naši śıt’

do š́ı̌rky (viz množina U). Tato implementace zaručeně skonč́ı po O(|V (G)| · |E(G)|)
iteraćıch cyklu, celkem tedy v čase O(|V (G)| · |E(G)|2).

Ještě lepš́ıch výsledk̊u dosahuj́ı následuj́ıćı “chytré” algoritmy.

Algoritmus 4.10. Dinic̊uv pro tok v śıti (náznak)
V intenćıch Algoritmu 4.7 provád́ıme následuj́ıćı iterace:

• Prohledáváńım śıtě do š́ı̌rky nalezneme všechny nenasycené cesty nejkratš́ı délky
souběžně, které nám vytvoř́ı “vrstvenou śıt’” (vrstvy odpov́ıdaj́ı nenasycené
vzdálenosti vrchol̊u od zdroje).

• Nalezené nenasycené cesty pak nasyt́ıme novým prohledáńım vrstvené śıtě.

Tato implementace zaručeně skonč́ı už po O(|V (G)|) iteraćıch cyklu, ale jednotlivé iter-
ace jsou poněkud náročněǰśı, O(|V (G)| · |E(G)|).

Algoritmus 4.11. MPM (
”
Tř́ı Ind̊u“) pro tok v śıti (náznak)

Postupuje se stejně jako v Algoritmu 4.10, jen nesyceńı v druhém bodě proběhne rych-
leǰśım algoritmem v čase O(|V (G)|2) v každé iteraci, celkem tedy v O(|V (G)|3).

Otázky a úlohy k řešeńı

(4.2.1) Jaký je maximálńı tok touto śıt́ı ze z do s?

s s

ss

3

2

3

1

3

2

3
3

1z s

(4.2.2) Co obsahuje výsledná množina U Algoritmu 4.7 v předchoźım př́ıkladě?

(4.2.3) Kde je minimálńı řez v této śıti mezi z a s?

s s

ss

3

2

4

1

2

2

3
1

1z s

(4.2.4) Proč Algoritmus 4.7 vždy skonč́ı pro celoč́ıselné kapacity hran?
∗(4.2.5) Dokažte časový odhad Algoritmu 4.9.

4.3 Zobecněńı definice śıt́ı

Pojmy śıtě a tok̊u v ńı lze v kombinatorické optimalizaci zobecnit několika směry. My si
zde stručně uvedeme tři možnosti.
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Śıtě s kapacitami vrchol̊u

U śıtě můžeme zadat i kapacity vrchol̊u, neboli kapacitńı váhová funkce je dána jako
w : E(G) ∪ V (G) → R

+. Význam pro př́ıpustné toky v takové śıti je, že žádným
vrcholem nemůže celkem

”
protéct“ v́ıce než povolené množstv́ı substance.

Fakt. Takovou śıt’
”
zdvojeńım“ vrchol̊u snadno převedeme na běžnou śıt’, ve které ka-

pacity p̊uvodńıch vrchol̊u budou uvedeny u nových hran spojuj́ıćıch zdvojené vrcholy.
Viz neformálńı schéma:

s

s

5

43

5

2

a

b
z

s

❀

s

ss

s

5

4

3

5

2

a

b

z

s

Śıtě s dolńımi kapacitami

Pro hrany śıtě lze zadat také jejich minimálńı kapacity, tedy dolńı meze př́ıpustného.
toku. Např́ıklad u potrubńı śıtě mohou minimálńı vyžadované pr̊utoky vody garantovat,
že nedojde k zaneseńı potrub́ı, atd. To je modelováno druhou (vedle f) váhovou funkćı
ℓ : E(G) → R

+
0 . Př́ıpustný tok pak muśı splňovat ℓ(e) ≤ f(e) ≤ w(e) pro všechny

hrany e. V této modifikaci úlohy již př́ıpustný tok nemuśı v̊ubec existovat.

Algoritmus 4.12. Tok v śıti s dolńımi kapacitami
I tuto úlohu lze řešit dosud uvedenými nástroji, pokud postupujeme ve dvou fáźıch:

• Nejprve nalezneme př́ıpustnou cirkulaci v śıti vzniklé přidáńım
”
zpětné“ hrany sz.

Toho lze dosáhnout hledáńım toku ve speciálńı śıti vyjadřuj́ıćı
”
přebytky“ (či ne-

dostatky) dolńıch meźı toku v jednotlivých vrcholech.

– Z dané śıtě S = (G, z, s, w) utvoř́ıme novou śıt’ S0 = (G0, z0, s0, w0), kde G0

vznikne přidáńım hrany sz a nových vrchol̊u z0, s0 s hranami do a z V (G) podle
ńıže uvedeného pravidla. Pro e ∈ E(G) je w0(e) = w(e) − ℓ(e). Pro x ∈ V (G) a

”
přebytek“ p =

∑

f→x ℓ(f)−
∑

f←x ℓ(f) > 0 je zavedena hrana z0x s kapacitou
w(z0x) = p, naopak pro p < 0 je zavedena hrana xs0 s kapacitou w(xs0) = −p.

– Pro S0 je nalezen maximálńı tok, který muśı nasytit všechny hrany vycházej́ıćı
ze z0. Pokud takový neexistuje, neexistuje ani př́ıpustné řešeńı p̊uvodńı úlohy.
V opačné př́ıpadě je tento tok na hranách G navýšen o př́ıslušné dolńı kapacity.

• Poté z př́ıpustné cirkulace jako výchoźıho stavu už źıskáme maximálńı tok kterýmkoliv
algoritmem pro toky.

Tzv. v́ıcekomoditńı toky

V śıti lze najednou přepravovat v́ıce typ̊u substanćı. To vede na problém tzv.
v́ıcekomoditńıch tok̊u v śıti. Tento problém je složitěǰśı, už neńı v obecnosti snadno
řešitelný a přesahuje rámec našeho textu, takže se j́ım nebudeme zabývat.

Kromě uvedených (a podobných) zobecněńı tok̊u v śıt́ıch jsou velmi zaj́ımavé i
některé speciálńı formulace problému tok̊u, které se vyskytuj́ı v možná i nečekaných
oblastech. Vı́ce o tom naṕı̌seme v daľśı části lekce.
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Otázky a úlohy k řešeńı

(4.3.1) Nakreslete si sami př́ıklad śıtě s dolńımi kapacitami bez př́ıpustného toku.
∗(4.3.2) Dokažte si, že Algoritmus 4.12 funguje správně.

4.4 Speciálńı aplikace śıt́ı

Bipartitńı párováńı

Biparitńı grafy jsou grafy, jejichž vrcholy lze rozdělit do dvou množin tak, že všechny
hrany vedou jen mezi těmito množinami, neboli podgrafy úplných bipartitńıch graf̊u.

Definice: Párováńı v (nyńı biparitńım) grafu G je podmnožina hranM ⊂ E(G) taková,
že žádné dvě hrany z M nesd́ılej́ı koncový vrchol.

Komentář: Pojem (bipartitńıho) párováńı má přirozenou motivaci v mezilidských vztaźıch.
Pokud neuvažujeme bigamii ani jisté menšiny, můžeme si partnerské vztahy představit jako
párováńı v bipartitńım grafu. Jednu stranu grafu tvoř́ı muži a druhou ženy. Hrana mezi
mužem a ženou znamená vzájemné sympatie (přitom jedinec může mı́t vzájemné sympa-
tie s několika jinými opačného pohlav́ı). Pak skutečné, tradičńı partnerské vztahy by měly
představovat párováńı v popsaném grafu.

Úlohu nalézt v daném bipartitńım grafu co největš́ı párováńı lze poměrně snadno
vyřešit pomoćı tok̊u ve vhodně definované śıti. Uvedená metoda použit́ı tok̊u v śıti na
řešeńı problému párováńı přitom hezky ilustruje obecný př́ıstup, jakým toky v śıt́ıch
pomohou řešit i úlohy, které na prvńı pohled se śıtěmi nemaj́ı nic společného.

Algoritmus 4.13. Nalezeńı bipartitńıho párováńı
Pro daný bipartitńı graf G s vrcholy rozdělenými do množin A,B sestroj́ıme śıt’ S
následovně:

s s

s s

s s

s s
A B

1 1

1 1

z s

Všechny hrany śıtě S orientujeme od zdroje do stoku a přiřad́ıme jim kapacity 1. Nyńı
najdeme (celoč́ıselný) maximálńı tok v S Algoritmem 4.7. Do párováńı vlož́ıme ty hrany
grafu G, které maj́ı nenulový tok.

Důkaz správnosti Algoritmu 4.13: Podle Důsledku 4.8 bude maximálńı tok
celoč́ıselný, a proto každou hranou poteče bud’ 0 nebo 1. Jelikož však do každého vrcholu
v A může ze zdroje přitéct jen tok 1, bude z každého vrcholu A vybrána do párováńı
nejvýše jedna hrana. Stejně tak odvod́ıme, že z každého vrcholu B bude vybrána nejvýše
jedna hrana, a proto vybraná množina skutečně bude párováńım. Zároveň to bude
největš́ı možné párováńı, protože z každého párováńı lze naopak vytvořit tok př́ıslušné
velikosti a větš́ı než nalezený tok v S neexistuje. ✷

Poznámka: Popsaná metoda je základem tzv. Mad’arského algoritmu pro párováńı v bipar-
titńıch grafech (viz také Př́ıklad 4.17). Úlohu nalezeńı maximálńıho párováńı lze definovat i
pro obecné grafy a také ji efektivně algoritmicky vyřešit, ale př́ıslušný algoritmus [Edmonds]
neńı jednoduchý.
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Vyš̌śı grafová souvislost

Představme si, že na libovolném grafu G definujeme zobecněnou śıt’ tak, že kapacity
všech hran a všech vrchol̊u polož́ıme rovny 1 v obou směrech. Pak celoč́ıselný tok (viz
Důsledek 4.8) velikosti k mezi dvěma vrcholy u, v se skládá ze soustavy k disjunktńıch
cest (mimo společné koncové vrcholy u, v). Naopak řez odděluje u a v do r̊uzných sou-
vislých komponent zbylého grafu. Aplikace Věty 4.5 na tuto situaci př́ımo poskytne
následuj́ıćı tvrzeńı.

Důsledek 4.14. Necht’ u, v jsou dva vrcholy grafu G a k > 0 je přirozené č́ıslo. Pak mezi
vrcholy u a v existuje v G aspoň k disjunktńıch cest, právě když po odebráńı libovolných
k−1 vrchol̊u r̊uzných od u, v z G z̊ustanou u a v ve stejné komponentě souvislosti zbylého
grafu.

Použit́ım tohoto tvrzeńı pro všechny dvojice vrchol̊u grafu snadno dokážeme dř́ıve
uvedenou d̊uležitou Větu 2.8 (Mengerovu). Ještě jiné použit́ı si ukážeme na problému
výběru reprezentant̊u množin.

Výběr r̊uzných reprezentant̊u

Definice: Necht’ M1,M2, . . . ,Mk jsou neprázdné množiny. Systémem r̊uzných
reprezentant̊u množin M1,M2, . . . ,Mk nazýváme takovou posloupnost r̊uzných prvk̊u
(x1, x2, . . . , xk), že xi ∈Mi pro i = 1, 2, . . . , k.

Důležitým a dobře známým výsledkem v této oblasti je Hallova věta plně popisuj́ıćı, kdy
lze systém r̊uzných reprezentant̊u daných množin nalézt.

Věta 4.15. Necht’ M1,M2, . . . ,Mk jsou neprázdné množiny. Pro tyto množiny existuje
systém r̊uzných reprezentant̊u, právě když plat́ı

∀J ⊂ {1, 2, . . . , k} :
∣

∣

∣

⋃

j∈J
Mj

∣

∣

∣
≥ |J | ,

neboli pokud sjednoceńı libovolné skupiny z těchto množin má alespoň tolik prvk̊u, kolik
množin je sjednoceno.

Důkaz: Označme x1, x2, . . . , xm po řadě všechny prvky ve sjednoceńı M1∪M2∪ · · · ∪
Mk. Definujeme si bipartitńı graf G na množině vrchol̊u {1, 2, . . . , k}∪{x1, x2, . . . , xm}∪
{u, v}, ve kterém jsou hrany {u, i} pro i = 1, 2, . . . , k, hrany {v, xj} pro j = 1, 2, . . . ,m
a hrany {i, xj} pro všechny dvojice i, j, pro které xj ∈Mi.

Komentář: Konstrukce našeho grafu G je obdobná konstrukci śıtě v Algoritmu 4.13: Vrcholy
u a v odpov́ıdaj́ı zdroji a stoku, ostatńı hrany přicházej́ıćı do vrcholu xj znázorňuj́ı všechny
z daných množin, které obsahuj́ı prvek xj .

Cesta mezi u a v má tvar u, i, xj , v, a tud́ıž ukazuje na reprezentanta xj ∈ Mi.
Systém r̊uzných reprezentant̊u tak odpov́ıdá k disjunktńım cestám mezi u a v. Necht’ X
je nyńı libovolná minimálńı množina vrchol̊u v G, neobsahuj́ıćı samotné u a v, po jej́ımž
odebráńı z grafu nezbude žádná cesta mezi u a v. Podle Důsledku 4.14 a této úvahy
maj́ı naše množiny systém r̊uzných reprezentant̊u, právě když každá taková odděluj́ıćı
množina X má aspoň k prvk̊u.

Položme J = {1, 2, . . . , k} \ X. Pak každá hrana z J (mimo u) vede do vrchol̊u z
X ∩ {x1, . . . , xm} (aby nevznikla cesta mezi u, v), a proto

∣

∣

∣

⋃

j∈J
Mj

∣

∣

∣
= |X ∩ {x1, . . . , xm}| = |X| − |X ∩ {1, . . . , k}| = |X| − k + |J | .
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(Prvńı rovnost vyplývá z minimality množiny X!) Vid́ıme tedy, že |X| ≥ k pro všechny

(minimálńı) volby odděluj́ıćı X, právě když
∣

∣

∣

⋃

j∈J Mj

∣

∣

∣ ≥ |J | pro všechny volby J , což

je dokazovaná podmı́nka naš́ı věty. ✷

Poznámka: Tento d̊ukaz nám také dává návod, jak systém r̊uzných reprezentant̊u pro dané
množiny nalézt – stač́ı použ́ıt Algoritmus 4.7 na vhodně odvozenou śıt’.

Segmentace obrazu

Teorii i algoritmy tok̊u a řez̊u v śıt́ıch lze výhodně aplikovat i v následuj́ıćı vyloženě
prakticné oblasti: Jedńım ze základńıch problémů poč́ıtačového viděńı je segmentace
obrazu na popřed́ı a pozad́ı. K jeho řešeńı lze (mezi mnoha jinými př́ıstupy) zvolit i
následuj́ıćı postup, který velmi neformálně nyńı naznač́ıme:

• Vstupem je matice obrazových bod̊u (pixel̊u), z nichž každý má přǐrazeny hodnoty
pravděpodobnosti byt́ı v popřed́ı a byt́ı v pozad́ı. Dále jsou určeny

”
separačńı penal-

izace“ pro dvojice sousedńıch pixel̊u.

• Śıt’ zkonstruhujeme přidáńım univerzálńıho zdroje z a stoku s, přičemž hrany ze z do
pixel̊u maj́ı kapacitu rovnou pravděpodobnosti byt́ı v popřed́ı a hrany do s obdobně
pro pozad́ı. Hrany mezi sousedńımi pixely jsou obousměrné s kapacitami rovnými
zmı́něným penalizaćım.

• Minimálńı řez v této śıti poté určuje
”
přechody“ mezi popřed́ım a pozad́ım daného

obrazu.

Otázky a úlohy k řešeńı

(4.4.1) Najděte největš́ı párováńı v tomto bipartitńım grafu:

s s s s s s s

sssss

(4.4.2) Najděte největš́ı párováńı v tomto bipartitńım grafu:

s s s s s s s

sssss

(4.4.3) Maj́ı všechny tř́ıprvkové podmnožiny množiny {1, 2, 3, 4} systém r̊uzných reprezen-
tant̊u?

(4.4.4)Maj́ı všechny tř́ıprvkové podmnožiny množiny {1, 2, 3, 4, 5} systém r̊uzných reprezen-
tant̊u?

Rozšǐruj́ıćı studium

Problematika tok̊u v śıt́ıch je běžnou součást́ı teorie graf̊u (i když neńı pokryta v [5])
a je možno naj́ıt jej́ı popis třeba v [3], př́ıpadně na volně dostupných webových zdroj́ıch
jako http://en.wikipedia.org/wiki/Flow_network,
http://en.wikipedia.org/wiki/Ford-Fulkerson_algorithm, nebo
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http://mathworld.wolfram.com/NetworkFlow.html. Jiný podrobný popis variant
algoritm̊u pro toky v śıt́ıch se nacháźı v prvńıch dvou kapitolách [4]. Jedná se také o klasické
téma kombinatorické optimalizace. Z daľśıch internetových zdroj̊u je možno zmı́nit třeba
implementace na http://www.cs.sunysb.edu/~algorith/files/network-flow.shtml.

Vı́cekomoditńı toky př́ımo zobecňuj́ı toky jedné komodity (substance), které byly
předneseny v této lekci. Jedná se však o problém výpočetně mnohem složitěǰśı (NP-úplný
už pro 2 komodity a celoč́ıselné kapacity) a neexistuj́ı pro něj podobně snadné algoritmy.
Jako takovým jsme se proto t́ımto problémem nezabývali a čtenáře pouze odkazujeme na

”
rozcestńık“ http://en.wikipedia.org/wiki/Multi-commodity_flow_problem.

Teorie párováńı (Odd́ıl 4.4) tvoř́ı samostatnou rozvinutou oblast graf̊u, maj́ıćı zaj́ımavé
aplikace v jiných oborech jako statistické fyzice. Zájemce o obecnou teorii odkazujeme třeba
na [1, Chapter 2] nebo internetově na http://en.wikipedia.org/wiki/Matching.

Problematika segmentováńı obrazu lež́ı mimo teorii graf̊u a použit́ı tok̊u je
v ńı pouze okrajové, přesto uvád́ıme jeden obecný odkaz pro možné zájemce
http://en.wikipedia.org/wiki/Segmentation_(image_processing).

4.5 Cvičeńı: Př́ıklady tok̊u v śıt́ıch

Mnohé př́ıklady definic śıt́ı a tok̊u v nich byly již zmı́něny v předchoźım textu lekce, a
proto ve cvičeńı přejdeme rovnou k ukázkovému řešeńı úloh souvisej́ıćıch s toky v śıt́ıch.
Cı́lem je nejen se naučit použ́ıvat poměrně jednoduchý algoritmus hledáńı maximálńıho
toku v śıti, ale předevš́ım se seznámit se širokým spektrem situaćı a problémů, pro jejichž
vyřešeńı jsou toky v śıt́ıch užitečné a mnohdy kĺıčové.

Př́ıklad 4.16. Jaký je maximálńı tok znázorněnou śıt́ı ze z do s?

s s

ss

2

5

4

1

3

6

2

3

1
z s

Na tomto př́ıkladě si ukážeme pr̊uběh Algoritmu 4.7.
Začneme s nulovým tokem a najdeme nejkratš́ı z nenasycených cest mezi z a s

(vedoućı spodem grafu a vyznačenou na prvńım obrázku). Minimálńı rezerva kapacity
na této cestě je 2, takže tok nasyt́ıme o 2 podél této cesty (viz obrázek vpravo).

s s

ss

0/2

0/5

0/4

0/1

0/3

0/6

0/2
0/3

0/1
z s

s s

ss

2/2

0/5

2/4

0/1

0/3

2/6

0/2
0/3

0/1
z s

V daľśım kroku najdeme nenasycenou cestu délky 3 vedoućı vrchem grafu. Jej́ı minimálńı
rezerva kapacity je opět 2, takže ji o tolik nasyt́ıme (viz daľśı obrázek vlevo). Nyńı již
nenasycená cesta délky 3 neexistuje, takže najdeme nenasycenou cestu délky 4 s rezervou
kapacity 1, kterou hned nasyt́ıme (viz obrázek vpravo).
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s s

ss

2/2

2/5

2/4

0/1

0/3

2/6

2/2
2/3

0/1
z s

s s

ss

2/2

3/5

3/4

0/1

0/3

3/6

2/2
2/3

1/1
z s

Obdobně ještě najdeme nenasycenou cestu délky 5, kterou také nasyt́ıme o 1. Závěrečný
obrázek nám ukazuje všechny nenasycené hrany, mezi kterými již nevede žádná ne-
nasycená cesta ze z do s, takže máme maximálńı tok velikosti 6 v naš́ı śıti.

s s

ss

2/2

4/5

4/4

0/1

1/3

4/6

2/2
3/3

1/1
z s

s s

ss

2/2

4/5

4/4

0/1

1/3

4/6

2/2
3/3

1/1
z s

Zároveň je na posledńım obrázku vyznačen i př́ıslušný minimálńı řez velikosti 6. ✷

Př́ıklad 4.17. Uvažujme vyznačené párováńı velikosti 3 v následuj́ıćım bipartitńım
grafu G.

s

s

s

s

s

s

s

s

A B

Odvod’te, jak vypadaj́ı v tomto grafu nenasycené cesty śıtě použité v Algoritmu 4.13
pro výpočet bipartitńıho párováńı. Vylepšete stávaj́ıćı párováńı pomoćı zvolené ne-
nasycené cesty.

Śıt’ konstruhovaná Algoritmem 4.13 vypadá (podle definice) následovně:

s

s

s

s

s

s

s

s

1

1z

s

Jelikož všechny kapacity hran jsou 1 a tok je volen celoč́ıselně hranami náležej́ıćımi do
párováńı, každá nenasycená cesta má rezervu kapacity +1 a zač́ıná šipkou z s do A toku
0, pokračuje šipkou z A do B toku 0, př́ıpadně se vraćı proti šipce z B do A při toku
1, a tak dále. . . , až posledńı je šipka z B do s toku 0. Nejjednodušš́ı by byla taková
nenasycená cesta délky 3, která odpov́ıdá hraně v G nemaj́ıćı ani jeden konec incidentńı
se stávaj́ıćım párováńım (takovou hranu lze přidat př́ımo do párováńı).

Ve zobrazeném př́ıpadě však žádnou daľśı hranu př́ımo do párováńı nelze přidat. Za
nenasycenou cestu mezi z, s lze tak např́ıklad zvolit tu ńıže zobrazenou, jej́ımž nasyceńım
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vznikne nové (již perfektńı) párováńı vpravo:

s

s

s

s

s

s

s

s

0 0

0

1

0z

s

❀

s

s

s

s

s

s

s

s

A B

Obecně nenasycené cestě při řešeńı úlohy maximálńıho párováńı odpov́ıdá tzv. volná
stř́ıdavá cesta, což je cesta v grafu maj́ıćı právě každou druhou svou hranu v párováńı,
avšak prvńı a posledńı hrana v párováńı neńı. Takovou volnou stř́ıdavou cestu lze

”
přepnout“ v párováńı na doplněk a źıskat tak párováńı o jednu hranu větš́ı. ✷

Př́ıklad 4.18. Mějme neorientovaný graf G. Pak hrany G lze zorientovat tak, aby
z každého vrcholu vycházela nejvýše jedna šipka, právě když žádný podgraf v G
neobsahuje v́ıce hran než vrchol̊u. Dokažte.

Ač to tak na prvńı pohled nevypadá, jedná se o př́ıklad na systém r̊uzných reprezen-
tant̊u (SRR): Máme systém dvouprvkových množin—hran G, přičemž reprezentantem
každé hrany bude počátečńı vrchol jej́ı orientace coby šipky. Zřejmě požadovaná orien-
tace G existuje, právě když existuje tento SRR.

Podle Hallovy věty má systém hran G r̊uzné reprezentanty, právě když pro každé
F ⊆ E(G) plat́ı, že |

⋃

F | ≥ |F |, kde
⋃

F zkráceně zapisuje podmnožinu těch vrchol̊u
incidentńıch s některou hranou F . Potom pokud některý podgraf H ⊆ G má v́ıce hran
než vrchol̊u, je |

⋃

E(H)| = |V (H)| < |E(H)| a SRR neexistuje. Naopak pokud SRR
neexistuje, je |

⋃

F | < |F | pro vhodnou F a stač́ı volit H (s v́ıce hranami než vrcholy)
indukovaný touto množinou hran F . ✷

Otázky a úlohy k řešeńı

(4.5.1) Najděte maximálńı tok v této śıti. (Kapacity hran jsou vyznačeny u svých šipek.)
Tok do obrázku zapǐste, vyznačte hrany př́ıslušného minimálńıho řezu a napǐste velikost
toku.

s

s

s

s

s

s

s

s

6

5
3

2

3
1

2

5

4

3

3

2 4

41
1

2

5

z s

(4.5.2) Obdobně najděte maximálńı toky v následuj́ıćıch śıt́ıch.
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s s
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3
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1
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(4.5.3) Má tento seznam množin systém r̊uzných reprezentant̊u? Pokud ano, vyznačte je v
množinách, jinak správně zd̊uvodněte, proč systém r̊uzných reprezentant̊u nemaj́ı.

{1,2,3,4}, {6,7,8,9}, {3,5,7},
{3,4,5,6}, {1,2,8,9}, {3,6,7},
{4,5,6,7}, {4,5,6}, {4,6,7}.

(4.5.4) Má tento seznam množin systém r̊uzných reprezentant̊u? Pokud ano, vyznačte je v
množinách, jinak správně zd̊uvodněte, proč systém r̊uzných reprezentant̊u nemaj́ı.

{1,2,3,4}, {6,7,8,9}, {1,3,9},
{3,4,5,6}, {1,2,3,9}, {2,4,9},
{4,5,6,7}, {2,3,4}, {3,4,9}.

∗(4.5.5) Dokažte, že hrany neorientovaného grafu G lze zorientovat tak, aby z každého vr-
cholu vycházely nejvýše dvě šipky, právě když žádný podgraf v G neobsahuje v́ıce jak
dvojnásobek hran než vrchol̊u.

∗(4.5.6) Představme si graf G nakreslený do roviny bez kř́ıžeńı hran (viz Lekce ?? pro
bližš́ı definice). Necht’ u, v jsou dva r̊uzné vrcholy v nakresleńı. Pak z u do v lze doj́ıt

”
procházkou“ po stěnách grafu s překročeńım nejvýše k jiných vrchol̊u, právě když ne-

existuje k + 1 vzájemně disjunktńıch vnořených kružnic odděluj́ıćıch u od v.

(4.5.7) Ukažte, že v následuj́ıćım př́ıkladu śıtě s reálnými kapacitami Algoritmus 4.7 při
(ne)vhodném výběru nenasycených cest nikdy neskonč́ı, dokonce ani nekonverguje k
maximálńımu toku.

s s s s

M M
M

M

M

M

1 r 1
r =

√
5−1
2

, M ≥ 2

z

s

75



Část II

V́ıce Teorie Graf̊u

...........................
Mimo témat př́ımo vázaných k nejčastěj́ım (obvykle) informatickým aplikaćım nám

teorie graf̊u nab́ıźı i mnohá jiná zaj́ımavá zákout́ı, která si zaslouž́ı své mı́sto v obecném
kurzu a jeho učebńım textu. Následuj́ıćı tři lekce tak nab́ızej́ı reprezentativńı výběr
daľśıch tradičńıch grafových oblast́ı a témat, která se oproti předchoźı části vyznačuj́ı
poněkud vyšš́ı matematickou náročnost́ı, avšak stále si zachovávaj́ı užitečné vazby také
na informatiku.
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Část III

Vybrané Pokročilé Partie

............................
Posledńı část našeho studijńıho textu se od dosavadńıch lekćı lǐśı podstatněji (a nejen

absenćı tradičńıch cvičeńı na závěr). Zat́ımco předchoźı lekce pokrývaly základńı otázky
teorie graf̊u, které by měly být v každém obecném kurzu vysvětleny, nyńı se zběžně a tak
trochu i neformálně zaměř́ıme na několik vybraných partíı pokročilé teorie graf̊u, které
sice přesahuj́ı běžnou náplň základńıch kurz̊u, ale jsou tak nějak

”
bĺızké autorovu srdci“.

Daľśım společným jmenovatelem je fakt, že př́ı̌st́ı lekce nepodávaj́ı ucelený výklad, nýbrž
hlavně naznačuj́ı zaj́ımavé směry vývoje a náměty pro daľśı pokročilé studium.

Tato část učebnice bude v permanentńım vývoji (také nebot’ reaguje na nejnověǰśı
publikované poznatky) a výběr látky z ńı k výuce na FI MU bude na aktuálńım rozhod-
nut́ı učitele. . .
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Část IV

Kĺıč k řešeńı úloh

(1.1.1) Může, je E(G) = ∅, kresĺıme z něj jen vrcholy.

(1.1.2) Žádnou.

(1.1.3) Kružnice délky 5.

(1.1.4) Pro n = 1 a 2, cesty délky 0 a 1.

(1.1.5) Pro n = 3, trojúhelńık.

(1.1.6) Pro m = n = 2, délky čtyři.

(1.1.7) Pro m = 1 nebo n = 1 a druhé libovolné.

(1.1.8) 9

(1.1.9) Zákonitě dojdeme k menš́ı posloupnosti se záporným stupněm (−1).

(1.1.10) Ano:
s s s s

ss

s

(1.1.11) Ano, kružnice délky 6 a dvě kružnice délky 3 vedle sebe.

(1.1.12) Po odebráńı př́ıpadného izolovaného vrcholu zbývá n vrchol̊u, ze kterých každý má
stupeň mezi 1 a n− 1, takže některé muśı mı́t stejné stupně.

(1.2.1) Neńı.

(1.2.2) Ano, vždyt’ se zachovaj́ı všechny stupně.

(1.2.3) Ano, ale muśı mı́t délku aspoň o 2 kratš́ı než délka kružnice. Vid́ıte proč?

(1.2.4) Každá klika je z definice indukovaná, takže tam to moc smysl nemá. U hvězdy naopak
můžeme mı́t indukované i neindukované př́ıpady.

(1.2.5) B

(1.2.6) 3

(1.2.7) 7

(1.2.8)∗ 5, dokážete ji v̊ubec naj́ıt?

(1.2.9) Ano, např́ıklad s s s s

s s s s

. Tento graf obsahuje 4 trojúhelńıky, kdežto p̊uvodńı graf
jen 3. Mohli jste však sestrojit úplně jiný graf...

(1.2.10)∗ a) Jeden, jen kružnice délky 5. b) Dva, kružnice délky 6 a dva trojúhelńıky. c) Čtyři...

(1.3.1) Ano, neobsahuje nic, takže neobsahuje ani kružnici, a zároveň je souvislý.

(1.3.2) Jsou to cesty Pn a úplné bipartitńı grafy K1,n.

(1.3.3) Lze, ale jenom o kružnici. Úplné grafy K1 a K2 totiž stromy jsou.

(1.3.4) 3, jeden bez hran, jeden s jednou hranou a posledńı strom s dvěma hranami.

(1.3.5) 2, cesta P3 a hvězda K1,3.

(1.3.6)∗ Strom je právě takový souvislý graf, který má pro n vrchol̊u přesně n− 1 hran.

(1.3.7)∗ Strom je takový graf, ve kterém je každá dvojice vrchol̊u spojena právě jedinou cestou.

(1.4.1) Tyto zaj́ımavé typy vrchol̊u orientovaných graf̊u se nazývaj́ı také zdroj a stok.

(1.4.2) Nebot’ definice hran z V × V umožňuje hrany typu (u, u) i (u, v), (v, u) zároveň. Totéž
neńı možné u hran coby neuspořádaných dvojich vrchol̊u.

(1.5.1) Prázdný graf – strom.

(1.5.2) Nejdeľśı u cesty Pn – ⌊n/2⌋ krok̊u, nejkratš́ı u hvězdy K1,n – 1 krok.

(1.5.3)∗ Centrum vždy bude ležet na té nejdeľśı cestě. Bude tvořeno jedńım vrcholem, pokud je
nejdeľśı cesta sudé délky, a hranou, pokud je liché délky.
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(1.5.4)

s

ss

s s s

s s

s

s

❢
11

159

5

1310
20

21
1 6

(1.5.5) Centra jsou vyznačená:
s

s
s

s s
s

s s ss

s

s

s

s

s s
s

s s s
s

❢

s
s

s

s s
s

s s ss

s

s

s

s

s s
s

s s s
s

❢

(1.5.6) Pokud centrum vyjde jeden vrchol, odebereme celkem 32 list̊u – za každou hranu jeden.
Jinak odebereme jen 31 list̊u a jedna hrana zbude jako centrum.

(1.5.7) ( (()(()()())) ((()())(())) )

(1.5.8)

s

ss

s s s

s s s

s

s

❢

(1.6.1) Oba stejně 36 hran.

(1.6.2) 34

(1.6.3) Sudý počet, aby součet stupň̊u vyšel sudý, a ≥ 4.

(1.6.4) Ano.

(1.6.5) Ne.

(1.6.6) Pro x = 7, 9, 11.

(1.6.7) Dva.

(1.6.8) A: 23, B: 20, C: 22.

(1.6.9) Snadno, začněte mapováńım mezi jedinečnými vrcholy stupně 4.

(1.6.10) Isom. z pravého do levého grafu: spodńı dva nahoru vpravo, pravé dva dol̊u vpravo, atd.

(1.6.11) Začněte mapováńı od jedinečného (izolovaného) trojúhelńıku v grafech.

(1.6.12) Vlevo 3, vpravo také 3.

(1.6.13) A ≃ B ≃ D, ale C má kružnici délky 4. Nakreslili jste si hezké obrázky, aby toto bylo
vidět?

(1.6.14) B ≃ C, A ≃ D, u neisomorf. dvojic vždy jedna obsahuje kružnice délky 5 a druhá ne.

(1.6.15) Nejdeľśı C8 v obou, nejdeľśı indukovaná C6 v A a jen C5 v B.

(1.6.16) Ano, třeba v úloze 1.6.10 vlevo.

(1.6.17) ...

(1.6.18) A ano, K3,3 a graf trojbokého hranolu. B ne, protože dva vrcholy stupně 3 muśı být
spojené s ostatńıma a t́ım již źıskáme celý graf jednoznačně. C ne, nebot’ lze vrchol stupně
2 zanedbat a zbytek muśı být K4.

(1.6.19)∗ 20, po vynecháńı jednoho vrcholu jsou vždy dvě možnosti na vyplněńı zbytku kružnićı.

(1.6.20)∗
(

10

4

)

·3, nebot’
(

10

4

)

zp̊usoby vybereme čtveřici vrchol̊u pro ten podgraf a každé 4 vrcholy
lze třemi zp̊usoby propojit do kružnice.

(1.6.21) Ano, 2005 vrchol̊u podle Věty 1.12.

(1.6.22) 2009− 1− 1− 1− 1 = 2005

(1.6.23) 11, poč́ıtejte hrany v každé komponentě – stromu.

(1.6.24)∗ Nenajdete, to by bylo v rozporu s Důsledkem 1.14.

(1.6.25) Je mnoho možnost́ı, třeba tato: Rozložte hrany K7 do tř́ı kružnic C7, každou zorientujte
jedńım směrem. Jedna z těch tř́ı kružnic procháźı vrcholy po řadě, druhá ob dva, třet́ı ob tři
vrcholy.
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(1.6.26) Protože každá šipka jednou vycháźı a jednou přicháźı, takže výchoźıch muśı být celkem
stejně jako př́ıchoźıch.

(1.7.1) Ano v A: graf K2,3 a graf C5 s jednou diagonálou; C: cesta délky 4 a trojúhelńık s hranou
vedle; D: úplný K4 s hranou vedle a dále K4 s “rozpojenou” hranou. Nelze pro B: uvažte
doplněk toho grafu – má stupně 2, 1, 1, 1, 1, což dá jednoznačný graf.

(1.7.2)∗ A ≃ C ≃ D

(1.7.3)∗ 5

(1.7.4)∗ Je jich 10, 6 z nich vznikne r̊uzným přidáváńım vrchol̊u stupně 2 na hrany úplného grafu
K4 a 4 daľśı jsou jiné.

(1.7.5)∗ 11

(1.7.6)∗ Jen 4 (odtrhejte 8 vrchol̊u stupně 1, co zbyde?).

(2.1.1) Stač́ı mı́sto každého opakovaného uložeńı na zásobńık jen “zvednout” již uložený odkaz
na vrchol.

(2.2.1) 4

(2.2.2) Vrcholově n-souvislý.

(2.2.3) Najdeme 3 disjunktńı cesty mezi x, y. Proto muśıme vypustit 3 vrcholy.

(2.2.4) Prostě začněte z C5.

(2.2.5) 1 do kružnice.

(2.2.6)
(

n−1
2

)

(2.2.7)∗ Třeba podle přidáváńı uš́ı – posledńı přidaná cesta v konstrukci našeho grafu G má
délku 1, neboli je naš́ı hranou e. Proč?

(2.3.1) Nalezneme kostru s největš́ım celkovým ohodnoceńım.

(2.3.2) Neńı potřeba na začátku všechny (mnoho) hrany seřadit, seřazuj́ı se jen některé hrany
potřebné v pr̊uběhu algoritmu.

(2.3.3) Hlavně nějaký rychlý typ haldy pro ukládáńı seznamu hran vycházej́ıćıch ze současné
komponenty ven a vyb́ıráńı nejmenš́ı z nich.

(2.4.1) Ne, je to vidět v ilustraćıch k textu – hrany, co nejsou v cyklu, nelež́ı v žádné silné
komponentě.

(2.4.2) Cyklus délky 2 (dvojice protiběžných hran).

(2.4.3) Právě když nelež́ı v žádné orientované kružnici.

(2.4.4) Cyklus (délky větš́ı než 1) by dle definice byl součást́ı nějaké silné komponenty.

(2.5.1) Žádnému!!! Jde o multigraf na 4 vrcholech se 7 hranami.

(2.5.2) Dva.

(2.5.3) Ne, má čtyři vrcholy lichého stupně.

(2.5.4) Tři, dvě by teoreticky stačily na změnu všech stupň̊u na sudé, ale v tomto grafu jen dvě
hrany prostě přidat nejdou.

(2.6.1) 5, samé trojúhelńıky.

(2.6.2) 6, samé úplné grafy K5.

(2.6.3) Souvislý s 15 hranami (ke každému vrcholu 3 sousedé).

(2.6.4) 18, stupně ≥ 3, třeba jako šestiboký hranol.

(2.6.5) a) 28: K8 +K1 +K1, b) 9: K3 +K3 +K3 +K1

(2.6.6)∗ Některý vrchol má stupeň aspoň 3, jinak vezmeme doplněk. Pak ti tři sousedi jsou
nezávisĺı...

(2.6.7) Třeba úplný bipartitńı K3,4.

(2.6.8)∗ Pokud máme vrchol, ve kterém žádná šipka nekonč́ı, polož́ıme jej prvńı v řadě a
pokračujeme indukćı. Jinak v grafu nalezneme orientovanou kružnici (neznámé délky) a z ńı
lze minimalizaćı źıskat kružnici délky 3.

(2.6.9) Ano, ale jen otevřeným.

(2.6.10) Neńı to strom, proto obsahuje kružnici.

(2.6.11)∗ Pomůže vám nakresleńı uzavřeným tahem; co tak vybrat z něj každou druhou hranu?

(2.6.12) Jde o Eulerovský tah, který muśı být uzavřený, nebot’ všechny stupně jsou sudé 6 (plus
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2 za smyčku).

(3.1.1) 1, ale jen 0 pro graf na jednom vrcholu.

(3.1.2) 2

(3.1.3) 5

(3.1.4) 7

(3.1.5) n− 1 – tj. počet hran kostry.

(3.1.6) 3, najdete př́ıslušnou dvojici vrchol̊u?

(3.1.7) Poloměr 2, centrum obsahuje právě 3 vrcholy (najdete je?).

(3.1.8) Třeba: s s

ss

s s

ss

(3.1.9)∗ rad(G) ≤ diam(G) ≤ 2 · rad(G), rovnost v prvńım pro Kn, v druhém pro cestu.

(3.2.1) 5

(3.2.2) Jsou to oba vrcholy
”
nad“ a, b, do každého daľśıho vrcholu je z nich vzdálenost nejvýše 4.

Lépe to nejde.

(3.3.1) Krok výběru daľśıho vrcholu ke zpracováńı – i když bereme nejbližš́ı nezpracovaný vrchol,
z jiného, vzdáleněǰśıho, vrcholu se lze později přes hranu záporné délky dostat do vybraného
vrcholu “kratš́ı” cestou.

(3.3.2) Bohužel nebude, d̊uvod je stejný jako v předchoźı otázce. Je nutno použ́ıt jiné algoritmy.

(3.3.3) Vyjde









0 1 2 1
1 0 1 2
2 1 0 1
1 2 1 0









.

(3.3.4) Neńı, hodnoty s jedńım indexem t se přece v iteraci t nezměńı nikdy.

(3.4.1) w(xy) + pv(y) ≥ ||x, y||+ pv(y) ≥ pv(x)

(3.4.2) Pak (za samozřejmého předpokladu pv(v) = 0) nutně bude upravená délka některé hrany
na optimálńı cestě z x do v záporná. Neboli býti dolńım odhadem je nutná podmı́nka pro
př́ıpustný potenciál, bohužel ale obecně nedostačuj́ıćı.

(3.5.1) Vlevo 3 a vpravo 2.

(3.5.2) Vlevo 3 a vpravo 5.

(3.5.3) 3. Ten prostředńı vrchol má vzdálenost ≤ 2 do každého daľśıho. Zbytek grafu je grafem
krychle, kde největš́ı vzdálenost 3 maj́ı protilehlé dvojice vrchol̊u (ve smyslu geometrické
krychle). Z těchto 4 dvojic má kratš́ı spojeńı přes prostředńı vrchol, takže zbývaj́ı 3 dvojice.

(3.5.4) 2 – jedná se o graf krychle, tak přidáme dvě úhlopř́ıčky na jednu stěnu–čtverec. Pak
budou vzdálenosti ≤ 2. Naopak jedna hrana nestač́ı, protože po přidáńı libovolné hrany
e stále najdeme dva protilehlé vrcholy krychle, které hraně e nepatř́ı, a tyto dva vrcholy
z̊ustanou ve vzdálenosti 3.

(3.5.5) 2 + 3 + 2 = 7

(3.5.6) 10. Vezmeme jeden vrchol v, ten má 3 sousedy a každý ze soused̊u v má 2 daľśı sousedy
mimo v. To je dohromady 10 vrchol̊u a v́ıce jich už nemůže být, protože vzdálenosti jsou ≤ 2
od v. Nakreslete si takový graf!

(3.5.7) Vzdálenost 14 mezi 7 a 5. Dokážete zd̊uvodnit, že větš́ı vzdálenost v grafu neńı?

(3.5.8)∗ Spoč́ıtejte si, kolik vrchol̊u může být do vzdálenosti 3...

(3.5.9)

s

s

s

s

s

s

s s

s

s

s

s

(3.5.10)∗ Ano, muśı.

(3.5.11) Ano.

(3.5.12)∗ Osmi.

(3.5.13) Např́ıklad zakázané odbočeńı na křižovatce může vynutit u optimálńı trasy prijet́ı
křižovatky př́ımo a pak třeba návrat z opačného směru, ze kterého již odbočit lze. Je i
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spousta jiných př́ıklad̊u.

(3.5.14)∗ Kĺıčovou myšlenkou je, že do úschovny nalezených vrchol̊u ke zpracováńı se nebudou
ukládat jednotlivé vrcholy samotné, nýbrž spolu s vhodným sufixem sledu, kterým byly
dosaženy. Jeden vrchol se tak v úschovně může vyskytnou mnohokrát v závislosti na tom, v
jakých se nacháźı manévrech.

(4.1.1) V podstatě nijak, pouze touto smyčkou může cirkulovat jisté množstv́ı substance bez
vlivu na velikost toku.

(4.1.2) Rozd́ılem těchto dvou tok̊u je tzv. cirkulace, splňuj́ıćı zachováńı substance ve všech vrc-
holech včetně z, s.

(4.2.1) Tok 5.

(4.2.2) Jen zdroj z.

(4.2.3) Řez velikosti 4 odděluj́ıćı dva vrcholy vpravo nahoře.

(4.2.4) Protože rezervy kapacit jsou celoč́ıselné, neboli aspoň +1 v každé iteraci, takže v konečném
počtu krok̊u se dostaneme k maximálńımu toku.

(4.2.5)∗ Myšlenka: Pokud se jednou nasycená hrana vrát́ı mezi nenasycené, bude to určitě na
deľśı nenasycené cestě.

(4.3.1) Snadné...

(4.3.2)∗ Kĺıčové je dokázat, že źıskaný tok v prvńı fázi po navýšeńı vytvář́ı cirkulaci na p̊uvodńım
grafu G (součty ve všech vrcholech 0).

(4.4.1) Velikosti 5: s s s s s s s

sssss

(4.4.2) Velikosti 4: s s s s s s s

sssss

(4.4.3) Ano, reprezentanti jsou zapsańı prvńı: (1, 2, 3), (2, 1, 4), (3, 1, 4), (4, 2, 3).

(4.4.4) Ne, všech podmnožin je
(

5

3

)

= 10, ale prvk̊u k reprezentaci jen 5.

(4.5.1) 12

(4.5.2) 13, 11 a 9, po řadě.

(4.5.3) Nemá – 6 z množin má sjednoceńı {3, 4, 5, 6, 7}, kde se najde jen 5 r̊uzných prvk̊u pro
reprezentanty.

(4.5.4) Nemá – 6 z množin má sjednoceńı {1, 2, 3, 4, 9}, kde se najde jen 5 r̊uzných prvk̊u pro
reprezentanty.

(4.5.5)∗ Stejně jako v Př́ıkladě 4.18, jen je třeba zdvojit každý vrchol grafu (aby mohl reprezen-
tovat dvě vycházej́ıćı šipky).

(4.5.6)∗ Jedná se o daľśı zaj́ımavé použit́ı tok̊u v śıti, kde hledaná procházka odpov́ıdá vlastně
minimálńımu řezu ve vhodně odvozeném grafu z G a odděluj́ıćı kružnice jsou naopak źıskány
z maximálńıho celoč́ıselného toku.

(4.5.7) Viz http://en.wikipedia.org/wiki/Ford-Fulkerson algorithm#Non-terminating example
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