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Onďrej Pokora (pokora@math.muni.cz)
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Motivačńı p̌ŕıklad

U čty̌r odr̊ud brambor (označených symboly A, B, C, D) se zjǐst’ovala celková
hmotnost brambor vyrostlých vždy z jednoho trsu. Výsledky uvád́ı tabulka:

odr̊uda hmotnost (v kg)
A 0,9 0,8 0,6 0,9
B 1,3 1,0 1,3
C 1,3 1,5 1,6 1,1 1,5
D 1,1 1,2 1,0

Na hladině významnosti 0,05 testujte hypotézu, že sťredńı hodnota hmotnosti trsu
brambor nezáviśı na odr̊udě. Zaḿıtnete-li nulovou hypotézu, zjistěte, které dvojice
odr̊ud se lǐśı na hladině významnosti 0,05.
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Motivace

Zaj́ımáme se o problém, zda lze určitým faktorem (tj. nominálńı, kvalitativńı,
náhodnou veličinou A) vysvětlit variabilitu pozorovaných hodnot náhodné veličiny
Y, která je intervalového či poměrového typu (kvantitativńı). Nap̌r. zkoumáme,
zda metoda výuky určitého p̌redmětu (faktor A) ovlivňuje počet bodů dosažených
studenty v závěrečném testu (náhodná veličina Y).
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Obecný popis a p̌redpoklady

Faktor A má a ≥ 3 úrovńı.

i-té úrovni odpov́ıdá ni výsledk̊u Yi1, . . . , Yi ni , které tvǒŕı náhodný výběr

z rozložeńı N(µi, σ2), i = 1, . . . , a.

Prvńı index označuje skupinu podle úrovně faktoru, druhý index znač́ı pǒrad́ı
mě̌reńı v dané skupině.

Jednotlivé náhodné výběry jsou stochasticky nezávislé, tedy

Yi j = µi + εi j,

kde εi j jsou stochasticky nezávislé náhodné veličiny s rozložeńım N(0, σ2),
kde i = 1, . . . , a a j = 1, . . . , ni.
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Obecný popis

Na hladině významnosti α testujeme nulovou hypotézu

H0: všechny sťredńı hodnoty jsou stejné,

oproti alternativńı hypotéze

H1: alespoň jedna dvojice sťredńıch hodnot se lǐśı.

Jedná se tedy o zobecněńı dvouvýběrového t-testu a na prvńı pohled se zdá, že
stač́ı utvǒrit r(r− 1)/2 dvojic náhodných výběr̊u a na každou dvojici aplikovat
dvouvýběrový t-test. Tento postup však nelze použ́ıt, nebot’ nezaručuje splněńı
podḿınky, že pravděpodobnost chyby 1. druhu je α.

Proto ve 30. letech 20. stolet́ı vytvǒril R. A. Fisher metodu

ANOVA (ANalysis Of VAriance),

která uvedenou podḿınku splňuje.
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Obecný popis

Pokud na hladině významnosti α zaḿıtneme nulovou hypotézu H0, zaj́ımá nás,
které dvojice sťredńıch hodnot, tedy kategorie podle úrovńı faktoru A, se odlǐsuj́ı.

K řešeńı tohoto problému slouž́ı metody tzv. mnohonásobného porovnáváńı,
konkrétně nap̌r. Scheffého nebo Tukeyova metoda.
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Označeńı

Výsledky pokusu poṕı̌seme pomoćı spojité náhodné veličiny Y a to tak, že
sledujeme výsledky tohoto pokusu p̌ri všech úrovńıch faktoru A. Zjǐstěné hodnoty
Y = (Y1, . . . , Yn)′ rozťŕıd́ıme do a skupin podle úrovńı do následuj́ıćı tabulky:

Úroveň Počet Namě̌rené Součet Pr̊uměr Rozděleńı

faktoru pozorováńı hodnoty úrovně úrovně úrovně

1. n1 Y1 = (Y11, . . . , Y1n1 )
′ Y1� =

n1
∑

i=1
Y1i Y1� =

1
n1

Y1� Y1i ∼ L(µ1, σ2)

2. n2 Y2 = (Y21, . . . , Y2n2 )
′ Y2� =

n2
∑

i=1
Y2i Y2� =

1
n2

Y1� Y2i ∼ L(µ2, σ2)

...
...

...
...

...
...

a-tá na Ya = (Ya1, . . . , Yana )
′ Ya� =

na
∑

i=1
Yai Ya� =

1
na

Ya� Yai ∼ L(µa, σ2)

Součet n Y�� =
a
∑

j=1

nj

∑
i=1

Yji Y�� =
1
n Y��

Všimněte si způsobu indexace výběrových pr̊uměr̊u pomoćı tzv. tečkové notace.
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Základńı model

Definice 1 (model M)

Náhodné veličiny Yi j se ř́ıd́ı modelem M:

Yi j = µ + αi + εi j,

pro i = 1, . . . , a a j = 1, . . . , ni, p̌ričemž εi j jsou stochasticky nezávislé náhodné

veličiny s rozložeńım N(0, σ2), µ je společná část sťredńı hodnoty proměnné
veličiny, αi je efekt faktoru A na úrovni i.

Při zkoumáńı vlivu jednoho faktoru A testujeme hypotézu

H0 : α1 = · · · = αa = 0

proti alternativńı hypotéze

H1 : ∃ i ∈ {1, . . . , a} : αi 6= 0.
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Graficky – model M
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Minimálńı (nulový) submodel

Pokud plat́ı nulová hypotéza H0, dostáváme následuj́ıćı minimálńı submodel.

Definice 2 (model M0)

Náhodné veličiny Yi j se ř́ıd́ı modelem M0:

Yi j = µ + εi j,

pro i = 1, . . . , a a j = 1, . . . , ni, p̌ričemž εi j jsou stochasticky nezávislé náhodné

veličiny s rozložeńım N(0, σ2).
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Graficky – submodel M0
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Odvozeńı

Základńı model M:

Matice plánu je X =



1n1 1n1 0 · · · · · · 0

1n2 0 1n2

. . .
...

...
...

. . .
. . .

. . .
...

1na−1

...
. . . 1na−1 0

1na 0 · · · · · · 0 1na


a β =


µ
α1
...
...

αa

,

kde vektor 1k znač́ı sloupcový vektor složený z k jedniček.

Jaké rozměry má matice X a vektor β ? Matice X neńı plné hodnosti. Proč?
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Odvozeńı

Systém normálńıch rovnic X′Xβ = X′Y:

X′X =



n n1 n2 · · · · · · na
n1 n1 0 · · · · · · 0

n2 0 n2
. . .

...
...

...
. . .

. . .
. . .

...

na−1

...
. . . na−1 0

na 0 · · · · · · 0 na


, X′Y =



1′n1
1′n2

· · · 1′na−1
1′na

1′n1
0 · · · · · · 0

0 1′n2

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

...
...

. . . 1′na−1
0

0 · · · · · · 0 1′na





Y1
Y2
...
...

Ya−1
Ya


=



Y��
Y1�

...

...
Ya−1�

Ya�


.

Jednou z pseudoinverzńıch matic k matici X′X je matice

(X′X)- =



0 0 0 · · · · · · 0
0 1

n1
0 · · · · · · 0

0 0 1
n2

. . .
...

...
...

. . .
. . .

. . .
...

0
...

. . . 1
na−1

0
0 0 · · · · · · 0 1

na


⇒ H = X(X′X)-X′ =



1
n1

En1 0 · · · 0

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0

0 · · · 0 1
na

Ena


,

kde Ek = 1k1′k je matice typu (k× k) samých jedniček.

Onďrej Pokora, PřF MU (2015) MA012 Statistika II – 1. ANOVA a LRM 14 / 40 .



Odvozeńı

Odtud

Ŷ =


(µ̂ + α̂1) · 1n1

...

...
(µ̂ + α̂a) · 1na

 =


Ŷ1
...
...

Ŷa

 = HY =


1

n1
En1 0 · · · 0

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0
0 · · · 0 1

na
Ena




Y1
...
...

Ya

 =


Y1� 1n1

...

...

Ya� 1na


takže odhad sťredńı hodnoty je tvaru

µ̂ + α̂j = Yj�.

Přidáńım dodatečné podḿınky
a
∑

j=1
njαj = 0, dostaneme odhad společné sťredńı

hodnoty µ̂ = Y�� a pro j = 1, . . . , a odhad p̌ŕıspěvku j-té skupiny α̂j = Yj� − Y��
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Odvozeńı – odhady parametr̊u modelu

Pokud plat́ı nulová hypotéza H0, tj. submodel M0:

Y = X0 β0 + ε,

kde X0 = 1n, X′0X0 = 1′n1n = n, X′0Y = 1′nY = Y��
a

β̂0 = (X′0X0)
−1X′0Y =

1
n

Y�� = Y��

Pak H0 = X0(X′0X0)
−1X′0 = 1

n 1n1′n = 1
n En

a

µ̂01n = Ŷ0 = H0Y =
1
n

EnY = Y��1n,

tedy
µ̂0 = Y��.
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Odvozeńı – součty čtverc̊u

Součty kvadrát̊u odchylek

Se =‖ε̂‖2=(Y−µ̂)′(Y−µ̂)=(Y−Ŷ)′(Y−Ŷ)

=
a
∑

j=1
(Yj−Yj�1nj )

′(Yj−Yj�1nj )=
a
∑

j=1

nj

∑
i=1

(Yji−Yj�)
2 reziduálńı

Se0= ST =‖ε̂0‖2=(Y−µ̂0)
′(Y−µ̂0)=

a
∑

j=1
(Yj−Y��1nj )

′(Yj−Y��1nj )=
a
∑

j=1

nj

∑
i=1

(Yji−Y��)2 celkový

S∆0= SA =‖∆0‖2=(µ̂−µ̂0)
′(µ̂−µ̂0)=

a
∑

j=1
(Yj�1nj−Y��1nj )

′(Yj�1nj−Y��1nj )

=
a
∑

j=1
(Yj�−Y��)21′nj

1nj =
a
∑

j=1
nj(Yj�−Y��)2 mezi ťŕıdami

Všimneme si, že plat́ı
ST = SA + Se.

Pokud tedy plat́ı model M0, pak statistika

FA =
(ST − Se)/(a− 1)

Se/(n− a)
=

SA/(a− 1)
Se/(n− a)

∼ F(a− 1, n− a).
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Shrnut́ı

Definice 3

Celkový (total) součet čtverc̊u charakterizuje variabilitu jednotlivých
pozorováńı kolem celkového pr̊uměru, počet stupňů volnosti dfT = n− 1:

ST =
a

∑
i=1

ni

∑
j=1

(
Yi j − Y��

)2

Skupinový (regresńı, regresssion) součet čtverc̊u charakterizuje variabilitu
mezi jednotlivými náhodnými výběry, počet stupňů volnosti dfA = a− 1:

SA =
a

∑
j=1

nj
(
Yj� − Y��

)2

Reziduálńı (residual, error) součet čtverc̊u charakterizuje variabilitu uvniťr
jednotlivých výběr̊u, počet stupňů volnosti dfe = n− a:

Se =
a

∑
i=1

ni

∑
j=1

(
Yi j − Yj�

)2
.
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Shrnut́ı

Věta 4

Plat́ı
ST = SA + SE.

Věta 5

Rozd́ıl mezi modely M a M0 ově̌rujeme pomoćı testové statistiky

FA =
SA/dfA
Se/dfe

,

která se ř́ıd́ı rozložeńım F(a− 1, n− a), je-li model M0 správný.

Hypotézu o nevýznamnosti faktoru A tedy zaḿıtáme na hladině významnosti α,
když plat́ı:

FA ≥ F1−α(a− 1, n− a).
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Tabulka analýzy rozptylu

Předcházej́ıćı pojmy se shrnuj́ı v tzv. tabulce analýzy rozptylu:

Zdroj
variability

Součet
čtverc̊u

Stupně
volnosti

Pod́ıl p-hodnota

SS df MS = SS
df F = MS

s2

Tř́ıdy SA dfa = a− 1 MSA = SA
dfa

FA = MSA
MSe

P(F ≥ FA)

Reziduálńı Se dfe = n− a MSe =
Se
dfe

– –

Celkový ST dfT = n− 1 – – –

SS = sum of squares, MS = mean square error, df = degrees of freedom.
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Test shody rozptyl̊u

Věta 6 (Leven̊uv test)

označmeOZi j = |Yi j − Y∗i�|, kde Y∗i� je výběrový pr̊uměr Yi�, výběrový medián,
p̌ŕıp. 10% ǒrezaný pr̊uměr (trimmed, truncated mean).

Zi� =
1
ni

ni
∑

j=1
Zi j

Z�� =
1
n

a
∑

i=1

ni
∑

j=1
Zi j

SZe =
a
∑

i=1

ni
∑

j=1

(
Zi j − Zi�

)2

SZA =
a
∑

i=1
ni
(
Zi� − Z��

)2

Plat́ı-li hypotéza o shodě rozptyl̊u, pak statistika

FZ =
SZA/(a− 1)
SZe/(n− a)

∼ F(a− 1, n− a).
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Praxe – jiný model

V praxi voĺı věťsina statistických softwar̊u (mj. i R) ḿırně odlǐsnou stavbu modelu.

Definice 7

Náhodné veličiny Yi j se ř́ıd́ı modelem M∗:

Yi j = µ∗ + α∗i + εi j,

pro i = 1, . . . , a a j = 1, . . . , ni, p̌ričemž εi j jsou stochasticky nezávislé náhodné

veličiny s rozložeńım N(0, σ2).

Prvńı úroveň faktoru A je p̌ritom stanovena jako referenčńı, tedy α1 = 0.

Testujeme hypotézu

H0 : α∗2 = · · · = α∗a = 0

proti alternativńı hypotéze

H1 : ∃ i ∈ {2, . . . , a} : α∗i 6= 0.
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Praxe – jiný model

Matice plánu modelu M∗ je již plné hodnosti. Proč?

Jakou interpretaci maj́ı v modelu M∗ parametry µ∗ a α∗i , i = 2, . . . , a ?

ANOVA v R:

Jednou z možnost́ı je zkonstruovat lineárńı regresńı model pomoćı funkce lm
a na výsledek aplikovat funkci anova .

Obecněǰśı p̌ŕıstup umožňuje p̌ŕımo funkce aov .
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Test shody rozptyl̊u

Věta 8 (Bartlett̊uv test)

Plat́ı-li hypotéza o shodě rozptyl̊u, pak statistika

B =
1
C

[
(n− a) ln S2

∗ −
a

∑
j=1

(nj − 1) ln S2
j

]
≈ χ2(a− 1),

kde

C = 1 +
1

3(a− 1)

(
a

∑
j=1

1
nj − 1

− 1
n− a

)
, S2

∗ =
Se

n− a

a S2
j je výběrový rozptyl v j-té kategorii.

Hypotézu o shodě rozptyl̊u zaḿıtáme na asymptotické hladině významnosti α,
pokud B ≥ χ2

1−α(a− 1).
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Metody mnohonásobného porovnáváńı

Zaḿıtneme-li na hladině významnosti α hypotézu o shodě sťredńıch hodnot,
chceme zjistit, které dvojice sťredńıch hodnot se lǐśı hladině významnosti α.

Všechny výběry maj́ı stejný rozsah p, resp. v praxi p̌ribližně stejný ⇒
Tukeyova metoda

Výběry nemaj́ı stejný rozsah ⇒ Scheffého metoda.
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Metody mnohonásobného porovnáváńı

Věta 9 (Tukeyova metoda)

Rovnost sťredńıch hodnot µk a µl zaḿıtneme na hladině významnosti α, když:

∣∣Yk� − Yl�
∣∣ ≥ q1−α(a, n− a)

S∗√
p

,

kde q1−α(a, n− a) jsou kvantily studentizovaného rozpět́ı, které najdeme ve
statistických tabulkách.

Věta 10 (Scheffého metoda)

Rovnost sťredńıch hodnot µk a µl zaḿıtneme na hladině významnosti α, když:

∣∣Yk� − Yl�
∣∣ ≥ S∗

√
(a− 1)

(
1
nk

+
1
nl

)
F1−α(a− 1, n− a).

Onďrej Pokora, PřF MU (2015) MA012 Statistika II – 1. ANOVA a LRM 27 / 40 .



Význam p̌redpoklad̊u v analýze rozptylu

Nezávislost jednotlivých náhodných výběr̊u – velmi důležitý p̌redpoklad, muśı
být splněn, jinak dostaneme nesmyslné výsledky.

Normalita – ANOVA neńı p̌ŕılǐs citlivá na porušeńı normality, zvlášt’ pokud
maj́ı všechny výběry rozsah nad 20 (důsledek centrálńı limitńı věty). Při
výrazněǰśım porušeńı se doporučuje Kruskal̊uv-Wallis̊uv test.

Shoda rozptyl̊u – ḿırné porušeńı nevad́ı, p̌ri věťśım se doporučuje
Kruskal̊uv-Wallis̊uv test.
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Kruskal̊uv-Wallis̊uv test

Kruskal̊uv-Wallis̊uv test je neparametrická obdoba analýzy rozptylu jednoduchého
ťŕıděńı.
Formulace problému
Necht’ je dáno a nezávislých náhodných výběr̊u o rozsaźıch n1, . . . , na.
Předpokládáme, že tyto výběry pocházej́ı ze spojitých rozložeńı. Označme
n = n1 + . . . + na. Chceme testovat hypotézu, že všechny tyto výběry pocházej́ı z
téhož rozložeńı.
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Kruskal̊uv-Wallis̊uv test

Věta 11 (Kruskal̊uv-Wallis̊uv test)

Všech n hodnot sěrad́ıme do rostoućı posloupnosti a urč́ıme pǒrad́ı každé hodnoty.
Označme Tj součet pǒrad́ı těch hodnot, které paťŕı do j-tého výběru, j = 1, . . . , a
(kontrola: muśı platit T1 + . . . + Ta = n(n + 1)/2).
Testová statistika má tvar:

Q =
12

n(n + 1)

a

∑
j=1

T2
j

nj
− 3(n + 1). (1)

Plat́ı-li H0, má statistika Q asymptoticky rozložeńı χ2(a− 1), rostou-li rozsahy
výběr̊u nade všechny meze. H0 tedy zaḿıtneme na asymptotické hladině
významnosti α, když Q ≥ χ2

1−α(a− 1).
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Př́ıklad

Př́ıklad 1

U čty̌r odr̊ud brambor (označených symboly A, B, C, D) se zjǐst’ovala celková
hmotnost brambor vyrostlých vždy z jednoho trsu. Výsledky uvád́ı tabulka:

odr̊uda hmotnost (v kg)
A 0,9 0,8 0,6 0,9
B 1,3 1,0 1,3
C 1,3 1,5 1,6 1,1 1,5
D 1,1 1,2 1,0

Na hladině významnosti 0,05 testujte hypotézu, že sťredńı hodnota hmotnosti trsu
brambor nezáviśı na odr̊udě. Zaḿıtnete-li nulovou hypotézu, zjistěte, které dvojice
odr̊ud se lǐśı na hladině významnosti 0,05.
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Řešeńı

Řešeńı. Data považujeme za realizace čty̌r nezávislých náhodných výběr̊u ze čty̌r
normálńıch rozložeńı se stejným rozptylem. Testujeme hypotézu, že všechny čty̌ri
sťredńı hodnoty jsou stejné.
Výpočtem źıskáme: y1� = 0, 8, y2� = 1, 2, y3� = 1, 4, y4� = 1, 1, y�� = 1, 14,
Se = 0, 3, SA = 0, 816, ST = 1, 116, FA = 9, 97. Ze statistických tabulek źıskáme
F0,95(3, 11) = 3, 59. Protože testová statistika se realizuje v kritickém oboru,
zaḿıtáme nulovou hypotézu na hladině významnosti 0,05.
Výsledky zaṕı̌seme do tabulky ANOVA:

Zdroj variability Součet čtverc̊u Stupně volnosti Pod́ıl FA

ťŕıdy SA = 0, 816 3 SA/3 = 0, 272 SA/3
SE/11 = 9, 97

reziduálńı SE = 0, 3 11 SE/11 = 0, 02727 —

celkový ST = 1, 116 14 — —
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Řešeńı

Grafické posouzeńı
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Řešeńı

Nyńı pomoćı Scheffého metody zjist́ıme, které dvojice odr̊ud se lǐśı na hladině
významnosti 0,05.

Srovnávané odr̊udy Rozd́ıly
∣∣Yk� − Yl�

∣∣ Pravá strana vzorce
A, B 0,4 0,41
A, C 0,67 0,36
A, D 0,3 0,41
B, C 0,2 0,40
B, D 0,1 0,44
C, D 0,3 0,40

Na hladině významnosti 0,05 se lǐśı odr̊udy A a C.
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Využit́ı ANOVA v lineárńım regresńım modelu

Analýzy rozptylu lze využ́ıt v momentě, kdy chceme zjednodušit zvolený model a
vypustit z modelu některé vysvětluj́ıćı proměnné. Tj. uvažujeme nový podmodel,
jehož matice plánu vznikne z původńı matice vypuštěńım některých sloupc̊u.
Naš́ım úkolem je testovat, zda zvolený podmodel je vhodný k dostatečnému
popisu závislosti v datech.
Bez újmy na obecnosti p̌redpokládejme, že matice, které určuj́ı model a podmodel
se lǐśı právě posledńımi sloupci matice X, takže X = (X0, X1).
Mějme náhodný vektor Y = (Y1, . . . , Yn)′ a p̌redpokládejme, že plat́ı model M a
je dán submodel M0, p̌ričemž

M Y ∼ Nn(Xβ, σ2In) X je typu n× k, h(X) = r, β je typu k× 1

M0 Y ∼ Nn(X0β0, σ2In) X0 je typu n× k0, h(X0) = r0, β0 je typu k0 × 1

n≥k≥ r≥ r0

Model M0 je podmodelem M pokud X0 = XK, kde matice K =
(

Ik0
0

)
je typu

k× k0.
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Využit́ı ANOVA v lineárńım regresńım modelu

Položme
µ̂ = HY = X(X′X) -X′Y, µ̂0 = H0Y = X0(X′0X0)

-X′0Y,
pak

Se = (Y− µ̂)′(Y− µ̂) Se0 = (Y− µ̂0)
′(Y− µ̂0)

S∆0 = (µ̂− µ̂0)
′(µ̂− µ̂0) Se = Se0 − S∆0

Pokud plat́ı model M0, pak statistika

F0 =
(Se0 − Se)/(r− r0)

Se/(n− r)
∼ F(r− r0, n− r).
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Využit́ı ANOVA v lineárńım regresńım modelu

Připomeňme si ještě index (koeficient) determinace R2 z lineárńıho regresńıho
modelu a celkový F-test (pr̊ukaznosti) modelu. Obě veličiny, které v regresńı
analýze použ́ıváme k hodnoceńı kvality modelu, maj́ı matematické pozad́ı právě
v analýze rozptylu. Zvolený lineárńı regresńı model M porovnáváme s minimálńım
(nulovým) modelem M0.

Celkový F-test je vlastně jen ANOVA testem modelu M v̊uči M0.

Index determinace R2 je pak definován pomoćı součt̊u čtverc̊u

R2 =
SA
ST

= 1− Se

ST
.

Odtud plyne i jeho interpretace: R2 ∈ [0; 1] znač́ı, jak velkou část celkové
variability dat se navrženým modelem M podǎŕı vysvětlit.

Korigovaný koficient determinace R2
obdrž́ıme, pokud součty čtverc̊u

nahrad́ıme nestrannými odhady sťredńıch kvadratických chyb

R2
= 1− Sr/dfe

ST/dfT
= 1− n− 1

n− a
(1− R2).
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Př́ıklad

Př́ıklad 2

Pro data uvedená v následuj́ıćı tabulce

x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
y 58,42 37,34 49,64 59,85 24,37 59,29 47,12 75,29 140,49 147,23

uvažujte modely
M1 : y = β0 + β1x
M2 : y = β0 + β1x + β2x2

M3 : y = β0 + β1x + β2x2 + β3x3.

Pomoćı analýzy rozptylu porovnejte tyto modely.

Onďrej Pokora, PřF MU (2015) MA012 Statistika II – 1. ANOVA a LRM 38 / 40 .



Řešeńı

Řešeńı. Vycháźıme z modelu M3 a testujeme vhodnost podmodelu M2. Hodnota
statistiky F0 je v tomto p̌ŕıpadě 0, 6469, p-hodnota testu je 0, 4519. To znamená,
že vynecháńım kubického členu se model významně nezhořśı. Nadále budeme tedy
uvažovat model M2 a testovat vhodnost podmodelu M1. Hodnota statistiky F0 je
v tomto p̌ŕıpadě 15, 586, p-hodnota testu je 0, 0055. To znamená, že vynecháńım
kvadratického členu se model již významně zhořśı. Nejvhodněǰśım modelem pro
popis závislosti je tedy M2.
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Řešeńı

Graficky
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