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Motivaéni priklad

Pfiklad 1

Zkoumaji se vynosy sena v tunach na hektar v zavislosti na typu plidy a na
zptsobu hnojeni. Kazda kombinace byla realizovdna ¢tyfikrat, nezdvisle na sobg.

[t/ha] zpiisob hnojeni (B):
typ pady (A) bez hnojeni chlévskd mrva  vapenaté hnojivo
normaln{ 2,8;3,2;,30;,30 3,7,36;39;36 34;38;37;36
kysela 3,1, 27,30, 29 3/4; 34, 3,0, 38 4,2;,40; 4,1, 3,9

Na hladin& vyznamnosti 0,05 testujte hypotézy
m Typ plidy nema vliv na vynosy.

m Zplsob hnojeni nema vliv na vynosy.

m Typ pldy a zplsob hnojeni jsou nezdvislé, tj. neinteraguji.
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Motivace

V né&kterych redlnych situacich se celkovy soubor sledovanych ndhodnych veli¢in
rozpada na diléi vybéry takovym zplisobem, Ze p¥ihliZzime ke dvéma faktorim
(t¥idicim znakdm).

Podobné& jako v jednofaktorové analyze rozptylu (One-Way ANOVA), se zajimame
o statistické posouzeni toho, zda Ize nékterym z faktord, ¢i ob&ma faktory,
vysvétlit variabilitu pozorovanych hodnot.

Princip dvoufaktorové analyzy ropztylu (Two-Way ANOVA) je analogicky

jednofaktorové varianté. Konstruuje se Yet&€zec submodell a postupné se
porovnavaji rozptyly, které jednotlivym modelim odpovidaji.
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Pfedpoklady

UvaZujeme dva faktory, A a B.

Faktor A ma a > 2 drovni, faktor B ma b > 2 drovni.

Pro kaZdou kombinaci trovni obou faktord, tzn. pro (A =i, B =), mdme
n;; vysledki (YijL .. .,Yijni]), které tvofi ndhodny vybér z rozloZeni
N(uij,0%), i=1,...,a,j=1,...b.

V oznaleni Y i prvni index oznaluje skupinu podle trovn& faktoru A, druhy
index oznacuje skupinu podle tGrovné& faktoru B, tfeti index zna&i poradi
mé&Feni v dané skuping.

Jednotlivé ndhodné vybéry jsou stochasticky nezavislé, tedy
Yijk = Hij + €ijks
kde ¢;j jsou stochasticky nezavislé ndhodné veli€iny s rozloZenim N(0, 02),

kdei=1,...,a,j=1,...,bak=1,...,nj. Rozptyl ndhodnych chyb ¢
pfitom neni zndmy.
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Dvaojné tfidéni

1

faktor B

b

faktor A

(Ylllr”'lylli’lll)

(Yulll'--

(Yijll' . -/Yijn,-]-)
/Yalnﬂ)

(Ylblr‘ . '/Ylbnlb)

(Yabll' : 'rYabnab)

[t/ha] zpisob hnojeni (B):
typ pady (A) Bez hnojeni chlévskd Mrva  Vdpenaté hnojivo
Normalni 2,8;3,2;,30;30 3,7,36;39;36 34;38;3,7,36
Kyseld 3,1; 2,7;3,0:29 3,4;3,4;3,0;3,8 472:40;4,1;39
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Soucty a rozsahy vybéri

711']'

soutty ve skupindch: Yjj, = Y Yk
k=1

b M a Mij
soulty v fadcich: Y;, = 2 Z Yijk, soutty ve sloupcich: Y ; = Z Z Yiik
j=1k=1 i=1k=1
a b Mij
celkovy soulet: Y, ., = 2 Z Z Yiik
i=1j=1k=1

b b
pocet mé&¥eni pro A =i: n;, = X;nij, potet méfeni pro B =1i:n ; = Z;nij,
= =

a b a

b
celkovy rozsah souboru: n = 2 Z”i]' = Z”i- = Zn_]-
i=1j=1 i=1 j=1
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Priméry vybéri

Y 1
priméry ve skupindch: Y;;, = — Z Yiik
v 1 & _ 1 @
Yo ) Yijk, vesloupcich: Y, ; = — Y3 Yk

v ¥adcich: Y;,, = —
n;, j=1k=1 7’1.] ==

L 148 b
celkovy primér: Y,,, = - Z Z Yijk

MAO012 Statistika Il — 2. Dvoufaktorova ANOVA 7/49

Ondvej Pokora, PFF MU (2015)



Pocty a prauméry ve skupinach
faktor B
1 j b | v¥adcich
1| nij 1y ni,
faktor A | i | nj1 njj nip n;,
a | Nngq na]' Ngp Ng,
ve sloupcich | n 1 1, nyp n
faktor B
1 Ji b | v ¥adcich
1| Y Yy Y1p Y.
faktor A | i ?il ?1] Yib ?z‘.
a zal zuj zab zﬂ-
ve sloupcich 1 Y, Y., Y.
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Priméry a boxploty

Priklad 1

Yij zpusob hnojeni (B): primé&ry
typ pidy (A) | Bez hnojeni chlévskd Mrva Vd&penaté hnojivo Y;.
Normalnf{ 3,00 3,70 3,63 3,44
Kysel3 2,93 3,40 4,05 3,46
priméry Y, ; 2,96 3,55 3,84 Y. = 3,45
nij=p=4, n;, =12, n;=S:s, n=24
Nor.V — e B

Nor.B ‘#"”E{:}*"’é

Kys.V 4""#
o - e NN I S

Kys.B o ¢---- "#

typ pudy a zpusob hnojeni

vynos
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Boxploty pro fadky a sloupce

Priklad 1
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Hypotézy

Stanovime hypotézy, které na hlading vyznamnosti & chceme testovat.

Hg: v8echny stfedni hodnoty v Fadcich jsou stejné, tzn. faktor A nem3 vliv J

oproti alternativni hypotéze

Hyq: nékterd(é) dvojice stfednich hodnot v ¥adcich se ligi, tzn. faktor A m3 vliv ]

Hpgg: v8echny stfedni hodnoty ve sloupcich jsou stejné, tzn. faktor B nema vliv J

oproti alternativni hypotéze

Hp1: n&kterd(é) dvojice st¥ednich hodnot ve sloupcich se I, tzn. faktor B ma invJ
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Zakladni model M

Definice 1 (model M)

N&hodné veli€iny Y ;i se ¥idi modelem M, pokud

Yije = p+ai + pj+&iji

proi=1,...,a,i=j,...,.bak=1,.. ., Njj, pritemz €ijk jsou stochasticky
nezavislé ndhodné velitiny s rozlozenim ¢;;; ~ N(O, 0?).

Interpretace nezndmych parametr(:
m u je spole¢nd ¢ast stfedni hodnoty sledované veli¢iny
® y,...,& jsou efekty faktoru A, odchylky od p zplsobené vlivem A
m B1,..., By jsou efekty faktoru B, odchylky od p zplisobené vlivem B
u 02 je rozptyl ndhodnych chyb
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M jako linearni regresni model

1"11 1"11 0”11 e 07111 1"11 0"11 07111
1"12 1”12 0”12 T 0”12 0”12 1"12 07112
Loy Twy Oy oo+ Ony Ony Oy, 1y, H
Ly Ony Lnyy oo Ouyy Ly Opyy 01y, &1
Y111 Tny Onyp Tny o0 Ony Onyy Tuy 01, :
: = : : : : : &g
Yaon Loy, Ony Tny, o+ Ony, Omy Ony 1y, B1
ab
y : : : : : : : : :
lnal Onal Onal T 1”11] 1”:11 Onal O”a] le
171112 0”52 01’1,72 U 1”112 0”52 171{12 0”112 0
lnab Onab O”ah T 1nab Onnb O”ah lnab
X
Y = X6
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Model M

Jaké rozméry a jakou hodnost md matice planu X?
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Model M

Jaké rozméry a jakou hodnost md matice planu X?

X:nx(1+a+b), h(X)=a+b-1

Matice planu tedy neni plné hodnosti.

Odhad vektoru parametrii 6 se proto pocitd pomoci pseudoinverzni matice
0= (X'X)" X'y,

anebo se pfidavaji tzv. reparametriza&ni rovnice (pro¢ dvé a co vyjadfuji?)

a b
2 o = 0, 2 ,3] =0.
i=1 j=1
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Odhady parametrii v modelu M

Véta 2 (odhady parametrii modelu M)

Odhady parametri modelu
M Yijg =gt + B+ €ijk
metodou nejmensich Ctverci jsou rovny
p=VY..,

K = Yi.. - 7.../
Bi=Y,j. - Y.
Odhad stredni hodnoty mé¥eni ve skupiné (A =i, B = j) modelu M je rovny

G = =

Tvrzeni se dokazuje pfimym vypo&tem maticové rovnice pro odhad parametri
v linedrnim regresnim modelu.
Porovnejte s odvozenim v pfedndice k jednofaktorové analyze rozptylu.
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Model Mjp

P¥i zkoumani vlivu faktoru B testujeme v modelu M hypotézu

Hpy: pr=---=pp =0,
Hp, : Elie{l,...,b}: ,8,-#0.

| A

Definice 3 (model Mg)
Nahodné veli¢iny Yijk se fidi modelem Mg, pokud

Yije = p+a; + &ijk

proi=1,...,a,i=j,...,bak= 1,...,n;j, pficemz €ijk jsou stochasticky
nezavislé ndhodné velitiny s rozlozenim ¢;;x ~ N(O, o?).

Interpretace neznamych parametra:
= i je spole¢na ¢ast stfedni hodnoty sledované veli¢iny
m aq,...,& jsou efekty faktoru A, odchylky od p zplsobené viivem A
u 02 je rozptyl ndhodnych chyb
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Mg jako linearni regresni model

Y1 Zjl _
: =Xp | . t. Y= Xp0p
Yabnab tX
;\Y/—/ QO a
]

Jak vypada matice planu Xp odpovidajici modelu Mpg?
Jaké ma rozméry a hodnost?
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Mg jako linearni regresni model

% M
111 a -
: =Xp | . tj. Y = Xg0p
Yabnab tX
;\Y/—/ QO a
]

Jak vypada matice planu Xp odpovidajici modelu Mpg?
Jaké ma rozméry a hodnost?

Xp ziskame vynechanim poslednich b sloupcii z matice X.

Xp:nx (1+a), h(Xg) =a

Matice planu tedy opé&t neni plné hodnosti.
Odhad vektoru parametrii g se proto po&itd pomoci pseudoinverzni matice
05 = (XpXp) XpY,

anebo se pFid4 reparametrizatni rovnice Y7 ; a; = 0.
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Odhady parametrii v modelu Mp

ReSenim maticové rovnice pro linerani regresni model Mg lze spoditat:

Véta 4 (odhady parametrii modelu Mp)
Odhady parametri modelu

Mg : Yijk=y+uci +¢&ijk
metodou nejmensich &tvercii jsou rovny

u=Y.,
ap = 71'.. - 17...-

Odhad stredni hodnoty mé¥eni ve skupiné (A =i, B = j) modelu Mg je rovny

#p,ijk = Yi..
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Model M4

P¥i zkoumani vlivu faktoru A testujeme v modelu M hypotézu

HAO: uq:---:ucazo,
Ha e Elie{l,...,a}: 061';&0.

| \

Definice 5 (model M,)
Nahodné veli¢iny Yijk se Fidi modelem My, pokud

Yijk=4n  +PBj+eijx

proi=1,...,a,i=j,...,bak= 1,...,n;j, p¥i¢emZ ¢;j jsou stochasticky
nezavislé ndhodné velitiny s rozlozenim ¢;jx ~ N(O, a?).

Interpretace neznamych parametri:
= i je spole¢na ¢ast stfedni hodnoty sledované veli¢iny
m B1,...,By jsou efekty faktoru B, odchylky od p zplisobené vlivem B
w 02 je rozptyl ndhodnych chyb
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My jako linearni regresni model, odhady parametri

Jak vypada matice planu X4 pro model M 4?7 Jaké md rozméry a hodnost?
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My jako linearni regresni model, odhady parametri
Jak vypada matice pldnu X4 pro model M4? Jaké ma rozméry a hodnost?
X, ziskdme vynechdnim 2. aZ (a+1)-niho sloupce z matice X.

Xy:nx (14+b),  h(X4)=b

y

Véta 6 (odhady parametrii modelu M)
Odhady parametri modelu

Ma: Yige=pn  +pBj+eijk
metodou nejmensich Ctverci jsou rovny

p=Y.,
Bi=Y.,j. —Y..
Odhad stFedni hodnoty méteni ve skuping (A =i, B = j) modelu M, je rovny
Baijk = X.j..
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Minimalni model M,

P¥i zkoumani vlivu obou faktori vyjdeme testujeme v modelu Mg hypotézu

HAQ: 0(1=---=lxa=0,
Hyq Elie{l,...,a}: ucz-;éO. J

Definice 7 (model M)
Nahodné veli¢iny Yijk se fidi modelem My, pokud

Yije = + &ijk

proi=1,...,a,i=j,...,.bak= 1,...,n;j, pficemz €jk jsou stochasticky
nezavislé ndhodné velitiny s rozlozenim g;;x ~ N(O, o?).

Interpretace neznamych parametrd:
m U je stfedni hodnota sledované veli¢iny bez ohledu na kategorizaci dle faktori
» 02 je rozptyl ndhodnych chyb
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M, jako linearni regresni model, odhad

Y =Xou

Jak vypada matice planu Xy pro model My? Jaké ma rozmé&ry a hodnost?
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My jako linearni regresni model, odhad u

Y =Xou

Jak vypada matice planu Xy pro model My? Jaké ma rozmé&ry a hodnost?

Xo=1,, Xa:nx1l,  h(Xy) =1 J

Matice je v tomto modelu plné hodnosti a odhad parametru p pocitdme klasicky:

Véta 8 (odhady parametrii modelu M)
V modelu

Mo: Yijk=p + &ijk

Je odhad parametru yu metodou nejmensich &tvercii rovny

faije = (XpX0) ' XpY =Y.
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Shrnuti: modely a submodely

M :
Mg :
My -
My :

Yije = p+ai+ B+ €iji
Yijk=p+u + €ijk
Yijg=p  +pj+eijk
Yijk = p + €ijk

Jaké Yetézce submodell Ize vytvofit?

Ondrej Pokora, P¥F MU (2015)
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Shrnuti: modely a submodely

M Yije=p+ai+ B+ eiji
Mp: Yijp=p+u; + &k
Ma: Yijg=pn  +Bjteijk
Mo: Yijk=p + €ijk

Jaké Yetézce submodell Ize vytvofit?

YL G YL YR VI Vi G Y

Pro postupné testovani hypotéz v analyze rozptylu se voli vZdy jeden z Fetézcl
submodell, v praxi obvykle M — Mp — M.
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Praxe

V praxi voli v&tSina statistickych softward (mj. i R) odlignou stavbu modeld s
N = 0, ﬁ] = 0,

kdy se neuvaZuji reparametrizalni rovnice. Tato odliSnd parametrizace nema vliv
na vlastni vypolet, pouze parametry modell maji odli$nou interpretaci.

Prvni drovné& faktorli A a B jsou tedy stanoveny jako referen¢ni. Parametr y zde
interpretujeme jako st¥edni hodnotu kategorie (A =1, B =1), a efekty

Ky, ..., 0%, resp. Ba,..., By, vyjadtuji odchylky vlivem faktoru A, resp. B, od této
stfedni hodnoty.

Definice 9 (vyvazené tfidéni)

O vyvaZeném t¥idéni hovofime, pokud je pocet ve viech kategoriich stejny,

nj=p, i=1,...,4j=1,..b

PYi vyvéZeném t¥ideni dostdvdme n = abp, n;, = bp, n,j = ap.
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Soucty ctvercii

Skupinovy soulet &tverch Sg charakterizuje variabilitu mezi jednotlivymi
nahodnymi vybéry ve skupinach faktoru B, Jde tedy o soulet &tvercl rozdild
odhadii mezi modely M a Mp:

SRR m 17 a, & 3 \2 b ) —
SB:ZZZ(”"]"‘_VB/iJk) 22”1] _Y...) =ap ZY_j_—nY
i=1j=1k=1 =4 =

Podobné S, charakterizuje variabilitu mezi jednotlivymi ndhodnymi vybéry ve
skupinach faktoru A. Musime v8ak dodrZet pofadi submodell v Fetézci, po&itame
proto soulet &tvercl rozdilti odhadl mezi modely Mg a My:

a b M

2 a b _ b —
Sa= Z 2 Z (VB ijk— ,uO,ijk) =YY i (Yi.— Y___)2 =bp ZY% —nY..

i=1j=1 =1

Celkovy soucet &tvercl charakterizuje variabilitu jednotlivych pozorovani kolem
celkového priiméru, bez ohledu na faktory. Jde tedy o soudet &tvercl rozdili
odhad{ mezi pozorovanymi veli¢inami a modelem Mj:

a b Mj a b
STZZZZ(Yijk—ﬁo,ijk) Z;

i=1j=1k=1 i=1

nij nij

Z( le_i) ii Yizjk_n?---

i=1j=1k=1
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Soucty ¢tvercti

RezidudIni soulet &tverci charakterizuje varibilitu nevysvétlenou modelem M:

(Yijk - ﬁz‘jk)z = i i Y (Yijk Y. - Y. +17...)2

Analyza rozptylu dvojného t¥idéni je zaloZena na porovnani podild roztpyli Sg/ S
a 54/S. vazenych odpovidajicimi stupni volnosti.
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ANQOVA tabulka dvojného t¥idéni bez interakci

P¥edchazejici pojmy se shrnuji v tzv. tabulce analyzy rozptylu dvojného t¥idéni:

Zdroj Soucet Stupné Podil p-hodnota
variability |&tverci volnosti
sS df MsS=% | F=12%

Fidky (A Sa dfs=a—1 | MSy,=234|Fy=%4|prF>F,
s MS,

sloupce (B Sp dfg=b—1 | MSg= 38 | Fg=M% | p(F>Fy
de MS,

rezidualni Se |dfe=n—a-b+1] MS.= g - -

celkovy St dfr=n—-1 - - -
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Testovaci statistiky

Véta 11

Rozdil mezi modely M a Mg ovéfujeme pomoci testové statistiky

. _ S8/dfs
B s, /df,

kterd ma za platnosti Hgy rozdéleni pravdépodobnosti
FB ~ F(de,dfg) = F(b — 1,1’1 —a—>b + 1).
Rozdil mezi modely Mg a My ovéFujeme pomoci testové statistiky

_ Sa/dfa
= S df,

ktera ma za platnosti Hyg rozdéleni pravdépodobnosti

Fy

FA NF(de,dfe) ZF(LZ— 1,n—a—b+1).
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Vysledek testovani

Véta 12
Porovnavame modely M a Mpg. Pokud

_ Sp/dfg
a Se/dfe

zamitneme na hladiné vyznamnosti « nulovou hypotézu Hpgg, tzn. statisticky

prokdZeme vliv faktoru B (sloupce).
Pokra&ujeme porovnanim modeli Mg a My. Pokud

F _ Saldfa
AT S, /df,

zamitneme navic na hladiné vyznamnosti & nulovou hypotézu H g, tzn. statisticky
prokdZeme také vliv faktoru A (Fidky).

PB zFl_a(b—l,n—a—b—i—l),

>F 4a—1,n—a—b+1),

v

Ondrej Pokora, P¥F MU (2015) MA012 istika Il — 2. D a ANOVA 29/49




v ’

Postup testovani ve dvojném tFidéni

1. M — Mg

Pomoci Fp testujeme rozdily mezi sloupci (faktor B) a pfitom p¥ihlizime
k eventudinim ¥adkovym efektiim.

2. Mg — My

Pomoci F4 testujeme rozdily mezi ¥adky (faktor A), nebereme v3ak v dvahu
ptipadny vliv sloupcovych efekt.

| A\
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v ’

Postup testovani ve dvojném tFidéni

1. M — Mg

Pomoci Fp testujeme rozdily mezi sloupci (faktor B) a pfitom p¥ihlizime
k eventudinim ¥adkovym efektiim.

2. Mg — My

Pomoci F4 testujeme rozdily mezi ¥adky (faktor A), nebereme v3ak v dvahu
ptipadny vliv sloupcovych efekt.

| A

| \

jiny postup: M — M,y — My

Analyzu rozptylu mizeme ale provést také v fetézci M — My — My, &imz
dokazeme testovat rozdily mezi ¥adky (faktor A) p¥i p¥ihlédnuti k eventudlnim
sloupcovym efektim.

A\

V pfipadé vyvazeného designu vyjdou analyzy obou Fet&zci stejné. Pro nevyvaZeny
design mohou analyzy obou fetézcl vyjit odlisné.

vy
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Mnohonasobné porovnavani

Zjistime-li vyznamny rozdil mezi ¥adky (faktor A), zjistujeme dale, které ¥adky
(drovné faktoru A) se od sebe signifikantné [i3i. K ov&feni mdme op&t Scheffého
metodu a Tukeyovu metodu, z nichZ v praxi vybirdme tu, ktera je citlivgjsi.

VyuZivdme p¥itom nasledujici tvrzeni:

Za platnosti M jsou veli¢iny (171 e .,l_/a ) stochasticky nezavislé a plati

_ 1 b o2 ’
Y;.~N ﬂ+“i+5i;ﬁ]‘,w , i=1,...,a.

Zjistime-li vyznamny rozdil mezi sloupci (faktor B), analogicky zjistujeme, které
sloupce (trovng& faktoru B) se od sebe signifikantng [i3i.
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Porovnani fadka (faktor A)

Porovngvani ¥adka (A = u) a (A = v) odpovida porovnavani efektl ay, a ay.

Véta 14 (Scheffého metoda)

Hypotézu o rovnosti o, = a, zamitame, pokud

- = 2(a—1)S,
|Yy..— Yo.| > \/bp(n—a—b+l) Fi 4,(a—1,n—a—b+1).

Véta 15 (Tukeyova metoda)

Hypotézu o rovnosti o, = a, zamitame, pokud

- o S
|Yu.._Yv..| > \/bp(n—ae—b—kl) qlﬂx(a,n—a—b—i—l).
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Porovnani sloupct (faktor B)

Porovnavani ¥adkii (B = u) a (B = v) odpovida porovnavani efektdi B, a Bo.

Véta 16 (Scheffého metoda)

Hypotézu o rovnosti B, = B, zamitame, pokud

- 2(b—1)S.
|Y.u._Y.v.| > \/ap(n—a—b+1) Fl,a(b—l,n—a—b—i—l).

Véta 17 (Tukeyova metoda)

Hypotézu o rovnosti B, = By zamitdme, pokud

— _ S,
Y.u.— Y. > \/ap(n—a—b—i-l) J1-a(bn—a—b+1).
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Dvojné t¥idéni s interakcemi (vyvazené)

U dvojného tFidéni se Casto stava, Ze se Fadkové a sloupcové efekty jen prosté
nes&itaji, jak to predpokladd nas model M.
V takovych situacich uvaZujeme nasledujici komplexné&jsi model.

Definice 18 (model M..)

Nhodné velitiny Y;;y se Fidi modelem M., pokud

Yijk = ‘u+0£,'+,3]‘+)ti]'+€ijk

proi=1,...,a,i=j,...,bak=1,...,p, pfitemz &;jk jsou stochasticky
nezdvislé ndhodné velitiny s rozloZenim ¢;;; ~ N(0O, 0?).

Interpretace nezndmych parametr(:
= 1 je spole¢nd ¢ast stfedni hodnoty sledované veli¢iny
® q,...,0% jsou efekty faktoru A,
® B1,..., By jsou efekty faktoru B,
m Ay (i=1,...,a, j=1,...,b) jsou tzv. interakce,
u 02 je rozptyl ndhodnych chyb
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Model M,

Zapiseme M, jako linedrni regresni model:

Y = X* (,ulwlw--10611/,811--~/,Bb/Allr--~/)\ub)/

vektor parametri 6.

Jaké rozméry a jakou hodnost ma matice planu X,7
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Model M,

Zapiseme M, jako linedrni regresni model:

Y = X* (,ulwlw--10611/,811--~/,Bb/Allr--~/)\ub)/

vektor parametri 6.

Jaké rozméry a jakou hodnost ma matice planu X,7

X.:nx (1+a+b+ab), h(X) =ab

Matice planu neni plné hodnosti.
Model se obvykle Yedi p¥iddnim reparametrizaénich rovnic
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Odhady parametrii v modelu M,

Véta 19 (odhady parametri modelu M,)

Odhady parametri modelu

M.t ptai+ B+ Aij + €ji

metodou nejmensich &tverci jsou rovny

=Y.

~

N =

=
=

Bi=Y;.-Y.,
Aij =Y, — Y, - Y, 4+ Y...
Odhad stFedni hodnoty mé¥eni ve skupiné (A =i, B = j) modelu M, je rovny

=

Hrijk = Yij.-

Porovnejte s odhady pro model M.
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Soucty ¢tvercti

PFi vyvaZeném dvojném tFidéni s interakcemi plati:
b ; .
Sg=ap Z Y5, —nY.,
j=1
h f—
Sa=bp ) Y] —nY.,
=1
a b M"j ) .
St = 22 Yijk_nY...r
i=1j=1k=1
a b j ) a b )
Se=3 ) Y Yiu—-pPY ) Vi,
i=1j=1k=1 i=1j=1
Sap =ST—S4— S —Se. )

Porovnejte se soutty &tvercli pro model M.
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ANOVA tabulka dvojného t¥idéni s interakcemi

Tabulka analyzy rozptylu dvojného t¥idéni s interakcemi:

Zdroj ,?oucvet; Stupné& Podil p-hodnota
variability |Ctverci volnosti
sS df MS =2 F=2%

¥idky (A) Sa dfsg=a—1 | MSy= % Fp=5% | P(F>Fy)
sloupce (B) | Sg dfg =b—1 MSp = % Fg = | P(F>Fp)
interakce Sap |dfas=(a—1)(b—1)| MSyp = jﬁ Fap = Y348 | P(F > Fyp)
rezidualni Se | de=n—ab | MS.= 3 - -
celkovy St dfr =n—-1 - - -
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Testovani v modelu s interakcemi

Testovani ve dvojném t¥idéni s interakcemi probihd obvykle v ¥etézci submodeld
M, — M — Mg — Mp.
P¥i vyvaZzeném tfidén( Ize Yetézec submodelii libovoln&€ ménit bez zmény vysledku.

Porovndavame modely M, a M. Pokud

Sap/d
Pan = 420080 > By (4= 1)(b=1),n—ab),

zamitneme na hladiné vyznamnosti & nulovou hypotézu
H*O:Aij:O, i=1,...,ﬂ,j:1,...,b,

tzn. statisticky prokaZeme vliv interakci fadkd a sloupcii.

Porovnavani dvojic ¥adki a dvojic sloupci se dale provadi podle Vét 14-17, v nichz
se upravi potet stupiid volnosti df, tak, Ze (n —a — b+ 1) nahradime (n —ab).
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Shrnuti

k €emu se pouziva jednoduché a dvojné t¥id&ni (s interakcemi)
testy ovéfeni podminek — normalita dat, homogenita rozptyli
linedrni regresni modely, vyznam parametrd, Fetézec submodell
hypotézy a jejich souvislost s testovanim submodeli

testovaci statistiky v analyze rozptylu zaloZené na soultech &tvercli
interpretace vysledki v ANOVA tabulce

vypolet efektd a interakci a jejich interpretace

vypolet stfednich hodnot ve skupindch

metody mnohondsobného porovndvani
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ANOVA v R

Funkce pro analyzu rozptylu:
model <- aov (formule, data)
Zapis formule:

# jednoduche trideni

Y © faktorA

# dvojne trideni bez interakci

Y © faktorA + faktorB

# dvojne trideni s interakcemi

Y © faktorA + faktorB + faktorA:faktorB
# dvojne trideni s interakcemi

Y faktorA * faktorB

Porovnani regresnich modeli:

modell <- 1m (formulel, data)
model2 <- 1m (formule2, data)
model <- anova (modell, model2)
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Priklad

Priklad 1

Zkoumaji se vynosy sena v tundch na hektar v zavislosti na typu pidy a na
zplisobu hnojeni. KaZda kombinace byla realizovana CtyFikrat, nezavisle na sobé.

[t/ha]
typ pudy (A) Bez hnojeni

zpisob hnojeni (B):
chlévska Mirva  Vdpenaté hnojivo

Normdini | 2,8, 3,2, 3,0; 3,0 3,7, 3,6, 3,9, 3,6 34,38 3,7, 3,6
Kyseld 31; 27,3029 34, 34;30 38 4240 41; 39

:5 Nor.V —
2
£ NorM —
3
Q.
& KysV o
>
©
a

e - e IR I S
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ANOVA tabulka dvojného tfidéni

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr (>F)
puda 1 0.002 0.0017 0.027 0.871
hnojeni 2 3.182 1.5912 25.752 2.93e-06 x*x*
Residuals 20 1.236 0.0618

Tables of means

Tables of effects Grand mean
puda 3.45
puda puda
Kys Nor puda
0.008333 -0.008333 Kys Nor
hnojeni 3.458 3.442
hnojeni hnojeni
B M v hnojeni
-0.4875 0.1000 0.3875 B M \U
) 2.963 3.550 3.838
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(Intercept) pudaNor hnojeniM hnojeniV
2.97083333 -0.01666667 0.58750000 0.87500000

Scheffé (typ pady) Scheffé (zpisob hnojeni)

trt means M trt means M
1 V 3.8375
1 Kys 3.458333 a ) Y 3 5500 :
2 Nor 3.441667 a 5 . 2.9625 :
95% family-wise confidence level 95% family—wise confidence [evel ’
M-B }—’—{
Nor-Kys — } } } v-g }—'—{

v-m Al

T T T T T T T T T T
-02 -01 0.0 0.1 0.2 00 02 04 06 08 10 12

Differences in mean levels of puda Differences in mean levels of hnojeni
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ANOVA tabulka dvojného tfidéni s interakcemi

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr (>F)
puda 1 0.002 0.0017 0.044 0.83658
hnojeni 2 3.182 1.5912 41.814 1.72e-07 s**%*
puda:hnojeni 2 0.551 0.2754 7.237 0.00494 =xx
Residuals 18 0.685 0.0381

parametry (nahote efekty, dole interakce)

| \

(Intercept) pudaNor hnojeniM hnojeniV

2.925 0.075 0.475 1.125
pudaNor :hnojeniM pudaNor:hnojeniV
0.225 -0.500
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Tables of effects

puda
puda
Kys Nor
0.008333 -0.008333
hnojeni
hnojeni
B M Y
-0.4875 0.1000 0.3875
puda:hnojeni
hnojeni
puda B M
Kys -0.04583 -0.15833
Nor 0.04583 0.15833

Tables of means
Grand mean
3.45
puda
puda
Kys Nor
3.458 3.442
hnojeni
hnojeni
B M \
2.963 3.550 3.838
puda:hnojeni

v hnojeni
0.20417 puda B M Y
-0.20417 Kys 2.925 3.400 4.050
) Nor 3.000 3.700 3.625
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Scheffé (typ pidy)

trt means M
1 Kys 3.458333 a
2 Nor 3.441667 a

Scheffé (zpiisob hnojeni)

trt means
1 V 3.8375
2 M 3.5500
3 B 2.9625

o o e =

95% family-wise confidence level

Nor-Kys —

T T T T T T
-0.15 -0.05 0.05 0.15

Differences in mean levels of puda

Ondvej Pokora, P¥F MU (2015)

95% family-wise confidence level 95% family—-wise confidence level

M-B | ’—'—{ Nor:B-Kys:B —_—
Kys:M-Kys:B —_—
Nor:M—Kys:B - —_—
Kys:V-Kys:B —_—
Nor:V-Kys:B | —_—
Kys:M-Nor:B - —
Nor:M-Nor:B At

V-B }—’—{ Kys:V-Nor:B —_—
Nor:V-Nor:B —_—
Nor:M-Kys:M | —_—
Kys:V-Kys:M B —
Nor:V-Kys:M — —t——t
Kys:V-Nor:M ——
Nor:V-Nor:M - —_——

V-M }—‘—‘ Nor:V-Kys:V o +—————

T T T T T T T T T
00 02 04 06 08 10 -05 00 05 1.0 15

Differences in mean levels of hnojeni Differences in mean levels of puda:hnojeni
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ANOVA tabulka jednoduchého t¥idéni

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr (>F)
group 5 3.735 0.7470 19.63 1.02e-06 *xx*x*
Residuals 18 0.685 0.0381

| A

parametry
(Intercept)
2.925
groupKys.M groupKys.V groupNor.B groupNor.M groupNor.V
0.475 1.125 0.075 0.775 0.700

Tables of means
Grand mean
3.45
group
group
Kys.B Kys.M Kys.V Nor.B Nor.M Nor.V
2.925 3.400 4.050 3.000 3.700 3.625
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Tables

of effects

group
group
Kys.B Kys.M Kys.V Nor.B Nor.M Nor.V
-0.525 -0.050 0.600 -0.450 0.250 0.175
95% family—wise confidence level
Scheffé (pida.hnojeni) 'T\P,SS'{"/ &535 ] -
or.B-Kys.B — a—
Norv—KyS B —
or.V-Kys.B — —_—
trt means M K s.V—K))/lsM 7
1 Kys.V 4.050 a or.B-Kys.M — m—
2 Nor.M 3.700 ab '\,ilil%r,“\"é &vgg ] R —
3 Nor.V 3.625 ab Nor M= Kg/,sv— 3
4 Kys.M 3.400 bc NorRA/Ks\B/— —
5 Nor.B 3.000 c NorV-_NorB A
6 Kys.B 2.925 ¢ NorV=NorM —
¢ -1.5 -0.5 0.5 1.5
Differences in mean levels of group
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