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Motivacni ptiklady

Ptiklad 1
Byly sledovdny vydaje (V) 7 domdcnosti (v tisicich K& za 3 mésice) za potraviny
a ndpoje v zavislosti na po¢tu &leni domdcnosti (C) a na &istém pFijmu (P)
domdcnosti (v tisicich K& za 3 mésice).

V| 40 30 40 10 60 40 50
C 4 2 4 1 5 5 4
P | 100 80 120 30 150 120 130

Zkoumejte zavislosti (asociovanost) veli¢in.

Pfiklad 2

20 déti riizného véku se podrobilo pedagogicko-psychologickému vyzkumu,

v ramci néhoZ mj. odpovidaly na tytéZ otazky testu a byly vaZeny.

Prekvapivy vysledek pFinesl korela&ni koeficient mezi hmotnosti déti a poctem
bodii dosaZenych v testu, jehoZ hodnota vysla 0,968. Znamend to, Ze obezita ma
pozitivni vliv na schopnost uceni? Prozkoumejte z3vislosti (asociovanost) veli€in.

| A

v
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Teorie pravdépodobnosti: korela¢ni koeficient
Z teorie pravdépodobnosti si zopakujme &iselné charakteristiky:
rozptyl: DX = E(X?) — (EX)?,

kovariance: C(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)] = E(XY) — EXEY,
CY) gy
VDXVDY

Uvédomme si, Ze v8echny uvedené &iselné charakteristiky jsou teoretické povahy,
nebot k vypottu stfednich hodnot potfebujeme znat hustoty pravdépodobnosti,
resp. pravdépodobnostni funkce, ndhodnych veli¢in X, Y:

korelaéni koeficient: pxy =

EX = 7xf(x)dx, E(X?) = 7x2f(x)dx, E(XY) = //xyf(x,y)dxdy,
oo —0 R2

=Y xp(x)dx, E(X?) =Y *p(x)dx, EXY)=Y Y xyp(xy)dx

Xy
V praxi viak mame pouze ndhodné vybéry, ne hustoty/pravdépodobnostni funkce.
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Vybérovy korela¢ni koeficient

Definice 1 (vyb&rovy korelaéni koeficient)

P¥edpokladame, Ze mame dvoudimenziondlni ndhodny vybé&r rozsahu n,

!/
((Xl, Yl)/ ceey (Xn/ Yn)) .
Miru linedrni zavislosti (asociovanosti) ndhodnych veligin X a Y odhadujeme
pomoci Pearsonova vybérového korelaéniho koeficientu

o Sxy vybé&rova kovariance
Xy = /52 . /g2 ~ soutin vyb&rovych smérodatnych odchylek’
X Y

Pro praktické vypolty se pouziva tvar

n . — n P
L '21()(,‘ —-X)(Y;-Y) Zl(Xi Y;))—nXY
1= =
Xy = = :
n _ n _ n ) n )
\/ﬁ ~21(Xi = X)z\/anl _zl(yi -Y)2 zl X? —nX _zl Y]? nY
1= = 1= =
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Ptiklad 1: vypocet rcy

rcy = .
cv nC2 P V2 _ o,
i—1&; — 1 LimVi—n

priméry

V 40 30 40 10 60 40 50 38,571
C 4 2 4 1 5 3 4 3,286
P 100 80 120 30 150 120 130 | 104,286
souclty

(Y] 160 60 160 10 300 120 200 1010
C-P 400 60 160 10 300 120 200 2700
P-V | 4000 2400 4800 300 9000 4800 6500 31800
V2 1600 900 1600 100 3600 1600 2500 11900
C2 16 4 16 1 25 9 16 87
P2 | 10000 6400 14400 900 22500 14400 16900 85500

1010 — 7 - 3,286 - 38,571 122,790

\/87 —7-3,28621/11900 — 7 - 38,5712 /11,415 - 1485,846

rcv
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Vybérové ciselné statistiky v R

vybérovy primér

vybérovy rozptyl

%

vybérova smérodatna odchylka \/S§(
vybé&rova kovariance Sxvy
vybérovy korela¢ni koeficient Xy

mean (X)
var (X)
sd (X)
cov (X, Y)

cor (X, Y)
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Test vyznamnosti korela¢niho koeficientu

Kromé vlastniho odhadu korela&niho koeficientu v praxi potfebujeme testovat
hypotézu nekorelovanosti veli¢in X a Y,

Hp:pxy =0,  Hi:pxy #0. J
K tomu slouZi statistika T, kterd md za platnosti Hy Studentovo t-rozdéleni,
n—2
T= 12 ~ tn—2)

Véta 2 (Test vyznamnosti Pearsonova korelaéniho koeficientu)

Hy zamitneme na hladiné vyznamnosti &, pokud

T 2>t _n/(n—2).

V R je test implementovan ve funkci  cor.test (X, Y)

Ondvej Pokora, P¥F MU (2015) MAQO12 Statistika Il — 5. Korela&ni analyza | 7/33



Obecny test korela¢niho koeficientu

Pro testovani hypotézy, Ze korelagni koeficient je rovny zvolenému pp,

Hpo:pxy =po,  Hai:pxy # po, J
navrhnul R. A. Fisher statistku

Definice 3 (Fisherova Z-transformace)

1+r
1—7+'

kterd ma za platnosti Hyg normalni rozdéleni s

Z:%In

EZ— i it py_ .
2 1-po n—3

Véta 4 (Obecny test Pearsonova korelagniho koeficientu)

Hyog zamitneme na hladiné vyznamnosti «, pokud

Vi3 1. 1+pp

Z—=In Z Up_y /2-
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Ptiklad 1: test vyznamnosti rcy

5 ., ,
T = 0,942,/ 109422 — 6,326 > ty975(5) =2,571 = pcy je vyznamny

1, 140942 .
\/E‘Zlnli.w—O‘ =3526 > uy_np =196 = pcy Jje vyznamny

cor.test (C, V)

data: C and V
t = 6.3263, df = 5, p-value = 0.001455
alternative hypothesis: true correlation is not equal to O
95 percent confidence interval:
0.6544368 0.9917452
sample estimates:
cor
0.9428374
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Prakticky vyznam korelac¢niho koeficientu

Hy nezamitneme, r = 0:

= neni prokazana linedrn{ zavislost veli¢in X a Y

r =~ 1, Hy zamitneme:

—> je prokazana lineadrni zavislost veli¢in X a Y, &m v&tsi X tim vétsi Y
r ~ —1, Hy zamitneme:

= je prokazand linearni zavislost veli¢in X a Y, &m vétsi X tim mensi Y

Spocitali jsme rcy = 0,942.
Lze tedy tvrdit, Ze &im v&tsi potet &lend v domacnosti (C), tim v&tsi celkovy &isty
prijem (P) domdcnosti? Opravdu toto na3e data potvrzuji?
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Kovarianéni matice

Definice 5 (Vybé&rova kovarian&ni matice)

P¥edpokladejme, Ze sledujeme celkem p ndhodnych veli¢in Xy, ..., X, a mdme
p-rozmérny ndhodny vybér rozsahu n,

X11, -+, Xi1p)

(anl Tty an)

Vybérova kovarianEni matice je matice vyb&rovych kovarianci S;; = Sx,

s={Si}l_,.

]

Sx, 12 ik — Xi) (Yjx = Yj), i,j=1,...,p

S je symetrickd &tvercova matice rozméru p X p, hodnoty na hlavni diagonale jsou
rovny vyb&rovym rozptylim Sg(l, . "'S%(p' Matice je vZdy pozitivné semidefinitni.
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Korela¢ni matice

Definice 6 (Vybé&rova korelatni matice)

Vybérova korela&ni matice je matice vyb&rovych korel. koeficientd r;; = X, X;'

R={rij}} -

5X; X
X, X, = —F/—F/—
]
\/S% /5%
1 1

R je symetrickd ¢tvercovd matice rozméru p X p, na hlavni diagondle jsou jedni(:ky.J

Kovarianéni a korelaéni matice v R

cov (X), cor (X),

kde X je matice, jejiz sloupce tvofi ndhodné vybéry z jednotlivych veli¢in.

Pro vypocty p-hodnot testii vyznamnosti korelagnich koeficientl je viak vhodn&jsi
pracovat s funkci rcorr z library (Hmisc).
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Pt¥iklad 1: priiméry, kovarian¢ni a korelaéni matice

apply (X, 2, mean)
cov (X)
cor (X)

C P v
3.285714 104.285714 38.571429

C P \
C 1.904 50.238 20.476
P 50.238 1561.904 607.142
V 20.476 607.142 247.619
¢ P v
C 1.000 0.921 0.942
P 0.921 1.000 0.976
V 0.942 0.976 1.000
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Graficka zobrazeni

Scatter plot

Tzv. scatter plot je zobrazeni dvourozmé&rnych zavislosti mezi vsemi dvojicemi
nahodnych veli¢in. Kresli se ve tvaru matice graft, kdy na pozici (i, j) je
vykreslena zdvislost X; na X; pomoci bodového grafu z hodnot odpovidajicich
nahodnych vybéri.

V R: pairs (X)

Korelogram

Vizudlni reprezentaci korelaéni matice R dava tzv. korelogram. Kresli se ve tvaru
matice grafi, kdy na pozici (i, j) je graficky zobrazena hodnota rx, x; spolu
s informaci o vyznamnosti daného korela¢niho koeficientu.

V R: pomoci funkce corrplot z library (corrplot)
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Pt¥iklad 1: scatter-plot

40 60 80 120
L

10 20 30 40 50 60

T T
12 3 a4 s 10 20 30 40 50 60
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Pt¥iklad 1: korela¢ni marice, p-hodnoty, korelogram

R <- rcorr (X)
R$r
R$P

corrplot (R$r, p.mat=R$P)

C 1.000 0.921 0.

o

0.921

[y

.000

C NA 0.003 O.
.000

)
o

.003 NA O
vV 0.001 0.000

942

0.976
V 0.942 0.976 1.

000

001

NA
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Priklad 1

C
C 1.000
0.921
V 0.942

jav)

jav)
o

.003
V 0.001

=

P

.921
.000

0.976

.003

NA

.000

o

v

.942
.976
.000

.001
.000

NA

4

[8) a >
C‘ . .
P . ‘ .
V . . '

Vsechny tFi dvojice korela¢nich koeficienti jsou velmi blizké hodnoté 1, a zarovei
jsou v8echny vyznamné. To ukazuje na lineadrni zavislost v souhlasném smyslu mezi

viemi tfemi dvojicemi ndhodnych velicin.

Nap¥. &m v&tsi potet &lenl v domdacnosti (C), tim vE&tsi celkovy &isty prijem (P)

domdcnosti? Opravdu toto nase data potvrzuji?

Ondvej Pokora, PFF MU (2015)
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Opakovani: linearni regresni model

V linedrnim regresnim modelu jsme dosud pracovali jen s regresni funkei Y = f(x),
kterd byla linedrni vzhledem ke svym parametriim B. V p¥ipadé znalosti
dvoudimenziondlniho ndhodného vyb&ru rozsahu n,

(X1, Y1), -+, (X, V),

Ize linedrni model s k parametry zapsat v maticovém tvaru

Y = XB,
Yy Bo
kde Y=|:|,p=]| :
Yn ,Bk—l

a sloupce matice pldnu X rozméru (n X k) jsou tvo¥eny odpovidajicimi funkcemi
hodnot x1,...,x,.

- o . . . . _ vk—1 i
P¥ipomeiite si nap¥. model s regresni funkci tvaru polynomu Y‘— Yo Bix,
kde parametry By, ..., Bx_1 odpovidaji koeficientim mocnin x'.
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Mnohonasobna linearni regrese

Obecné& v3ak Ize pracovat i s regresnim modelem, kde jednorozmérnou mahodnou
veli¢inu Y modelujeme skupinou p ndhodnych veli¢in Xy, ..., X,. Vychdzime ze
znalosti (p 4 1)-dimenziondIniho ndhodného vyb&ru rozsahu n,

(X11, -+, Xip)

(Xi’l 1, =y an)
a model mnohonasobné linearni regrese zapiSeme v analogickém tvaru
Y = XB.

Prvni sloupec matice X je tvoren n jedni¢kami, dalsi sloupce jsou postupné tvofi
ndhodné vyb&ry rozsahu n jednotlivych ndhodnych veligin,
1 X1, -, Xip g? Y1
Xx=1: | B= | Y=
1 Xp1, -0, Xu '

P 5]9
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Mnohonasobna linearni regrese

Pracujeme tedy s modelem s maticovym zapisem
Y =X

s matici pldnu X rozm&ru n x (p+1) a's (p+ 1) parametry, pro jehoZ Yeseni
pouZivdme klasicky postup odhadu parametr metodou nejmensich &tvercl, tzn.

B=(XX)"'XY, Y=XxX(XX)"'XY.
H
Parametry B1,...,Bp (ne Bo) jsou pFitom linedrni koeficienty jednotlivych
ndhodnych veli¢in X3, ..., X,, pomoci nichz modelujeme vyslednou veli¢inu Y, tj.

Geometricky vyznam

Y =Bo+BiXi+ -+ BpXp.

Grafem je p-dimenzionalni (nad)rovina v prostoru dimenze (p + 1).
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Pt¥iklad 1: mnohondasobna linearni regrese

model mnohondsobné linearni regrese: V = Bo + B1P + B2C

model <- 1m (V °~ P + C, data = tabulka)
summary (model)

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept) -1.74142 4.08119 -0.427 0.6916
B 0.28320 0.09473 2.990 0.0404 =*
C 3.28056 2.71254 1.209 0.2931

Residual standard error: 3.571 on 4 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9657, Adjusted R-squared: 0.9485
F-statistic: 56.25 on 2 and 4 DF, p-value: 0.001179

MNC-odhady: By = 0,283+ >0, B, =3281>0, R?>=0966, Fx
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Pt¥iklad 1: scatter-plot a regresni rovina

AAAAAA

120

40 60 80

10 20 30 40 50 60

vvvvvv
12 3 4 s 10 20 30 40 50 60

rovnice regresni roviny: V =-1,741+ 0,283 P + 3,281 C
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Mnohonasobna korelace (multiple correlation)

Definice 7 (Koeficient mnohonasobné korelace)

Celkovou miru zdvislosti mezi ndhodnou veli¢inou Y a ndhodnymi veli¢inami
X = (Xy,...,Xp) popisujeme koeficientem mnohonasobné korelace, co? je

korelagni koeficient mezi Y a nejlepsi linearni aproximaci Y pomoci veli¢in X,

py.x=p(Y, Y).

Jednd se tedy o nejv&tsi ze vech absolutnich hodnot korelagnich koeficientdi mezi
Y a libovolnou linedrni kombinaci Y* veli¢in X,

py.x = max [p(Y, Y*)|.
lin, Y*

Vybérovy koeficient mnohonasobné korelace
mezi ndhodnou velitinou Y a ndhodnymi velicinami X = (Xy,...,X;) je

ry.x = T’(Y, ?),

kde Y je odhad v LRM Y = Bg + X By. Y “XL +... +Xp
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Parcialni korelace (partial correlation)

Definice 8 (Koeficient parcialni korelace)

Miru ryzi zavislosti mezi nahodnymi veli¢inami Y a Z p¥i eliminaci vlivu
nahodnych veli¢in X = (Xj,...,X,) popisujeme koeficientem parciélnl'
korelace, coZ je korelagni koeficient mezi rezidui Y — YaZ-2Z p¥i nejlepsich
linedrnich aproximacich YaZ pomoci veli&in X,

Pyz.-X = p(Y—?, Z—Z).

Vybérovy koeficient parcidlni korelace mezi nahodnymi veli¢inami Y a Z pfi
eliminaci vlivu ndhodnych veli¢in X = (Xl,...,Xp) je

ryz. x—r(Y ,Z Z)

ry rz

kde Y a Z jsou odhady v LRM Y = By +XB a Z = ay+ Xa.
Y "Xl +... +Xp, Z X1 +...+Xp

v
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Geometricky vyznam parcialni korelace rxy.»

l//
\ " \ I '.Y / /

= I
Yy
5

P¥edloha: wikipedia.org

Ondvej Pokora, PFF MU (2015)

" /

Sz = (nad)rovina kolma na z
X = nejlepsi linedrni odhad veliginy
X pomoci z v modelu

X=(1,2)B

ry = X — X = rezidua veliginy x,
ry = kolmy priimét x do S;

7 = nejlepsi linedrni odhad veli¢iny
y pomoci z v modelu

Y= (1,2)B
ry =y — Y = rezidua veli€iny y,
ry = kolmy priimét y do S;
parcidlni korelaéni koeficient

rxy.z = OS¢ = cos|<ry, ry|
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Semiparcialni korelace (semipartial/part correlation)

Definice 9 (Koeficient semiparcialni korelace)

Miru ryzi zavislosti mezi nahodnymi veli¢inami Y a Z p¥i eliminaci vlivu
nahodnych veli¢in X = (Xj,...,Xp) na velitinu Z popisujeme koeficientem

semiparcialni korelace, cozZ je korela¢ni koeficient mezi Y a reziduem Z — Z pfi

nejlepsi linedrni aproximaci Z pomoci veli¢in X,

oyz.x) =p(Y, Z=2Z).

Vybérovy koeficient parcialni korelace mezi nahodnymi veli¢Ginami Y a Z pfi

eliminaci vlivu ndhodnych velitin X = (X, ..., X}) na velitinu Z je

ryzx) =Y, Z-2),
r7

kde Z je odhad v LRM  Z = &g + Xa.

Z “X1+...

+Xp
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Geometricky vyznam semiparcialni korelace

semiparcialni korela&ni koeficient

X (v.7) = COS|<IX, ry|

semiparcialni korelagni koeficient

\

\\ Iw
N,

LA Py (x.2) = cosl<ty, 74l
Yy
J

Ptedloha: wikipedia.org
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Funkce pro vybérové korelacni koeficienty v R

Pearsontiiv ryz rcorr (X) *
cor (X, Y)
cor.test (X, Y)
cor (X)
parcidlni ry7.X pcor (X) %
pcor.test (X, Y) %
semiparcidlni Y (z-X) spcor (X) *
spcor.test (X, Y) %
mnohonasobny ry.x R? ve vysledku LRM funkci 1m
* library (Hmisc), * library (ppcor)
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Vypocty pomoci korelacni matice R

V softwarech se obvykle vyb&rové korelaéni koeficienty a p-hodnoty testi
vyznamnosti poé&itaji pomoci maticovych operaci s korelaéni matici R.

Nap¥. pro skupinu 3 ndhodnych veli¢in X, X, X3 s vyb&rovou korelaéni matici
1 r2 ns
R=|[ro 1 s3] plati:
rs 13 1

2 2 2
134 +1’32 —21’31 13,712

r3.12 = 5 ’
1-7r1,
_ _ 12 — 113723
r12.3 =121.3 = ,
\1=71254/1 =713,
_ N2—"ri313 _ N2—n3ns

"1(2-3)

m ’ 2(1.3) = m
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Pt¥iklad 1: Korelogramy
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Pt¥iklad 2: mnohondasobna linearni regrese

model mnohondsobné linedrni regrese: Body = Bo + B1Hmotnost + B Vek

model <- 1lm (body ~ hmotnost + vek, data = tabulka)
summary (model)

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept) 11.06490 1.23693 8.945 7.72e-08 *x*x
hmotnost 0.09466 0.12090 0.783 0.444
vek 3.19203 0.51068 6.252 8.77e-06 *xx

Residual standard error: 1.377 on 17 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9806, Adjusted R-squared: 0.9784
F-statistic: 430.4 on 2 and 17 DF, p-value: 2.753e-15

MNC-odhady: By =0,095>0, By =23192>0x#x, R2=0981, Fx

Ondvej Pokora, PFF MU (2015) MAO012 Statistika Il — 5. Korela&ni analyza | 31/33



Pt¥iklad 2: scatter-plot a regresni rovina

35 40 45 50 55 60
L

8 8 rs
s L
hmotnost o ? [T
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: ] [
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% :
o body L |
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N 50 7|
.
LT | 20 7
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rovnice regresni roviny: Body = 11,065 + 0,095 Hmotnost + 3,192 Vek
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Pt¥iklad 2: korelogramy
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