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Onďrej Pokora, PřF MU (2015) MA012 Statistika II – 6. Korelačńı analýza II 1 / 30 .



Motivačńı p̌ŕıklady

Př́ıklad 1

Byly sledovány výdaje (V) 7 domácnost́ı (v tiśıćıch Kč za 3 měśıce) za potraviny
a nápoje v závislosti na počtu člen̊u domácnosti (C) a na čistém p̌ŕıjmu (P)
domácnosti (v tiśıćıch Kč za 3 měśıce).

V 40 30 40 10 60 40 50
C 4 2 4 1 5 3 4
P 100 80 120 30 150 120 130

Zkoumejte závislosti (asociovanost) veličin.

Př́ıklad 2

20 dět́ı r̊uzného věku se podrobilo pedagogicko-psychologickému výzkumu,
v rámci něhož mj. odpov́ıdaly na tytéž otázky testu a byly váženy.
Překvapivý výsledek p̌rinesl korelačńı koeficient mezi hmotnost́ı dět́ı a počtem
bod̊u dosažených v testu, jehož hodnota vyšla 0,968. Znamená to, že obezita má
pozitivńı vliv na schopnost učeńı? Prozkoumejte závislosti (asociovanost) veličin.
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Funkce pro výběrové korelačńı koeficienty v R

Pearson̊uv rY Z rcorr (X) ∗
cor (X, Y)

cor.test (X, Y)

cor (X)

parciálńı rY Z ·X pcor (X) ?
pcor.test (X, Y) ?

semiparciálńı rY (Z ·X) spcor (X) ?
spcor.test (X, Y) ?

mnohonásobný rY ·X R2 ve výsledku LRM funkćı lm

∗ library (Hmisc), ? library (ppcor)
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Testy významnosti korelačńıch koeficient̊u

Věta 1

Za platnosti ρY Z ·X = 0 je

T = rY Z ·X

√
n− p− 2
1− r2

Y Z ·X
∼ t(n− p− 2);

koeficient parciálńı korelace je tedy na hladině α významný, pokud

|T| ≥ t1−α/2(n− p− 2).

Věta 2 (analogie celkového F-testu v lineárńım regresńım modelu)

Za platnosti ρY ·X = 0 je

F =
n− p− 1

p
·

r2
Y ·X

1− r2
Y ·X

∼ F(p, n− p− 1);

koeficient mnohonásobné korelace je tedy na hladině α významný, pokud

F ≥ F1−α(p, n− p− 1).

Testováńı významnosti semiparciálńıch korelačńıch koeficient̊u se provád́ı podobně,
pomoćı statistiky s F-rozděleńım, avšak s jinými stupni volnosti.
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Výpočty korelačńıch koeficient̊u podle definice

Pearson̊uv rY Z = rZ Y = r(Y, Z) = r(Z, Y) cor (Y, Z)

parciálńı rY Z ·X = rZ Y ·X = r(Y− Ŷ, Z− Ẑ) cor (rY, rZ)

semiparciálńı rY (Z ·X) = r(Y, Z− Ẑ) cor (Y, rZ)

semiparciálńı rZ (Y ·X) = r(Z, Y− Ŷ) cor (Z, rY)

mnohonásobný rY ·X = r(Y, Ŷ) cor (Y, Yhat)

Odhady a rezidua p̌ritom źıskáme vy̌rešeńım lineárńıch regresńıch model̊u:

Y = β0 + X β =⇒ Ŷ, Z = α0 + X α =⇒ Ẑ

Symbolický zápis v R:

modelY <- lm (Y ~ X1 + ... + Xp)

modelZ <- lm (Z ~ X1 + ... + Xp)

rY <- modelY$residuals

rZ <- modelZ$residuals

Yhat <- modelY$fitted.values
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Koeficient determinace a Pearsonova korelace

Y

X1 X2

Y

X1 X2

veličinu Y modelujeme veličou X1

Pearsonův korelačńı koeficient rY X1 popisuje ḿıru
závislosti mezi veličinami Y a X1

koeficient determinace R2
Y ·X1

v LRM

Y ~ X1

popisuje, jakou část celkové variability veličiny Y
lze vysvětlit veličinou X1

⇒ kvadrát Pearsonova korelačńıho koeficientu
popisuje, jakou část celkové variability veličiny Y
lze vysvětlit veličinou X1,

r2
Y X1

=
R2

Y X1

1
= R2

Y X1

Onďrej Pokora, PřF MU (2015) MA012 Statistika II – 6. Korelačńı analýza II 6 / 30 .



Koeficient determinace a mnohonásobná korelace

Y

X1 X2

Y

X1 X2

veličinu Y modelujeme veličinami X1, X2

koeficient mnohonásobné korelace rY ·X1 X2
popisuje ḿıru závislosti mezi Y a nejlepš́ı lineárńı
kombinaćı Ŷ veličin X1, X2

koeficient determinace R2
Y ·X1 X2

v LRM

Y ~ X1 + X2

popisuje, jakou část celkové variability veličiny Y
lze vysvětlit veličinami X1, X2

⇒ kvadrát koeficientu mnohonásobné korelace
popisuje, jakou část celkové variability veličiny Y
lze vysvětlit veličinami X1, X2,

r2
Y ·X1 X2

=
R2

Y ·X1 X2

1
= R2

Y ·X1 X2
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Koeficient determinace a parciálńı korelace

X2

Y

X1 X2

Y

X1 X2

veličinu Y modelujeme veličinou X1, p̌ričemž
vylučujeme vliv veličiny X2 na obě tyto veličiny
zároveň

koeficient parciálńı korelace rY X1 ·X2 popisuje
ḿıru závislosti mezi Y a X1 p̌ri vyloučeńı vlivu X2
na obě tyto veličiny zároveň

⇒ kvadrát koeficientu parciálńı korelace popisuje,
jakou část variability veličiny Y nezávislé na
veličině X2 lze vysvětlit samotnou veličinou X1,

r2
Y X1 ·X2

=
variabilita Y v oranžové oblasti

variabilita Y v zelené oblasti
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Koeficient determinace a parciálńı korelace

R2
Y ·X1 X2

Y

X1 X2

Y ~ X2 : R2
Y ·X2

Y

X1 X2

R2
Y ·X1 X2

− R2
Y ·X2

X2

Y

X1 X2

⇒ r2
Y X1 ·X2

=
R2

Y ·X1 X2
− R2

Y ·X2

1− R2
Y ·X2

Všimněte si, že Y ~ X2 je podmodel Y ~ X1 + X2.
Koeficient determinace R2

Y ·X2
v Y ~ X2 popisuje, jakou

část celkové variability Y lze vysvětlit pomoćı X2.

Y

X1 X2

1− R2
Y ·X2
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Koeficient determinace a semiparciálńı korelace

X2

Y

X1 X2

Y

X1 X2

veličinu Y modelujeme veličinou X1, p̌ričemž
vylučujeme vliv veličiny X2 na veličinu X1

koeficient parciálńı korelace rY X1 ·X2 popisuje
ḿıru závislosti mezi Y a X1 p̌ri vyloučeńı vlivu X2
na veličinu X1

⇒ kvadrát koeficientu parciálńı korelace popisuje,
jakou část celkové variability veličiny Y lze
vysvětlit samotnou veličinou X1,

r2
Y · (X1 X2)

=

=
R2

Y ·X1 X2
− R2

Y ·X2

1
= R2

Y ·X1 X2
− R2

Y ·X2
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Souvislost koeficient̊u korelace a determinace

Věta 3

Kvadrát koeficientu mnohonásobné korelace je rovný koeficientu determinace,

r2
Y ·X = R2

Y ·X , r2
Y ·Z X = R2

Y ·Z X .

Věta 4

Pro kvadrát výběrového parciálńıho korelačńıho koeficientu plat́ı

r2
Y Z ·X = r2

Z Y ·X =
R2

Y ·Z X − R2
Y ·X

1− R2
Y ·X

=
R2

Z ·Y X − R2
Z ·X

1− R2
Z ·X

.

Věta 5

Pro kvadrát výběrového semiparciálńıho korelačńıho koeficientu plat́ı

r2
Y (Z ·X) = R2

Y ·Z X − R2
Y ·X , r2

Z (Y ·X) = R2
Z ·Y X − R2

Z ·X .

R2
Y ·X, resp. R2

Y ·Z X, je koeficient determinace R2 v lineárńım regresńım modelu
Y ~ X, resp. Y <- Z + X. Přitom X = (X1, . . . , Xp) může být vektor veličin.
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Vlastnosti korelačńıch koeficient̊u

Korelačńı koeficienty nabývaj́ı hodnot z intervalu [−1; 1]:

−1 ≤ rY Z ≤ 1, −1 ≤ rY Z ·X ≤ 1, −1 ≤ rY (Z ·X) ≤ 1.

Výjimkou je koeficient mnohonásobné korelace, který je nav́ıc nezáporný:

0 ≤ rY ·X ≤ 1.

Pro libovolnou lineárńı kombinaci Y∗ veličin X1, . . . , Xp plat́ı:

|rY Y∗ | ≤ rY ·X , spec. |rY Xj | ≤ rY ·X .

Pro Pearsonův, parciálńı a semiparciálńı korelačńı koeficient plat́ı:

|rY (X1 ·X2)| ≤ |rY X1 ·X2| , |rY (X1 ·X2)| ≤ |rY X1 | .

Přitom rY (X1 ·X2) = rY X1 , pokud Y lze modelovat pomoćı X1 nezávisle na X2.

Platnost uvedených nerovnost́ı mezi korelačńımi koeficienty ově̌rte porovnáńım
odpov́ıdaj́ıćıch schémat variability a vyjáďreńı pomocé koeficient̊u determinace.
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Př́ıklad 1: mnohonásobná korelace rV ·C P

Vycháźıme z nejbohaťśıho modelu V ~ C + P.

# 1 . j a k o k o r e l a c e s n e j l e p s i m l i n e a r n i m odhadem
m <- lm (V ~ C + P, data = tabulka)

v <- summary (m)

cor (V, m$fitted.values)

# 2 . j a k o r . s q u a r e d v l i n e a r n i m r e g r e s n i m mode lu
sqrt (v$r.squared)

0.9826827 rV ·C P = 0,983, r2
V ·C P = 0,966

Koeficient mnohonásobné korelace mezi veličinou V a skupinou veličin C, P je
0,983. Jedná se o (v absolutńı hodnotě) nejvěťśı korelaci, jaké lze na základě
lineárńıho modelu pro V s veličinami C, P na daných datech dosáhnout.

Pomoćı modelu mnohnásobné linárńı regrese jsme tedy na základě našich dat
schopni vysvětlit 96,6 % variability veličiny V (výdaje domácnost́ı) pomoćı veličin
C (počet členů domácnosti) a P (čisté p̌ŕıjmy domácnosti).
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Př́ıklad 1: parciálńı korelace rP V ·C, rV P ·C

Výběrový parciálńı korelačńı koeficint poč́ıtáme jako Pearsonovu korelaci mezi
rezidui dvojice lineárńıch regresńıch model̊u P ~ C a V ~ C.

# 1 . j a k o k o r e l a c e m e z i dvema r e z i d u i
m1 <- lm (P ~ C, data = tabulka)

m2 <- lm (V ~ C, data = tabulka)

v1 <- summary (m1)

v2 <- summary (m2)

cor (m1$residuals , m2$residuals)

0.8311677
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Př́ıklad 1: parciálńı korelace rP V ·C, rV P ·C

Alternativně lze výpočet (až na znaménko) provést pomoćı koeficient̊u
determinace dvojice lineárńıch regresńıch model̊u P ~ C + V a P ~ C nebo dvojice
model̊u V ~ C + P a V ~ C.

# 2 . p o m o c i r . s q u a r e d v l i n e a r n i c h r e g r e s n i c h m o d e l e c h
m01 <- lm (P ~ C + V, data = tabulka)

v01 <- summary (m01)

sqrt ( (v01$r.squared - v1$r.squared) / (1 - v1$r.squared) )

m02 <- lm (V ~ C + P, data = tabulka)

v02 <- summary (m02)

sqrt ( (v02$r.squared - v2$r.squared) / (1 - v2$r.squared) )

0.8311677
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Př́ıklad 1: semiparciálńı korelace rP (V ·C)

Semiparciálńı korelaci lze spoč́ıtat jako Pearsonovu korelaci mezi P a rezidui
modelu V ~ C nebo pomoćı koeficient̊u determinace dvojice lineárńıch regresńıch
model̊u P ~ V + C a P ~ C.

# 1 . j a k o k o r e l a c e m e z i v e l i c i n o u a r e z i d u e m d r u h e v e l i c i n y
m2 <- lm (V ~ C, data = tabulka)

cor (P, m2$residuals)

# 2 . p o m o c i r . s q u a r e d v l i n e a r n i c h r e g r e s n i c h m o d e l e c h
m01 <- lm (P ~ V + C, data = tabulka)

v01 <- summary (m01)

m1 <- lm (P ~ C, data = tabulka)

v1 <- summary (m1)

sqrt (v01$r.squared - v1$r.squared)

0.3236838
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Př́ıklad 1: semiparciálńı korelace rV (P ·C)

Podobně, jako Pearsonovu korelaci V a rezidui modelu P ~ C nebo pomoćı
koeficient̊u determinace dvojice lineárńıch regresńıch model̊u V ~ P + C a V ~ C.

# 1 . j a k o k o r e l a c e m e z i v e l i c i n o u a r e z i d u e m d r u h e v e l i c i n y
m1 <- lm (P ~ C, data = tabulka)

cor (V, m1$residuals)

# 2 . p o m o c i r . s q u a r e d v l i n e a r n i c h r e g r e s n i c h m o d e l e c h
m02 <- lm (V ~ P + C, data = tabulka)

v02 <- summary (m02)

m2 <- lm (V ~ C, data = tabulka)

v2 <- summary (m2)

sqrt (v02$r.squared - v2$r.squared)

0.2769893
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Př́ıklad 1: Korelogramy
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Př́ıklad 2: mnohonásobná lineárńı regrese

model mnohonásobné lineárńı regrese: Body = β0 + β1Hmotnost + β2Vek

model <- lm (body ~ hmotnost + vek , data = tabulka)

summary (model)

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 11.06490 1.23693 8.945 7.72e-08 ***

hmotnost 0.09466 0.12090 0.783 0.444

vek 3.19203 0.51058 6.252 8.77e-06 ***

Residual standard error: 1.377 on 17 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.9806 , Adjusted R-squared: 0.9784

F-statistic: 430.4 on 2 and 17 DF , p-value: 2.753e-15

MNČ-odhady: β1 = 0,095 > 0, β2 = 3,192 > 0 ∗ ∗∗, R2 = 0,981, F∗
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Př́ıklad 2: scatter-plot a regresńı rovina
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Př́ıklad 2: korelogramy
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Spearman̊uv pǒradový korelačńı koeficient

Neparametrickou analogíı korelačńıho koeficientu r je Spearmanův pǒradový
korelačńı koeficient rS. Je definován jako Pearsonův korelačńı koeficient mezi
(pr̊uměrnými) pǒrad́ımi v uspǒrádaných náhodných výběrech. Použ́ıváme jej
zejména v situaćıch, kdy náhodné výběry maj́ı výrazně nenormálńı rozděleńı
pravděpodobnosti.

Označme R1, . . . , Rn, resp. S1, . . . , Sn pǒrad́ı Xi a Yi v uspǒrádaných výběrech

X(1) ≤ · · · ≤ X(n), resp. Y(1) ≤ · · · ≤ Y(n).

Definice 6 (Spearman̊uv korelačńı koeficient)

rS = r(R, S) = 1− 6
∑n

i=1 d2
i

n(n2 − 1)
∈ [−1; 1],

kde di = Ri − Si jsou rozd́ıly pǒrad́ı v X-ovém a Y-ovém náhodném výběru.

V R je výpočet rS implementován ve funkci cor (X, Y, method="spearman")
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Test významnosti Spearmanova rS

Test významnosti rS, tedy test hypotézy o nulovosti rS, lze provádět pomoćı
některé z následuj́ıćıch testovaćıch statistik.

Věta 7 (Test významnosti Spearmanova korelačńıho koeficientu)

Hypotézu H0 : rS = 0 na hladině významnosti α,

pokud |T| ≥ t1−α/2(n− 2)

pro T = rS

√
n− 2
1− r2

S

nebo pokud |Z| ≥ u1−α/2

pro Z =

√
n− 3
1,06

· 1
2

ln
1 + rS
1− rS

.

V R je test implementován ve funkci cor.test (X, Y, method="spearman")
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Kendall̊uv korelačńı koeficient

Na principu pǒrad́ı, konkrétně souhlasného či nesouhlasného pǒrad́ı pár̊u, je
založen i daľśı pǒradový korelačńı koeficient, tzv. Kendallovo τ,

Definice 8 (Kendall̊uv korelačńı koeficient)

τ =
n+ − n−√

n0 − nX
√

n0 − nY
∈ [−1; 1],

n0 = 1
2 n(n− 1) = počet všech pár̊u,

n+ = počet konkordantńıch pár̊u,

n− = počet diskordantńıch pár̊u,

nX = ∑i
1
2 ui(ui − 1), resp. nY = ∑j

1
2 vj(vj − 1),

kde ui, resp. vj, jsou počty opakováńı hodnot v X-ovém, resp. Y-ovém výběru.

Páry (Xi, Yi) a (Xj, Yj) nazýváme

konkordantńı, pokud jsou pǒrad́ı jejich element̊u souhlasná, tzn.
Xi < Xj & Yi < Yj, anebo Xi > Xj & Yi > Yj

diskordantńı, pokud jsou pǒrad́ı jejich element̊u nesouhlasná, tzn.
Xi < Xj & Yi > Yj, anebo Xi > Xj & Yi < Yj
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Test významnosti Kendallova τ

Výpočet Kendallova τ v R: cor (X, Y, method="kendall")

Asymptotický test významnosti τ je v p̌ŕıpadě neopakovaných hodnot
v náhodných výběrech založen na asymptotické normalitě τ, s Eτ = 0, za
platnosti nulové hypotézy H0 : τ = 0.

Věta 9 (Asymptotický test významnosti Kendallova τ)

Hypotézu H0 : τ = 0 zaḿıtáme na asymptotické hladině α, pokud√
9n(n− 1)
2(2n + 5)

|τ| ≥ u1−α/2.

Pro malé rozsahy n a v p̌ŕıpadě výskytu opakovaných hodnot v některém
náhodném výběru se použ́ıvaj́ı korigované τ-statistiky.

Test významnosti Kendallova τ v R: cor.test (X, Y, method="kendall")
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Př́ıklad 1: výpočet Spearmanova rS(C, V)

V 40 30 40 10 60 40 50
C 4 2 4 1 5 3 4
P 100 80 120 30 150 120 130

pr̊uměry
R = pǒrad́ı V 4 2 4 1 7 4 6 4
S = pǒrad́ı C 5 2 5 1 7 3 5 4
T = pǒrad́ı P 3 2 4,5 1 7 4,5 6 4

součty
R·S 20 4 20 1 49 12 30 136
S·T 15 4 22,5 1 49 13,5 30 135
R·T 12 4 18 1 49 18 36 138

R2 16 4 16 1 49 16 36 138
S2 25 4 25 1 49 9 25 138
T2 9 4 20,25 1 49 20,25 36 139,5

rS(C, V) = r(R, S) = ∑n
i=1(Ri Si)− n R S√

∑n
i=1 R2

i − nR2
√

∑n
j=1 S2

j − nS2
=

136− 7 · 42

138− 7 · 42 = 0,923
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Př́ıklad 1: Spearman̊uv rS(C, V) v R

R <- rank (V)

S <- rank (C)

cor (R, S)

cor (C, V, method = "spearman")

cor.test (C, V, method = "spearman")

Spearmans rank correlation rho

data: C and V

S = 4.3077 , p-value = 0.003023

alternative hypothesis: true rho is not equal to 0

sample estimates:

rho

0.9230769
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Př́ıklad 1: Kendallovo τ(C, V) v R

cor (C, V, method = "kendall")

cor.test (C, V, method = "kendall")

Kendalls rank correlation tau

data: C and V

z = 2.6146 , p-value = 0.008933

alternative hypothesis: true tau is not equal to 0

sample estimates:

tau

0.8888889
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Př́ıklad 1: výpočet Kendallova τ(C, V)

i, j 1 2 3 4 5 6 7
V 40 30 40 10 60 40 50
C 4 2 4 1 5 3 4
P 100 80 120 30 150 120 130

Je celkem 21 pár̊u, z toho 16 je konkordantńıch, žádný diskordantńı (konkordantńı
jsou všechny páry kromě pár̊u na pozićıch i–j: 1–3, 1–6, 1–7, 3–6, 3–7).

n0 = 1
2 7 · 6 = 21,

n+ = 16
n− = 0
nC = 1

2 3 · 2 = 3, nV = 1
2 3 · 2 = 3

τ(C, V) =
n+ − n−√

n0 − nC
√

n0 − nV
=

16− 0√
21− 3

√
21− 3

= 0,889
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Korelačńı analýza: shrnut́ı

Pearsonův korelačńı koeficient: definice, výpočet, vlastnosti, interpretace

Mnohonásobná lineárńı regrese: zápis, řešeńı modelu, geometrický význam

Koeficienty mnohonásobné, parciálńı a semiparciálńı korelace: definice,
interpretace (vysvětlováńı závislost́ı mezi sledovanými náhodnými veličinami)

Struktura korelačńı matice, korelogram, scatter-plot

Souvislost korelačńıch koeficient̊u a koeficient̊u determinace v LRM
(vysvětleńı variability)

Pǒradové korelačńı koeficienty – Spearmanův a Kendall̊uv: definice,
konkordantńı a diskordantńı páry

Význam a interpretace výsledk̊u test̊u významnosti korelačńıch koeficient̊u
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