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Klasicky linearni regresni model

Y ~ L(XB, 0°1,)
Y=XB+e

nesystematické chyby:
Ee;=0,i=1,...,n, tzn. EY =X,
homogenita rozptylu chyb (mé&Feni):
Dg; =0?>0,i=1,...,n,
nekorelovanost chyb (mé&feni):

C(eje)) =0, i,j=1,...,n, i #j, tzn. De=DY =0,
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Autokorelace

V n&kterych p¥ipadech (Zasto v &asovych ¥adach) hodnoty ndhodné chyby ¢; zavisi
i na pfedchozich hodnotach ¢;_i, k =1,2,..., coZ ma za nasledek, Ze efekt
ndhodnych chyb neni jen okamZity, ale je pocitovan i v budoucnosti. Tento p¥ipad
se nazyvd autokorelace.

Castym typem autokorelace je tzv. autoregrese 1. Fadu, oznatovana AR(1):

Definice 1 (AR(1))

g = Ogiq1 +uy,

kde 6 je nezndmy parametr, |0] < 1,

Eu; =0, Du; = (75, C(u;, u]-) =0proi#j.
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AR(1)
Postupnym aplikovanim AR(1) formule na ndhodné chyby obdrzime vyjad¥eni
g =0 1 +u =008 o+u 1) +u;=0% »+0u 1 +u=
= 0%(0gi_3 + uj_1) + Ouj_1 + u; = 0u;_3 + 0*u;_p + Ouj_y +u; =

[e9)
= Z Qlui_l.
1=0
Potitejme stfedni hodnotu ndhodnych chyb:

ES,‘ =E ZOluil> = Z 91 Eui,l =0.
<l—0

=0 —0 0
P¥i vypoctu rozptylu nahodnych chyb vyuZijeme nekorelovanosti veli¢in u:

) 0.2
=D Z()luil> Z 0> Du;_; =0 Z (0%)! L — g2,
(l—O \,_/ U 1 — 92

=0 o

of H/—’
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AR(1)

Podobng spotitame kovariance ndhodnych chyb (prol=1,2,...):

91 2
C(ej, 1) Z 29@5 Uiy i) = 00> 2927 = 0“2 =0 o2
r=0s=0 1-0
Kovarianéni matice ndhodnych chyb je tedy tvaru
1 6 6> ... o1
6 1 6 ... g2
2
De 7 ?92 =?W.
s : . . .
o=t .. 02 6 1
w
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Rozsifeny linearni model

Mame tedy linedrni regresni model model Y ~ L(XB, ¢ W):

Definice 2 (Rozsiteny linearni model)

Y=XB+e Ee=0, De = 0?2 W,

kde kovariaéni matice jiz neni diagonalni.

Véta 3 (Aitkenav odhad, zobecnéna metoda nejmensich &tvercii)

Mé&jme regresni model Y ~ L(XB, ¢> W) piné hodnosti, kde |W| > 0.
Pak odhad vektoru parametrii zobecnénou metodou nejmensich Etvercii je roven

B=XW'lx)"Ixwly.

Z véty tedy plyne, Ze pokud zndme parametr 6, dokdZeme najit odhady B
i v lindrnim modelu s autokorelovanymi ndhodnymi chybami.
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Detekce autokorelace

Graficky je moZno autokorelaci detekovat tak, Ze vynasime hodnoty rezidui r;
klasického linedrniho modelu v zavislosti na r;. Je-li z grafu patrna pfiblizna
linedrni zavislost, sv&d&i to o autoregresi 1. ¥adu (AR(1)) nebo o ¥patné volbg&
modelu.

Véta 4 (Asymptoticky test)

Statistika U md asymptoticky standardizované normalini rozdéleni
pravdépodobnosti,
0—0 g
u= X N(0,1).
1-92
n

PF¥i testovdni hypotézy Hy : 0 = 0 proti Hy : 8 # 0 tedy pro dostate¢né velkd n
(n > 30) plati

U =08vn=N(0,1),

a Hy zamitame na hladiné vyznamnosti «, pokud

|§\/ﬁ| > ul_a/2.
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Durbinuv-Watsonuv test

Definice 5 (Durbinova-Watsonova statistika)

Durbinova-Watsonova statistika je definovana pomoci rezidui v linedrnim modelu:

Véta 6 (Durbiniv-Watsoniiv test)

Vzdy plati 0 < D < 4.

P¥i nekorelovanosti ndhodnych chyb ma statistika hodnotu D = 2.
Kladna korelace chyb se projevi hodnotou D — 0,

zapornad korelace chyb se projevi hodnotou D — 4.

Hodnoty kritickych hodnot pro Durbiniv-Watsoniiv test zavisi na poc¢tu
pozorovani, poc¢tu parametrii a na hladiné vyznamnosti a jsou tabelovany.

Ondvej Pokora, P¥F MU (2015) MA012 istika Il — 8. A a ikoli i 8/30



Odhad parametru 0

Parametr 6 v AR(1) modelu ndhodnych chyb Ize odhadnout vice zpisoby:

Odhadujeme jako regresni koeficient v modelu pro rezidua
ri=0ri_14+u, i=2,...,n

metodou nejmensich ¢tverci. Odtud pak

TiTi—1

)
Il
'UJM: IH)M:
<
T
-

i

Pomoci Durbin — Watsonovy statistiky:

f=1-

Nl
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Model bez autokorelace 1. Fadu

Nalezneme odhad 8.

Vytvofime novy model

Y?:Yi_‘_l—é\yi, xifj:xiﬂlj—é\xi,j, i:1,...,n—1,j:1,...,k,

tj. vznikne model
Y*=X'B*+¢&*, Eef=0, De =021,

~%
v némZ potitdme odhady B standardnim zplsobem.
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Priklad

V letech 1953 — 1983 byly méFeny ztraty vody p#i distribuci do domdcnosti.
Vysledky méfeni jsou uloZeny v souboru voda.csv. Proménnad x oznacuje mnoZstvi
vyrobené vody, proménnd Y ztrdtu. Ovéfte, zda se v datech vyskytuje

autokorelace 1. Fadu a pFipadné ji odstrarite.

11/30
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Graficky: je patrna linedrni zavislost mezi rezidui

residual plot

residual plot
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Asymptoticky test: R
U=10vn|=2339.

Nulovou hypotézu tedy zamitame, nebot |U| > uy_,/» = 1,96.
Durbindv-Watsoniv test:
D = 1,082

a p-hodnota testu je 0,0016, takze také zamitdme nulovou hypotézu.
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Reseni

Odstranéni autokorelace: R R
Odhad metodou nejmensich &tverci: 0 = 0,42, z D-W statistiky: 8 = 0,459.
V nové& vzniklém modelu vykreslime rezidua:

L \ /\/\a ML A
oL T ] Y / : \/\\//\

Také D-W test jiZz nezamita nulovou hypotézu (p-hodnota je 0,4).
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Multikolinearita

Multikolinearitou se rozumi vzdjemna linedrni zdvislost vysvétlujicich
proménnych. P¥esnou multikolinearitou se rozumi p¥ipad, kdy jednotlivé sloupce
X;, j=1,...,p matice planu X bez sloupce pro absolutni ¢len jsou linedrn&
zavislé, takZe pro aspoil jednu nenulovou konstantu c¢; plati

C1x1+"'+Cpxp:0.

V praxi bychom se s timto p¥ipadem neméli setkavat, nebot p¥i rozumné
sestaveném regresnim modelu vyuZijeme linedrni kombinaci a zmen¥ime pocet
vysvétlujicich proménnych. Podobng& neredlny je v praxi p¥ipad ortogonalnich
vysvétlujicich promé&nnych, kdy matice X je ortogonalni a plati, 7e X'X = I,

V praxi se tedy multikolinearitou rozumi p¥ipad, kdy pFiblizné plati rovnice
vyjadfujici linedrni kombinaci vysvétlujicich promé&nnych. V p¥ipad€ silné
multikolinearity je determinant informaéni matice X’X blizky nule, nejmensi
vlastni &islo je rovn&z blizké nule a matice X’X je ,,skoro singularni“. O
multikolinearité svéd&i i vysoké hodnoty poméru nejvétsiho a nejmensiho vlastniho
¢isla.
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Divody multikolinearity

Multikolinearitu zplisobuje regresni rovnice obsahujici nadbyte&né
vysvétlujici proménné. Statistickymi technikami miZeme p¥ebytetné
promé&nné identifikovat a vyloudit z regresni rovnice.

Multikolinearitu jen ztéZi odstranime v Ulohach, kdy vzdjemna spraZenost
hodnot vysvétlujicich prom&nnych je zplsobena neuvaZovanymi veli¢inami
nebo formou statistického zjistovani. Jde-li nap¥. o ddaje z Zasovych ¥ad,
je podobny vyvoj sledovanych veli¢in dostateénym divodem vzniku
multikolinearity. Vzhledem k tomu, Ze multikolinearitu hodnotime vyhradné
na zdkladé urcitého souboru pozorovani, sta&i nespravny vybér kombinaci
hodnot vysvé&tlujicich proménnych, nereprezentujicich obor moZnych hodnot,
k existenci vyznamné multikolinearity.

Zavaznym divodem multikolinearity je skute€ny vztah vysvétlujicich
proménnych v ramci sledovaného jevu, procesu nebo systému. V tomto
pfipadé je tfeba vyuZit viechny informace nevyb&rového charakteru k zlepseni
kvality regresnich odhadd.
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Dusledky multikolinearity

V pt¥ipadé presné multikolinearity je matice X’X singuldrni a b&Znou inverzi
nepofidime odhad nezndmych parametrii B metodou nejmensich &tverci. Pro
p¥ibliznou multikolinearitu jsme sice schopni matici X’X invertovat, ale kvalita
pofizenych odhadil je pomé&rné nizka.
SniZeni kvality se projevi

v kovariangni matici DB = 02(X'X) !

v pfesnosti provadénych vypotti
nebot diisledkem vysokych rozptylt odhadii jsou p¥ili§ Siroké intervaly
spolehlivosti, a tedy mala pfesnost odhadu.
Logickym disledkem multikolinearity je obtiZzné vyjad¥eni individualniho vlivu
jednotlivych vysvétlujicich proménnych. Projevi se to nizkymi hodnotami testovych
kritérii v T-testech nedovolujicimi potvrdit zavaZnost jednotlivych regresori
v regresni funkci. Zdvaznym disledkem je zna¢na vypol&etni nespolehlivost
a nestabilni hodnoty regresnich odhadi. Sta&i maly zasah do statistickych Gdaji
a vysledné odhady jsou odligné.
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VIF — Variance Inflation Factors

Definice 7 (VIF = variance inflation factors)

Diagonalni prvky matice (X’X)~1, tj.
(a1, ...,ay) = diag(X'X) "},

oznalované jako VIF — variance inflation factors, (zce souvisi s
mnohondsobnymi korelaénimi koeficienty, vyjadtujici vztah j-té vysvétlujici
promé&nné a linedrni funkce ostatnich vysvétlujicich proménnych. Lze je zapsat jako

4 = —————
] 1 2\ ad e
—r5) xlx;
( 1) j
kde 1j = % Xy e g X1 e T je koeficient mnohondsobné korelace mezi j-tou

prom&nnou a viemi ostatnimi prom&nnymi (kromé ).

Vysoky stuperi multikolinearity se projevuje vysokymi hodnotami korelagnich
koeficientd 7;, ale i vysokymi hodnotami nékterych jednoduchych korelagnich
koeficientd.
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Detekce multikolinearity

Test multikolinearity je zaloZen na testovdni, Ze korelaéni matice nezavisle
promé&nnych je jednotkova,

Hy:R=1, Hi:R#I, ]

kde R je korela¢ni matice nezdvisle proménnych rozméru p X p.

Véta 8 (Test multikolinearity)

Za platnosti Hy ma statistika

K== [1=1-g@p+7)| iRl ~ 2 (370~ 1)

X% rozdéleni pravd&podobnosti.
Hypotézu Hy tedy na hladiné vyznamnosti &« zamitame, pokud

K>, (%P(P - 1)) :
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Multikolinearita: identifikace proménnych

Pro identifikaci promé&nnych zplsobujicich multikolinearitu se doporu&uji statistiky

e A
F]_p_l(d] 1),

kde dj jsou diagondlni prvky inverzni matice ke korelagni matici nezavisle
proménnych, (dy,...,d,) = diagR™!.
Véta 9

V pfipadé, Ze proménna X; nezpisobuje multikolinearitu, ma veli¢ina F;
Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni,

Fi~F(p—1,n-p).

Pokud tedy F; > F1_o(p — 1, n—p), pfispivd j-ta proménnd k multikolinearité.

v
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Metoda postupné regrese

N4asledujici algortimus stavby linedrniho modelu bez multikolinearity je zaloZen na
tom, Ze do modelu postupn& zafazujeme jen ty regresory (nezdvisle promé&nné),
které vyznamné pf¥ispivaji ke zlepSeni kvality odhadu B K vyb&ru nejlepsi
podmnoZiny regresortl pouziva tzv. metodu postupné regrese:
Spotteme korelalni matici R regresor(i a provedeme test hypotézy
Hp : R =1I,. Pokud test Hy nezamitne, pracujeme s klasickym linedrnim
modelem, do n&hoZ miZeme za¥adit vechny regresory. Je-li korelace mezi
regresory prokdzana, pokralujeme dalsim krokem.

Spotteme korelalni koeficienty ry x,, ..., Ty,x, a pro dal8i krok vybereme
regresor X; s nejv&tsi absolutni hodnotou korelagniho koeficientu |rY,X].\.

Sestavime model Y = B¢ + p1 X; a odhadneme jeho parametry metodou
nejmensich tvercl. Vypolteme hodnotu statistiky F-testu modelu,
2
Ry x, s .
F = (n—2)——"—, kde R} . je koeficient determinace tohoto modelu.
1-Ry . !
]

Pokud F > F1_,(1, n—2), ponechdme regresor Xj v modelu.
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Metoda postupné regrese

Spotteme parcialni korelaéni koeficienty

"YXy-Xjr s rY-Xjfl'Xj’ ryxjﬂ:xj, s YX,.X; @ Pro dal$i krok vybereme
ten regresor X;, jehoZ |7YX,--X]-| je nejvetsi.

Sestavime model Y = Bo + p1 X; + B2 X; a odhadneme jeho parametry
metodou nejmensich &tvercl. Vypocteme hodnotu statistiky

R? —R?
VXX T NYX _ . . )
F = (n—3)———5———, kde ve jmenovateli je koeficient determinace
1- RY'X-X-
] 1
nového modelu a v &itateli rozdil koeficientd determinace nového
a predchoziho modelu. P¥ipomerime, Ze ptedchozi model je podmodelem
nového modelu. Pokud F > F;_,(2, n — 3), ponechdme regresor X; v

modelu.

Spotteme parcidini korelagni koeficienty ry x, X Xpr e TYX, X)X mezi Y
a dosud nezafazenymi regresory za vylou&eni vlivu regresorii do modelu jiz
zafazenych. Ze skupiny dosud neza¥azenych regresorii vybereme regresor

s nejvétsi absolutni hodnotou parcidlniho korelag¢niho koeficientu, sestavime
s nim novy model a analogicky opakujeme kroky 5-6, dokud |ze zafazovat
dalsi regresory.
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Model standardizovanych proménnych

Misto pdvodnich prom&nnych y; a x;; pracujeme s promé&nnymi ve tvaru

kde sy a Sx; jsou smérodatné odchylky jednotlivych proménnych. Standardizaci
vysvétlujicich promé&nnych dostdvdme pFi pouZiti metody nejmensich &tvercl misto
matice X'X korela&ni matici R = Z'Z /n. Vektor Z'q/n obsahuje jednoduché
korela&ni koeficienty Y X;- Standardizaci prom&nnych se zmen3uji zaokrouhlovaci
chyby a zlepsuji se moZnosti hodnocenf individudIniho vlivu proménnych pomoci
regresnich parametri.
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Model v kanonickém tvaru

Misto modelu ve tvaru
Y=XB+e

pracujeme s modelem
Y=U"7y+e,

kde matice U = XV, vektor v = V/B a V je matice standardizovanych vlastnich
vektori odpovidajicich vlastnim &isltim matice X’X. Odhady parametrii v
kanonickém tvaru:

§=L"Uy,

kde L je diagonalni matice s vlastnimi &isly matice X’ X. Kovarianéni matice
odhadti D(4) = 0?L~"! ukazuje, Ze i v tomto p¥ipadé jsou odhady nezavislé.
Rezidualni soucet ¢tvercl se transformaci neméni.
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Hfebenova regrese (ridge regression)

Autofi tzv. hfebenové regrese vysli z faktu, Ze vliv multikolinearity se silné
projevuje p¥i vypoltu inverzni matice (X’X)fl, a to konkrétné tim, Ze diagonalni
prvky této inverzni matice jsou pf¥ili§ velké.

Navrhli proto jiny odhad

B=(XX+mIL) XY,

zavisejici na parametru m > 0. Vyhodou takového odhadu je pfedevsim to, Ze
vhodnou volbou m Ize numerické vlastnosti potfebné pro vypolet inverni matice
vyrazné zlepsit a ziskat tak relativn& pf¥esné hodnoty. Nevyhodou je to, Ze tento
odhad neni nestranny a Ze neexistuje jednotny algoritmicky postup pro uréenfi
vhodné hodnoty parametru m. Obvykle se vychazi z modelu v kanonickém tvaru
a postupné se zkousi rizné volby hodnot m, dokud se nedosahne , stabilizace”,
kdy model dostavé charakter ortogonalniho systému.
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Priklad

V souboru vydaje.csv jsou uloZena data o 20 nahodné vybranych domdcnostech.
Sloupce proménné ,, domacnost” obsahuji postupné tyto ddaje: vydaje za
potraviny a napoje (Y), po&et &leni domdcnosti (X ), poet déti (Xp), priamérny
vék vydéle¢né &ginnych (X3) a pFijem domdcnosti (X4). Metodou postupné regrese
zkonstruujte model s nejlepsi podminénosti regresorii.

UvaZujme nejd¥iv model se viemi regresory. Spo¢téme nejprve pro ilustraci
|(X'X)~1| = 4,65 x 10716, Také hodnoty VIF jsou pro prvni dva regresory
vysoké:

clenu deti vek prijem

21,23 16,18 1,31 3,4

Testujeme-li hypotézu Hy : R = I, hodnota testové statistiky

K=-— [19— %] In |R| = 64,94

vyrazn& prevyuje kritickou hodnotu x3 o5 (6) = 12,59. Hypotézu Hy tedy na
hladiné& vyznamnosti 0,05 zamitame.
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Reseni

Pro identifikaci promé&nnych zplsobujicich multikolinearitu mizZeme spocitat dil&i
statistiky F;
clenu deti vek prijem

107,88 80,94 1,66 12,83

které porovndme s kritickou hodnotou Fos5(3,16) = 3,24.

Postupna regrese
Spotteme korelagni koeficienty ry x,, ..., 7y x, = (0,77;0,67;0,18;0,73).
Vybereme regresor X7, nebot jeho korelace je v absolutni hodnot& nejvé&tsi.
Sestavime model Y = Bg + B1X;. Vypotteme hodnotu statistiky

2
po PR 10587
R, 1059

25,87. Tato hodnota je v&tsi nez

Foo5(1,18) = 4,41, takZe regresor X; ponechdme v modelu.

Spotteme parcialni korelagni koeficienty
Y Xy- X1 7Y, X3-X, 0 1Y, X%, = (0,36;0,499;0,32). Vybereme regresor X3, jehoz
parcialni korela¢ni koeficient je v absolutni hodnoté nejvétsi.
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Reseni

Sestavime model Y = By + B1X; + B3X3. Vypolteme hodnotu statistiky

(n=3)(RY . x, ~Ry.x, x;) .
i oS M S BT 1720402 _ 5 64 Tato hodnota je v&t3i ne
1-RZ. X, X3 1-0,69

Fo05(2,17) = 3,59, tedy ponechdme regresor X3 v modelu.

Spotteme parcialni korelagni koeficienty

1Y, Xy (X1, X5)r 1Y, X3-(X1,%5) = (0,19;0,17). Vybereme regresor Xy, jehoz

parcialni korela¢ni koeficient je v absolutni hodnoté nejvétsi.

Sestavime model Y = By + ,31X1 + B3X3 + B2X5. Vypotteme hodnotu

(n—3) (R, X1 X3 —RY. X1 X3%)) _ 16:0,012 .
R, - = 120701 = = 0,63. Tato hodnota je

men3i neZ Foo5(3,16) = 3,24, a tedy regresor X, jiZ nezahrneme do modelu.

statistiky F =

Vysledny model je tedy tvaru

Y = Bo + B1X1 + B3X3.
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