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Motivace

V redlném své&té€ ma mnoho procesi jiny, nez linedrni vztah zavislosti. Nap¥.

v ekonomii se ukazuje, Ze mnoho vztahd ma logaritmickou zavislost, k vysvétlen{
procesl v p¥irodnich védach se uZivaji reciproké, mocninné i dalsi vztahy.
Vysvétlovana veli¢ina popisujici pravdépodobnost preZiti ¢lovéka, v pFipadé uréité
nemoci a urtitého zpisobu |é¢by, miZe z definice pravdépodobnosti nabyvat
hodnot pouze z intervalu [0, 1], coZ by v p¥ipad& klasického linedrniho modelu bylo
moZné zajistit jen za pfijeti uréitych omezeni na parametry modelu. Také
normalita chyb je ¢asto nesplnénym predpokladem klasického linearniho regresniho
modelu. P¥ipomerime, Ze normalita se vyznaluje nezavislosti stfedni hodnoty a
rozptylu. Typicky nap¥. u ekonomickych veli¢in s rostouci stfedni hodnotou
obvykle roste rozptyl ndhodné veli¢iny, p¥i¢emZ ndahodné chyby maji v téchto
ptipadech &asto nesymetrickd, kladn& seSikmena rozdéleni.
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Klasicky linearni regresni model

Y ~ L(XB, 0°1,)
Y=XB+e

nesystematické chyby:
Ee;=0,i=1,...,n, tzn. EY =X,
homogenita rozptylu chyb (mé&Feni):
Dg; =0?>0,i=1,...,n,
nekorelovanost chyb (mé&feni):

C(eje)) =0, i,j=1,...,n, i #j, tzn. De=DY =0,
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Omezeni LM

Omezeni linearniho modelu:

Je omezen pouze na tf¥idu normdlnich rozdéleni:
Y; ~N(p;,0?) i=1,...,n,kde Y = (Yq,...,Yy)" tvo¥ nihodny vybgr.

P¥edpoklada striktni rovnost mezi stfedni hodnotou nahodné veli€iny Y;
a linearni kombinaci prediktori: EY; = pi; = x}B, kde

x; = (xj1,..., %) je vektor prediktoril a
B=(B1,---,Bx) Je vektor nezndmych parametri.

Zobecnéni linearniho modelu:

Zobecnéni na nenormalni rozdéleni, a to na tzv. tfidu rozdéleni
exponencialniho typu

Zobecnéni na nelinedrni funkce, které spojuji neznamé stfedni hodnoty
vychoziho rozdé&leni ndhodné veli¢iny Y; s prediktivnimi promé&nnymi.
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Z3akladni pojmy a definice

Uvazujeme ndhodny vyb&r Y = (Y71,...,Y,)" ndhodné velitiny Y, jejiz rozd&leni
pravd&podobnosti (reprezentované hustotou pravdé&podobnosti &i
pravd&podobnostni funkci) z4visi na nezndmych parametrech 6 = (64,...,6,)’
z mnoZiny © (tzv. parametricky prostor).

Definice 1

Vérohodnostni funkce (likelihood) je funkce vektorového parametru 6,
definovand jako simultdnni hustota (resp. pravdépodobnosti funkce)

L(6;y) =f(y;0).

Logaritmicka vé&rohodnostni funkce (log-likelihood): ¢(6;y) = InL(6;y).

Rekneme, ¥e odhad @ML je maximaln& vérohodny odhad (MLE, maximum
likelihood estimator) vektorového parametru 6, pokud plati

L(@ML; Y) > L(6;Y), resp. E(/B\ML; Y) > ¢(6;Y), pro viechna 6 € ©.
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Vlastnosti MLE vektorového parametru

Mé&me ndhodny vybér Y = (Y1,...,Yy)" ndhodné veliginy Y s hustotou
pravd&podobnosti f (y; 0) zdvislou na parametrech 0 = (04,...,0,,)" € ©
a maximalné vérohodny odhad Oy na zdklade Y.

Je-li hustota f(y; ) regularni, plati
~ 1
O ~ N (6, = 11>,
n
W=n(0w —0) ] (O —0) % x2(m), (Waldova statistika)

kde matice | = J(0) je tzv. Fisherova informa&ni matice

ol ;0) 01 ;0 ..
]ij(e)z/n n]a‘ély ) n];g;y )f(y;ﬂ)dy, ij=1,...,m

Maximalné vérohodny odhad je tedy asymptoticky nestranny a konzistentni.
To v8ak neznamenad, Ze se musi nutné jednat o optimalni odhad pro ndhodny
vyb&r koneného rozsahu.
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Vlastnosti MLE skalarniho parametru

Mé&me ndhodny vybér Y = (Y1,...,Yy)" ndhodné veliginy Y s hustotou
pravd&podobnosti f(y;0) zavisejici na parametu 6 €' heta a jeho maximalné
vérohodny odhad Oy na zdklad& Y.

Je-li hustota f(y; 0) regularni, plati
~ 1

) B = N (0 7).

(2) W=n] (B —0)> % x2(1), (Waldova statistika)

kde | = J(0) je tzv. Fisherova mira informace o parametru 0,

0 = [, [T g0 ay
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Rozdéleni exponencialniho typu

Rozdéleni pravdépodobnosti je exponencialniho typu (exponential family,
exponential class), pokud jeho pravdépodobnostni funkce (v p¥ipad& diskrétnich
rozd&leni) & hustota pravd&podobnosti (v pFipad& spojitych rozdé&leni) je tvaru

f(y) = exp|a(y)b(0) +c(0) +d(y) |,

kde 6 je tzv. pfirozeny parametr (natural parameter), a a(y), b(6), c(6), d(y)
jsou znamé funkce.

Pokud a(y) = y, hovofime o kanonické formé& hustoty, resp. pravdépodobnostni
funkce.

V konkrétnim rozdéleni pravdépodobnosti mohou kromé& 6 dile figurovat dalsi
parametry, které nazyvame ruSivymi parametry (nuisance parameters).
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Skalova forma s jednim rusivym parametrem

V dalsim budeme uvaZovat pouze regularni a kanonické formy s jednim ruSivym
parametrem ¢.

Skalové forma hustoty, resp. pravdé&podobnostni funkce, exponenciainiho typu
s jednim pfirozenym parametrem 6 a jednim ruSivym parametrem ¢ je tvaru

Oy —(0)
¢/w

fly) = exp +d(9.y)|,

kde v(0), d(¢,y) jsou zndmé funkce, w > 0 a ¢ > 0 je tzv. scale factor.
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Skalova forma s jednim rusivym parametrem

Pro ndhodnou veli¢inu Y z rozdéleni s reguldrni” hustotou (resp.
pravd&podobnostni funkci) exponencidlniho typu

) = exp | X0 1 d(g)

plati

EY = o/(6) = 219,

Pokud navic plati E (?19{;?) =0, potom

b gy 9 *(0)
DY=370=3 e

Funkce 7" (6) se nazyva rozptylova funkce (variance function).
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Normalni rozdéleni

Y~N(uo?), peR, *>>0,yeR

202

—_ )2 _ 1,2 2
P 2exp{_(y y)}:exp[ﬂy L

270 o2 202

prirozeny parametr 8§ = u € R je stfedni hodnota

7(6) = 367

scale factor ¢ = o2 je rozptyl; w =1
2

d(y) = — 3= — $In(270?)

7(6) =6 = p = EY

rozptylova funkce y(6)" =1

¢ 4(8)" = 0> = DY
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Alternativni rozdéleni

=exp |y In ﬁp +1In(1— p)] =exp [ In(1+ ee)]
v G _ p _ 1 1
pfirozeny parametr 6 = In 1y S R, P=T5e e
7(8) =In(1+¢e’) = —In(1—p)
scale factor ¢ =1, w =1
d(¢,y) = 0
7(9)l 1+e(9 = p EY
rozptylovd funkce v (6)" = (1f29)2 =p(l—p)

£70)" =p(1-p) =DY
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Binomické rozdéleni

Y ~ Bi(n,p), neN, pe(0,1], y€{0,1,...,n}

)= Qra-pr =) (125) a-pr -

=exp |y ln P > +nIn(l—p)+In (;)] = exp [Oy—n In(1+e) +1n (;)}
v s _ p _ l _ 1
pfirozeny parametr 6 = lnm € R, P= TreT 1-—p= oo

(8) =nIn(1+e) = —nIn(1—p)

scale factor g =1, w =1

d(¢,y) =In(j)

20) =1y —np— EY

rozptylovd funkce v(6)" =n (1+ T = =np(l—p)
57(6)" =np(1—p)=DY
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Poissonovo rozdéleni

Y ~ Po(A), A >0, yeNp

Moo InA—A—In(y!)| =exp |0y —e’ —In(y!
f(y)—ae =exp|yInA—A—In(y!)| =exp|fy—e” —In(y!)
pFirozeny parametr 6 = InA € R, A=el
7(0) = = A

scale factor g =1, w =1

d(¢,y) = —In(y!)

7(0) =e® =A=EY

rozptylova funkce y(8)” = e = A
¢ 4(0)" =1 =DY
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Exponencialni rozdéleni (parametr intenzita)

Y ~ Ex(M), A>0,y>0

fly) =Ae ™M =exp [—/\y +ln)\] = exp {Gy—k ln(—G)}

pfirozeny parametr § = —A < 0, A=—0

7(6) = —In(~6) = —In(A)
scale factorg =1, w =1

d(¢,y) =0

7(6) = -5 =1 =EY

" __ 1
— 5

rozptylovd funkce y(8)
$7(0)" =4 =DY

1
02
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Exponencialni rozdéleni (parametr stfedni hodnota)

Y~Ex(u), pu>0y=0

fly) = ;e_y/” — exp [Z - lny] — exp [Gy +1n(9)]

pfirozeny parametr 6 = —% <0, u=-1

7(0) = —In(—0) = In(p)

scale factorg =1, w =1

d(¢,y) =0

v(0) = -3 =u=EY

rozptylova funkce 7(6)" = 7 = p?

L(0)" = u? =DY
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Gama rozdéleni

Y ~ G(k, p), k>0, u>0,y>0

0= g5 (1) "o [-2] -

= exp ”f +klnk—InT(k) + (k—1)Iny
k
pfirozeny parametr 6 = —% <0, p= _%

7(0) = —In(~6) = In(p)
scale factor ¢ = %; w=1
d(¢p,y) =klnk—InT(k) + (k—1)Iny
7(0) = —§ =pn=EY

rozptylovd funkce v (6)" = 9% =u

2
2 4(6)" = & = DY

2
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Zobecnény linearni model |

M&me ndhodny vyb&r Y = (Y1,...,Y,)" a necht rozdéleni Y; zavisi na pevnych

vektorech x; = (x;1,...,xi) € RF prosttednictvim nezndmého vektoru parametri
!

B= (B - Br)

Matice plénu X = (x/,...,x})" necht m& rozmér n x k a hodnost h(X) =k < n.

Definice 7 (Zobecnény linearni model)

Rikdme, e Y = (Y1,...,Yn) se ¥idi zobecnénym linedrnim modelem (GLM,

generalized Linear model), jestlize plati

(1) rozd&leni Y = (Y4q,...,Yy) je exponencidlniho typu s reguldrni sdruZenou
hustotou pravdépodobnosti (resp. sdruZzenou pravdépodobnostni funkci) tvaru

CTTf) = expd 3[40 =20 e
f(y)—i]}f(yz) ep{;[ ey +d(yl,¢)]}
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Zobecnény linearni model Il

Definice 7 (Zobecnény linearni model)

(2) parametr 6; zavisi na x; a B prosttednictvim tzv. linearniho prediktoru

i = xiB,

(3) je dana ryze monotdnni diferencovatelna funkce g, tzv. linkovaci funkce
(link function), a pro stfedni hodnotu EY; = y; plati

sw)=mi=xip, wi=g '(m) i=1..n

Definice 8 (Zobecnény linearni model s kanonickou linkovaci funkci)

Linkovaci funkce ¢ je kanonicka, pokud

g(ui) =0 =mn, i=1,...,n,

tzn. kdyZ linedrnim prediktor je pfirozenym parametrem.
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Zobecnény linearni model

Linedrni prediktor 7; je veli¢ina, kterd zahrnuje informaci o regresorech do GLM.
Je to linedrni kombinace nezndmych parametrii B.

Linkovaci funkce ¢ popisuje vztah mezi linedrnim prediktorem a st¥edni hodnotou
pozorovaného rozdéleni pravdépodobnosti. Linkovaci funkci miZe byt libovolna
ryze monoténni diferencovatelna funkce, v praxi se snazime uvaZovat takové
funkce, které maji defini¢ni obor rovny mnoZiné mnoZnych stfednich hodnot.
Kanonicka linkovaci funkce vyjad¥uje p¥irozeny parametr pomoci stfedni hodnoty,

0; = g(pi).

Pro mnoho v praxi uZivanych rozdéleni pravdépodobnosti je stfedni hodnota y;
p¥imo parametrem pouZitého rozdé&leni pravdépodobnosti. V takovém pfipadé je
kanonickou linkovaci funkei funkce g, kterd prevadi hustotu pravdépodobnosti
(resp. pravdépodobnostni funkci) na kanonicky tvar, 6; = g(u;).
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Regresni pfimka v klasickém LRM
Yl' ~ N(yi,az), EYi = Mi, 1= 1,.. ., n.
Linkovaci funkce v GLM je identita,
g(ui) = pi = i = B1+ Baxi,

B1, B2 a 0% (rudivy parametr) jsou nezndmé parametry, x; isou dané
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Exponencialni rozdéleni, logaritmicky link

Y; ~ Ex(p;)

= G(l,‘ui), EYl‘ = Wi, 1= 1,...,7’1.

Linkovaci funkce v GLM je logaritmus,

g(pi) = Inp; = n; = B1 + Poxi,

B1, B2 jsou nezndmé par
22

20
18
16
14
12
10

2
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Gama rozdéleni, logaritmicky link
Yl‘NG(k,“Mi), EYi:}li, iZl,...,I’l.
Linkovaci funkce v GLM je logaritmus,

g(pi) = Inp; = n; = B1 + Poxi,

B1,B2a¢p=1/k ‘(ruéivy‘ paramgtr) jsqu neznamé pgrametry, X; dgné kovariaty.

18t oF
16
141+

12+

o) L
-0.6 -0.2 0.4

X
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Poissonovo rozdéleni, logaritmicky link

Yi ~ PO()\Z'), EYl‘ = Ai/ i= 1,...,n.
Linkovaci funkce v GLM je logaritmus,

g(ui) =Inp; =InA; = n; = B1 + Box;,

B1, B2 jsou nezndmé parametry, x; jsou dané kovaridty.
45— - ‘

40
35
30
25
20
15

e}
1OC

o
o)
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Binomické rozdéleni, logitovy link

Yl' ~ Bi(ﬂi,pi), E (:%’) = Wi = Pi, i= 1,. A (N
Linkovaci funkce v GLM je logitova funkce,

8(pi) =1In5 fip, =1 = B1+ Paxi,

B1, B2 jsou nezndmé parametry, x; jsou dané kovaridty.
. = . : ‘

0.9
0.8
0.7
0.6

Yin

0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

1 L L i L ° L 1 L

-3 -2 -1 0 1 2 3 4
v
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Odhady neznamych parametri v GLM

V&imnéme si, Ze rozdéleni ndhodnych veli¢in Y; je stejného typu a logaritmus
sdruzené vérohodnostni funkce ma tvar

(6;y) = i&(ez-;yi) _ 21 W (v )

Odhad neznamych parametrii metodou maximalni vérohodnosti dostaneme
maximalizaci logaritmické vé&rohodnostni funkce £(8;y) vzhledem k parametrim
B. tzn. feSenim soustavy vérohodnostnich rovnic

al(6;y)

dB;

Matice druhych parcidlnich derivaci pfitom skoro jisté& konverguje k matici —n |,
kterd je pFi regularité systému hustot negativné definitni.

=0, j=1,...k
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Odhady neznamych parametri v GLM

Uvedenou soustavu vérohodnostnich rovnic Ize pfepsat do tvaru

(Oy) _ 5 2(Osy) _ g iYi— 1) gy

=0, j=1,...k
9B; = 9B = Dyi o oy

Tyto rovnice nejsou linedrni vzhledem k nezndmym parametriim a ¥e$i se proto
numericky:

linearizaci pomoci Taylorova rozvoje a vypoétem podle
Newtonovy-Raphsonovy metody,

metodou skérovani, kdy se druhych parcidlnich derivaci aproximuje
Fisherovou informadni matici.
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Testovani hypotéz v GLM

Mé&jme nahodny vybér Y, = (Y1,...,Yy)T, ktery se Fidi zobecn&nym linedrnim
modelem s matici planu X,,«. Pfedpoklddejme, Ze proi =1,...,n existuji
ptislusné derivace ' (6;),7" (6;) a plati

EY; =ui=9'(6;), DYi="(6:)vi(¢).

Dile m&me matici Ck><q s hodnosti h(C) = q < k.
Za platnosti Hy : C'B = 0 plati pro Waldovu statistiku

W=nBl.c(C1B)C) CBu & 2Pl

kde BML Jje maximalné vérohodnym odhadem vektorového parametru .

Hypotézu Hy : C'B = 0 tedy zamitdme na hladin& vyznamnosti «, pokud

W > x3_. ().
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Testovani hypotéz v GLM

Testovat hypotézu Hy : Bj =0 proj=1,...,k |ze ndsledovné:
Pomoci Waldovy statistiky W, p¥i volbé C tvaru jednotkového vektoru

C=(01,...,15...,0)"

Pomoci vztahu

Bmj © N (,Bjr S]*]) / kde sj; = % (I(.B)_l).r

7

pFicemz hypotézu zamitdme na hladiné vyznamnosti &, pokud

pFicemZ opét Fisherovou informa&ni matici J(B) aproximujeme matici ]([A%ML).
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Maximalni a minimalni model

Definice 10

Maximalni GLM, ktery oznatime GLM,;y, spliiuje ndsledujici podminky
MaximalIni model je zobecnény linedrni model se stejnym typem rozdéleni jako
zkoumany GLM model.

Maximalni model a zkoumany maji stejnou linkovaci funkci.
Pocet parametrii maximalniho modelu je roven poétu vysvétlovanych veli¢in
n, maximalné vérohodny odhad parametru B, . je n-rozmérny vektor B, ..

Definice 11

Minimalni GLM, ktery ozna&ime GLM,,;,,, spltiuje ndsledujici podminky
Minimalni model je zobecnény linedrni model se stejnym typem rozdéleni jako
zkoumany GLM model.

Minimalni model a zkoumany maji stejnou linkovaci funkci.

Pocet parametrii minimalniho modelu je roven 1, maximaln& vérohodny odhad
parametru B, . je skalar B,,.
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Submodel

Definice 12

Mé&jme zobecnény linedrni model s matici planu X,,x a vektorem nezndmych
parametrli B. Submodel, ktery oznac¢ime GLMj,;, spliiuje nasledujici podminky

Submodel je zobecnény linedrni model se stejnym typem rozdé&leni jako
zkoumany GLM model.

Submodel a zkoumany model maji stejnou linkovaci funkci.

Vektor nezndmych parametrii B ; € R7a matice pldnu Qy x4, pro kterou plati

anq = Xn><ka><q-

Aby GLM,,;, byl submodelem modelu GLM, musi kazdy sloupec matice Q pat¥it
do obalu sloupcii matice X. To bude spIn&no prévé tehdy, bude-li Q typu

anq - ankaxq'

Je tfeba si uvédomit, Ze GLMy,;, je specidlnim p¥ipadem modelu GLM. Plati-li
tudiz pro ndhodny vyb&r Y model GLM,;, plati pro Y také model GLM.
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Deviance

Deviance v zobecnénych linedrnich modelech je obdobou rozptylu u klasickych
linedrnich regresnich model(i. Deviance je tedy kritériem vhodnosti zobecnéného
linedrniho modelu. Metoda maximalni v&rohodnosti totiZz odpovida hleddni minima
deviance modelu.

Definice 13 (Skélova deviance)

Mg&jme modely GLM a GLM;,¢. Necht ndhodny vybér Y se ¥idi modelem
GLMyax. Skélova deviance (scaled deviance) modelu GLM je statistika

~ 2
L(:Bmax; Y) _ 7 . 7.
D=In [W] =2 [E(ﬁmax, Y)—{(B; Y)] ,

kde B,,,., B jsou maximéIn& vérohodné odhady v modelech GLMyzx a GLM.
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Ovérovani vhodnosti submodelu

Véta 14

Necht nihodny vybérY se Fidi modelem GLM s B € Rk, k < n, a plati
existuji druhé parcidlni derivace hustoty f(y; B) podle sloZek B,

f . iB)
p/a/E<ﬁffz Z,,) ) =0, (G,j=1,...,k),

existuje EL(B;Y).
Necht GLMg,;, s By, € R, q < k < n, je submodel modelu GLM.

|

Za platnosti hypotézy, Ze nahodny vybérY se Fidi modelem GLM,;,, plati pro
rozdil devianci téchto modelii

AD =Dy, —D % x*(k—q).

Platnost modelu GLM,,;, pro ndhodny vybér Y tedy zamitdme na hlading&
vyznamnosti «, pokud

AD =Dy — D > x3_,(k—q).
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Akaikeovo informaéni kritérium

Alternativni mirou relativni kvality modelu je Akaikeovo informaéni kritérium
z teorie informace, zaloZené na relativni Kullbackové-Leiblerové vzdalenosti
rozdéleni pravdépodobnosti indukované danym GLM vzhledem k GLM;5.

Definice 15 (Akaikeovo informaéni kritérium)

AIC =2k —2((B;Y),

kde Bje maximalné v&rohodné odhad v modelu GLM a k je polet parametrii B.
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Typy nahodnych veli¢in

Nominalni Ordinalni Intervalova Pomérova

| Kvalitativni | | Kvantitativni |

N
Spojita

Kategorialni

N

| Dichotomicka | |Polytomicka

|

/
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Zobecnéné linearni modely v R

Obecn3d funkce pro feseni GLM v R je glm.

model <-glm (formula, family, data)

family | family (link = ...)
gaussian | identity, log, inverse
binomial | logit, probit, cloglog, log, cauchit
poisson | log, sqrt, identity

Gamma | inverse, log, identity

inverse.gaussian

v <- summary (model)

S vysledky se pracuje analogicky jako s vysledky funkce 1m pro LRM.

Ondrej Pokora, P¥F MU (2015)

1/mu~2, inverse, log, identity
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