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Analyza hlavnich komponent

Analyza hlavnich komponent (Principal component analysis, PCA) je
statistickd metoda pro sniZzeni dimenze (po¢tu) prom&nnych, které byvaji ¢asto
korelované. P¥ipomeiime nap¥. velmi &asty problém multikolinearity ve vicenasobné
linedrni regresi.

PCA vyuZiva ortogonalizace baze vektorového prostoru plvodnich ndhodnych
veli¢in. Nové bazové nahodné veli¢iny, nazyvané hlavni komponenty, jsou
nekorelované. Sou&asné je volba nové baze optimalni v tom, Ze pro vysvétleni
zadaného podily celkové variability dat staéi uvaZovat niZsi pocet hlavnich
komponent, nez byl poet (dimenze) plvodnich ndhodnych veligin. Jednotlivé

hlavni komponenty jsou postupné hledany tak, aby vysvétlily co nejv&tsi ¢ast
celkové variability dat pomoci co nejZsiho po¢tu novych ndhodndch veliin.

Nevyhou PCA mdiZe byt nemoZnost interpretace hlavnich komponent, nap¥.

z divodu nekompatibility pouZitych jednotek. V praxi toto &asto fedime
uvaZovanim bezrozmé&rnych veli&in.
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Pozorovani ve standardni bazi

Data n pozorovani k veli¢&in madme v matici X rozméru n x k, n > k. MiZeme to
chdpat jako n pozorovani v k-rozm&rném prostoru. UvaZujeme-li standardni bazi
jednotkovych vektorti v R,

e1,...,€,
jednotlivé ¥adky matice X jsou soufadnice jednotlivych pozorovani v této
standardni bazi, ktera je ortonormalni.

P¥edpokladejme nyni, Ze mdme obecnou ortonormalini bazi
1, i=j
0, i#j

Vytvofme matici U tak, Ze tyto bazové vektory umistime do sloupcii. Takova
matice U je potom ortogondlni, tzn. plati

uu=rn u'=u.
Pro kazdé x € R¥ pak plati

ul,...,ukele, u;uj =

x=au;+ - +au = Ua, a=Ux,

kde a = (ay,...,a;)" jsou soufadnice x v bazi sloupcii matice U.
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Volba optimalni baze

Bazi uq, ..., u; chceme zvolit tak, aby pro x € R platilo
xR x,
kde x* je linedrni kombinaci pouze prvnich r < k bazovych vektorti,
X =mu + - +au, =Ua”,
s redukovanou matici U* tvofenou prvnimi r sloupci matice U. Mdme tedy

x* =U'a* =U*(U*)'x, nebot a*=(U")x
——
P

Aproximace x* je tedy projekci x do podprostoru generovaného sloupci
redukované matice U*, a to pomoci projekéni matice P.

Dopustime se p¥itom chyby
e=x—x"=a, U1+ + Ay
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Razné volby bazi

(a) Original Basis (b) Optimal Basis
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Analyza hlavnich komponent

Od zadatku: chceme nalézt prvni vektor u optimaini ortonormalni baze, pomoci
n&hoz dokdZeme x aproximovat pomoci x* nejlépe z pohledu vysvétleného
rozptylu.

Déle predpokladdme, Ze data v matici X jsou centrovana; v opaéném pripadé je
centrujeme, tzn. od kazdého sloupce odeéteme jeho priimér.

Projekce i-tého pozorovani x;, do sm&ru bazového vektoru u je tvaru
X; =au, i=1,...,n

Rozptyl projektovanych pozorovani x7,...,x; je rovny

2 1 3 2 1 3 2 3
‘Tu:;Z(“i— Mi ) :;Z“i Zuxz =
~—~~ i=1

i—1 i—1
i ~0 i

1 1&
/ / !/ / !/
= Ezguxixiu =u |- ;xixi u=uZXu,
—_——
z
kde L je kovarian¢ni matice (k x k) centrovanych veligin.
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Volba optimalniho sméru

Obrazky: Zaki & Meira: Data mining and analysis, 2014.
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Analyza hlavnich komponent

Optimalni vektor u, u'u = 1, hleddme tak, abychom maximalizovali rozptyl (7,%
pozorovani projektovanych do sméru u. Re$ime tedy tlohu na vazany extrém

2

(o

2 =u'Tu — max, zapodminky w'u=1.

PouZijeme Lagrangeovu metodu. Lagrangeova funkce L s Lagrangeovym
multiplikatorem A je
Lu) =u'Zu — A(v'u—1),

iy . S JdL(u PR p
pro niZ nalezneme pomoci staciondrniho bodu a(u) = 0 YeSeni zadané vztahem

Xu = Au.

To znamend, Ze A je vlastni &islo kovariangni matice X a u je jemu odpovidajici
vlastni vektor.

Pfitom hledany rozptyl je rovny 02 = A. Ma-li byt 02 maximalni, je tfeba vzit za
A nejvétsi vlastni &islo kovariaéni matice X a za u jemu odpovidajici vlastni vektor,
ktery oznalujeme jako prvni hlavni komponentu u;.
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Analyza hlavnich komponent

Na uvedeném principu je zaloZena metoda hlavnich komponent. Postupné&
hleddme vektory ortonormalni baze, které s co nejmensim dimenzi generovaného
podprostoru vysvétluji co nejvice variability dat.

Ve druhém kroku tedy hleddme druhou hlavni komponentu u5,

whuy =1, wiuy =0,

tak, aby se maximalizovala variabilita v datech projektovanych do podprostoru
generovaného vektory uq a ujp.
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Analyza hlavnich komponent

Kovarian¢ni matice X datové matice X rozméru n X k je symetrickd a pozitivné
semidefinitni &tvercova matice ¥adu k, tzn. jeji vlastni &isla jsou vZdy nezdporng,
a poclet kladnych vlastnich &isel odpovida hodnosti matice . Uspofadejme tato
vlastni &isla do nerostouci posloupnosti

M 2> 2 A
a ozna&me k nim pfisludejici vlastni vektory uq, ..., uy.

Plati L = UAU,

kde sloupce matice U jsou vlastni vektory a A = diag(Aq, ..., Ag).

Celkova variabilita dat v matici X je rovna

k
ZA] =TrX.

i=j
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Variabilita v riznych bazich

(a) Optimal basis (b) Nonoptimal basis
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Algoritmus PCA |

Pro datovou matici Y typu #n X k spo&itdme vyb&rové priiméry pro kazdou
veli¢inu (tj. sloupcové priiméry)

1 1 & 1 &

/ /

W=—Y xi=(=-Y %, - ) Xk
=1 nis iz

VytvoFime matici cetrovanych veli¢in rozméru n x k,

slozenou z n Yadkii x7, ..., x,.

Ozna&ime X kovariaéni matici matice X,
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Algoritmus PCA I

s v

Spotitame vlastni &isla kovarianéni matice X, sefadime je do nerostouci
posloupnosti a odpovidajici vlastni vektory uspo¥adame (ve stejném potadi)
do sloupcti matice U,

Mz 2 Ay U= (ug] - uy).

Nalezneme vhodnou dimenzi ¥ < k, nap¥. s podminkou na minimdini hodnotu
podilu rozptylu

YA

# > %

k ) e
YA
pro stanovenou hodnotu & € (0; 1), &asto se uvadi a = 0,8.

Vytvofime matici redukované baze hlavnich komponent U, tak, Ze z matice
U vezmeme pouze prvnich r sloupci.

Datova matice v bazi hlavnich komponent A je rozmé&ru n X r a je tvofena
fadky a!, kde
al = U,x}, i=1,...,n.
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Priklad

V R je klasickd PCA naprogramovana ve funkci prcomp, kterd pro hledani

vlastnich &isel a vektorli vyuziva klasicky spektralni rozklad kovarianni matice
Y = UAU'.

V praxi se v8ak obvykle pouZiva tzv. singular value decomposition (SVD) datové
matice X = LAR’, ktera je vypoletn& vyhodn&jsi. V R tento postup vyuZiva

funkce princomp.

Pro grafické reprezetace vysledkii PCA pak pouZivdme mj. screeplot a biplot.

V souboru ukazatele.csv je 16 vybranych ekonomickych a finanénich ukazateli 29
evropskych zemi z roku 2007, které publikoval EUROSTAT v roce 2009. Proved'te
analyzu hlavnich komponent a identifikujte hlavni komponenty ukazateld.
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Korelogram

Ondvej Pokora, P¥F MU (2015)
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Scree plot
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