
MA012 Statistika II
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Analýza hlavńıch komponent

Analýza hlavńıch komponent (Principal component analysis, PCA) je
statistická metoda pro sńıžeńı dimenze (počtu) proměnných, které bývaj́ı často
korelované. Připomeňme nap̌r. velmi častý problém multikolinearity ve v́ıcenásobné
lineárńı regresi.

PCA využ́ıvá ortogonalizace báze vektorového prostoru původńıch náhodných
veličin. Nové bázové náhodné veličiny, nazývané hlavńı komponenty, jsou
nekorelované. Současně je volba nové báze optimálńı v tom, že pro vysvětleńı
zadaného pod́ıly celkové variability dat stač́ı uvažovat nižš́ı počet hlavńıch
komponent, než byl počet (dimenze) původńıch náhodných veličin. Jednotlivé
hlavńı komponenty jsou postupně hledány tak, aby vysvětlily co nejvěťśı část
celkové variability dat pomoćı co nejžš́ıho počtu nových náhodnách veličin.

Nevýhou PCA může být nemožnost interpretace hlavńıch komponent, nap̌r.
z důvodu nekompatibility použitých jednotek. V praxi toto často řeš́ıme
uvažováńım bezrozměrných veličin.
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Pozorováńı ve standardńı bázi

Data n pozorováńı k veličin máme v matici X rozměru n× k, n > k. Můžeme to
chápat jako n pozorováńı v k-rozměrném prostoru. Uvažujeme-li standardńı bázi
jednotkových vektor̊u v Rk,

e1, . . . , ek,
jednotlivé řádky matice X jsou soǔradnice jednotlivých pozorováńı v této
standardńı bázi, která je ortonormálńı.

Předpokládejme nyńı, že máme obecnou ortonormálńı bázi

u1, . . . , uk ∈ Rk, u′i uj =

{
1, i = j
0, i 6= j

.

Vytvǒrme matici U tak, že tyto bázové vektory uḿıst́ıme do sloupc̊u. Taková
matice U je potom ortogonálńı, tzn. plat́ı

U ′U = Ik, U−1 = U ′.

Pro každé x ∈ Rk pak plat́ı

x = a1u1 + · · ·+ akuk = Ua, a = U ′x,

kde a = (a1, . . . , ak)
′ jsou soǔradnice x v bázi sloupc̊u matice U.
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Volba optimálńı báze

Bázi u1, . . . , uk chceme zvolit tak, aby pro x ∈ Rk platilo

x ≈ x∗,

kde x∗ je lineárńı kombinaćı pouze prvńıch r < k bázových vektor̊u,

x∗ = a1u1 + · · ·+ arur = U∗a∗,

s redukovanou matićı U∗ tvǒrenou prvńımi r sloupci matice U. Máme tedy

x∗ = U∗a∗ = U∗(U∗)′︸ ︷︷ ︸
P

x, nebot’ a∗ = (U∗)′x.

Aproximace x∗ je tedy projekćı x do podprostoru generovaného sloupci
redukované matice U∗, a to pomoćı projekčńı matice P.

Dopust́ıme se p̌ritom chyby

ε = x− x∗ = ar+1ur+1 + · · ·+ akuk.
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Různé volby báźı
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Analýza hlavńıch komponent

Od začátku: chceme nalézt prvńı vektor u optimálńı ortonormálńı báze, pomoćı
něhož dokážeme x aproximovat pomoćı x∗ nejlépe z pohledu vysvětleného
rozptylu.

Dále p̌redpokládáme, že data v matici X jsou centrována; v opačném p̌ŕıpadě je
centrujeme, tzn. od každého sloupce odečteme jeho pr̊uměr.

Projekce i-tého pozorováńı xi, do směru bázového vektoru u je tvaru

x∗i = aiu, i = 1, . . . , n.

Rozptyl projektovaných pozorováńı x∗1 , . . . , x∗n je rovný

σ2
u =

1
n

n

∑
i=1

(ai − µi︸︷︷︸
=0

)2 =
1
n

n

∑
i=1

a2
i =

1
n

n

∑
i=1

(u′xi)
2 =

=
1
n

n

∑
i=1

u′xix′iu = u′
(

1
n

n

∑
i=1

xix′i

)
︸ ︷︷ ︸

Σ

u = u′Σu,

kde Σ je kovariančńı matice (k× k) centrovaných veličin.
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Volba optimálńıho směru

Obrázky: Zaki & Meira: Data mining and analysis, 2014.
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Analýza hlavńıch komponent

Optimálńı vektor u, u′u = 1, hledáme tak, abychom maximalizovali rozptyl σ2
u

pozorováńı projektovaných do směru u. Řeš́ıme tedy úlohu na vázaný extrém

σ2
u = u′Σu→ max, za podḿınky u′u = 1.

Použijeme Lagrangeovu metodu. Lagrangeova funkce L s Lagrangeovým
multiplikátorem λ je

L(u) = u′Σu− λ(u′u− 1),

pro niž nalezneme pomoćı stacionárńıho bodu
∂L(u)

∂u = 0 řešeńı zadané vztahem

Σu = λu.

To znamená, že λ je vlastńı č́ıslo kovariančńı matice Σ a u je jemu odpov́ıdaj́ıćı
vlastńı vektor.

Přitom hledaný rozptyl je rovný σ2
u = λ. Má-li být σ2

u maximálńı, je ťreba vźıt za
λ nejvěťśı vlastńı č́ıslo kovariačńı matice Σ a za u jemu odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor,
který označujeme jako prvńı hlavńı komponentu u1.
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Analýza hlavńıch komponent

Na uvedeném principu je založena metoda hlavńıch komponent. Postupně
hledáme vektory ortonormálńı báze, které s co nejmenš́ım dimenźı generovaného
podprostoru vysvětluj́ı co nejv́ıce variability dat.

Ve druhém kroku tedy hledáme druhou hlavńı komponentu u2,

u′2u2 = 1, u′1u2 = 0,

tak, aby se maximalizovala variabilita v datech projektovaných do podprostoru
generovaného vektory u1 a u2.
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Analýza hlavńıch komponent

Kovariančńı matice Σ datové matice X rozměru n× k je symetrická a pozitivně
semidefinitńı čtvercová matice řádu k, tzn. jej́ı vlastńı č́ısla jsou vždy nezáporná,
a počet kladných vlastńıch č́ısel odpov́ıdá hodnosti matice Σ. Uspǒrádejme tato
vlastńı č́ısla do nerostoućı posloupnosti

λ1 ≥ · · · ≥ λk

a označme k nim p̌ŕıslušej́ıćı vlastńı vektory u1, . . . , uk.

Věta 1

Plat́ı Σ = UΛU ′,

kde sloupce matice U jsou vlastńı vektory a λ = diag(λ1, . . . , λk).

Celková variabilita dat v matici X je rovna

k

∑
i=j

λj = Tr Σ.
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Variabilita v r̊uzných báźıch
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Algoritmus PCA I

1 Pro datovou matici Y typu n× k spoč́ıtáme výběrové pr̊uměry pro každou
veličinu (tj. sloupcové pr̊uměry)

µ′ =
1
n

n

∑
i=1

x′i =

(
1
n

n

∑
i=1

xi 1, . . . ,
1
n

n

∑
i=1

xi k

)
.

2 Vytvǒŕıme matici cetrovaných veličin rozměru n× k,

X = (1, . . . , 1)′µ′,

složenou z n řádk̊u x′1, . . . , x′n.

3 Označ́ıme Σ kovariačńı matici matice X,

Σ = covX =
1
n

n

∑
i=1

xix′i .
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Algoritmus PCA II

4 Spoč́ıtáme vlastńı č́ısla kovariančńı matice Σ, sěrad́ıme je do nerostoućı
posloupnosti a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory uspǒrádáme (ve stejném pǒrad́ı)
do sloupc̊u matice U,

λ1 ≥ · · · ≥ λk, U = (u1 | · · · | uk) .

5 Nalezneme vhodnou dimenzi r < k, nap̌r. s podḿınkou na minimálńı hodnotu
pod́ılu rozptylu

∑r
j=1 λj

∑k
j=1 λj

≥ α

pro stanovenou hodnotu α ∈ (0; 1), často se uvád́ı α = 0,8.

6 Vytvǒŕıme matici redukované báze hlavńıch komponent Ur tak, že z matice
U vezmeme pouze prvńıch r sloupc̊u.

7 Datová matice v bázi hlavńıch komponent A je rozměru n× r a je tvǒrena
řádky a′i, kde

a′i = Urx′i , i = 1, . . . , n.
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Př́ıklad

V R je klasická PCA naprogramována ve funkci prcomp, která pro hledáńı
vlastńıch č́ısel a vektor̊u využ́ıvá klasický spektrálńı rozklad kovariančńı matice
Σ = UΛU ′.

V praxi se však obvykle použ́ıvá tzv. singular value decomposition (SVD) datové
matice X = L∆R′, která je výpočetně výhodněǰśı. V R tento postup využ́ıvá
funkce princomp.

Pro grafické reprezetace výsledk̊u PCA pak použ́ıváme mj. screeplot a biplot.

Př́ıklad 1

V souboru ukazatele.csv je 16 vybraných ekonomických a finančńıch ukazatel̊u 29
evropských zeḿı z roku 2007, které publikoval EUROSTAT v roce 2009. Proved’te
analýzu hlavńıch komponent a identifikujte hlavńı komponenty ukazatel̊u.
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