Matematika Il — 1. tyden
Funkce vice proménnych: parcialni derivace, kfivky,

topologie euklidovskych prostori

Jan Slovak

Masarykova univerzita
Fakulta informatiky

21. 9. 2015



Obsah prednasky

@ Literatura

© Funkce a zobrazeni
@ Funkce vice proménnych
@ Topologie euklidovskych prostor
o Krivky v euklidovskych prostorech



Literatura

Plan prednasky

@ Literatura



Literatura

Kde je dobré cist?

@ Zuzana Dosla, Roman Plch, Petr Sojka, Diferencialni pocet
funkci vice proménnych s programem Maple, MU Brno, 1999,
273 s.


www.math.muni.cz/Matematika_drsne_svizne

Literatura

Kde je dobré cist?

@ Zuzana Dosla, Roman Plch, Petr Sojka, Diferencialni pocet
funkci vice proménnych s programem Maple, MU Brno, 1999,
273 s.

o J. Slovak, M. Panak, M. Bulant, Matematika drsné a svizné,
Muni Press, Brno 2013, v+773 s., elektronicka edice
www.math.muni.cz/Matematika_drsne_svizne


www.math.muni.cz/Matematika_drsne_svizne

Funkce a zobrazeni

Plan prednasky

© Funkce a zobrazeni
@ Funkce vice proménnych
@ Topologie euklidovskych prostor
o Krivky v euklidovskych prostorech



Funkce a zobrazeni
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Definition

Zobrazeni f(x1,x2,...,Xp) : R” — R nazyvame funkce vice
proménnych. Pro n = 2 nebo n = 3 €asto misto cislovanych
proménnych pouzivame pismena x, y, z.

To znamen4, ze funkce f definovana v ,roviné" E, = R? budou
znaceny

f:R?> (x,y) = f(x,y) €R

a podobné v , prostoru” E3 = R3

f:R3> (x,y,2) — f(x,y,2z) €R.
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Zobrazeni f(x1,x2,...,Xp) : R” — R nazyvame funkce vice
proménnych. Pro n = 2 nebo n = 3 €asto misto cislovanych
proménnych pouzivame pismena x, y, z.
To znamen4, ze funkce f definovana v ,roviné" E, = R? budou
znaceny

f:R?> (x,y) = f(x,y) €R

a podobné v , prostoru” E3 = R3

f:R3> (x,y,2) — f(x,y,2z) €R.

Definiéni obor A C R" — mnozina, kde je funkce definovana.

(Hrickou pro pisemky a tlohy byva kol k danému explicitnimu
vyrazu definujicimu funkci najit co nejvétsi defini¢ni obor, na
kterém ma tato formule smysl.)
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Definition

Graf funkce vice proménnych je podmnozina Gr C R" x R = R"*1
definova vztahem

Gr={(a,-yXn F(x1,...,xn)); (X1,---,%n) € A},

kde A je defini¢ni obor f.
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Definition
Graf funkce vice proménnych je podmnozina Gr C R" x R = R"*1
definova vztahem

Gr={(a,-yXn F(x1,...,xn)); (X1,---,%n) € A},

kde A je defini¢ni obor f.

Grafem funkce definované v E,

Xty

f(va) = m

je plocha na obrazku,
maximalnim definiénim oborem

je E2\{(0,0)}.
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Parcialni derivace

S nastroji pro funkce v jedné proménné mazeme beze zmén
pracovat i ted. Prosté budeme derivovat, pripadné integrovat apod.
jen podle jedné zvolené proménné, zatimco ostatni budou
povazovany za parametry. (Mame pritom i k dispozici fadu
vysledkd o chovani derivaci a integrald v zavislosti na parametrech.)

Definition

Parcialni derivacfaif(xl, ..., Xp) funkce f v bodé (xi, ..., xp)
rozumime obvyklou derivaci D d_f funkce jedné proménné

Xi > F(X1, .y Xiye vy Xn), VE které povaZzujeme ostatni proménné

Za parametry.
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Euklidovsky prostor E, je mnozina bodi (bez volby soufadnic)
spolu se zamérenim R". Zaméreni je vektorovy prostor moznych
prirtstki, které umime k bodim prostoru E, pficitat.



Euklidovsky prostor E, je mnozina bodi (bez volby soufadnic)

spolu se zamérenim R". Zaméreni je vektorovy prostor moznych
prirtstki, které umime k bodim prostoru E, pficitat.

Navic je na R” standardni skalarni soucin u-v = >"7 ; x;y;, kde
u=(x1,...,xp) av=_y1,.-.,¥n) jsou libovolné vektory.
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Navic je na R” standardni skalarni soucin u-v = >"7 ; x;y;, kde
u=(x1,...,xp) av=_y1,.-.,¥n) jsou libovolné vektory.

Proto je na E, dana metrika, tj. funkce vzdalenosti ||P — Q|| dvojic
bodti P, Q predpisem

n
1P = QI =Jlull> =7,
i=1

kde u je vektor, jehoz pfictenim k P obdrzime Q.
Napf. E; je vzdalenost bodt P; = (x1,y1) a P2 = (x2,y2) dana
[Pr— P2|]? = (x1 — x2)? + (y1 — y2)*.
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Euklidovsky prostor E, je mnozina bodi (bez volby soufadnic)
spolu se zamérenim R". Zaméreni je vektorovy prostor moznych
prirtstki, které umime k bodim prostoru E, pficitat.

Navic je na R” standardni skalarni soucin u-v = >"7 ; x;y;, kde
u=(x1,...,xp) av=_y1,.-.,¥n) jsou libovolné vektory.

Proto je na E, dana metrika, tj. funkce vzdalenosti ||P — Q|| dvojic
bodti P, Q predpisem

n
1P = QI =Jlull> =7,
i=1

kde u je vektor, jehoz pfictenim k P obdrzime Q.
Napf. E; je vzdalenost bodt P; = (x1,y1) a P2 = (x2,y2) dana
[Pr— P2|]? = (x1 — x2)? + (y1 — y2)*.

Trojuhelnikova nerovnost pro kazdé tri body P, Q, R

1P =Rl =I(P=Q)+(Q—R)[ <I(P=Q) + (= R)I-
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Rozsifeni pojmii topologie R pro body P; libovolného Euklidovského
E,, (opakovani z minulého semestru, kde byly diskutovany metrické
prostory obecné):
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bod P pak nazyvame limitou posloupnosti P;,
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Rozsifeni pojmii topologie R pro body P; libovolného Euklidovského
E,, (opakovani z minulého semestru, kde byly diskutovany metrické
prostory obecné):

Definition

e Cauchyovska posloupnost: ||P; — Pj|| < €, pro kazdé pevné
zvolené € > 0 az na konecné mnoho vyjimeénych hodnot i, ,

@ konvergentni posloupnost: ||P; — P|| < €, pro kazdé pevné
zvolené € > 0 az na konecné mnoho vyjimecnych hodnot i, J,
bod P pak nazyvame limitou posloupnosti P;,

@ hromadny bod P mnoziny A C E,: existuje posloupnost bodd
v A konvergujici k P a vesmés riiznych od P,

@ uzavfend mnozina: obsahuje vsechny své hromadné body,
@ otevrena mnozina: jeji doplnék je uzavreny,

@ otevrené d—okoli bodu P: mnozina

O05(P) ={Q € En; [|[P - QI <4},
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@ hraniéni bod P mnoziny A: kazdé d—okoli bodu P ma
neprazdny priinik s A i s komplementem E, \ A,
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@ hraniéni bod P mnoziny A: kazdé d—okoli bodu P ma

neprazdny priinik s A i s komplementem E, \ A,

@ vnitrni bod P mnoziny A: existuje d—okoli bodu P, které celé
leZi uvnitr A,
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neprazdny priinik s A i s komplementem E, \ A,
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@ hraniéni bod P mnoziny A: kazdé d—okoli bodu P ma
neprazdny priinik s A i s komplementem E, \ A,
@ vnitrni bod P mnoziny A: existuje d—okoli bodu P, které celé

leZi uvnitr A,

@ ohrani¢ena mnozina: lezi cela v néjakém d—okoli nékterého
svého bodu (pro dostatecné velké ¢),

@ kompaktni mnozZina: uzavfena a ohrani¢end mnozina.
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Pro podmnoziny A C E, v euklidovskych prostorech plati:
@ A je otevrena, pravé kdyz je sjednocenim nejvyse spocetného
systému d—okolli,




Funkce a zobrazeni
oooe

Pro podmnoziny A C E, v euklidovskych prostorech plati:
@ A je otevrena, pravé kdyz je sjednocenim nejvyse spocetného
systému d—okolli,
@ kazdy bod a € A je bud' vnitini nebo hraniéni,




Funkce a zobrazeni
oooe

Pro podmnoziny A C E, v euklidovskych prostorech plati:
@ A je otevrena, pravé kdyz je sjednocenim nejvyse spocetného
systému d—okolli,
@ kazdy bod a € A je bud' vnitini nebo hraniéni,

© kazdy hraniéni bod je bud izolovanym nebo hromadnym
bodem A,




Funkce a zobrazeni
oooe

Pro podmnoziny A C E, v euklidovskych prostorech plati:

@ A je otevrena, pravé kdyz je sjednocenim nejvyse spocetného
systému d—okolli,

@ kazdy bod a € A je bud' vnitini nebo hraniéni,

© kazdy hraniéni bod je bud izolovanym nebo hromadnym
bodem A,

Q A je kompaktni, pravé kdyz kazda v ni obsazena nekonecna
posloupnost ma podposloupnost konvergujici k bodu v A,




Funkce a zobrazeni
oooe

Pro podmnoziny A C E, v euklidovskych prostorech plati:

@ A je otevrena, pravé kdyz je sjednocenim nejvyse spocetného
systému d—okolli,

@ kazdy bod a € A je bud' vnitini nebo hraniéni,

© kazdy hraniéni bod je bud izolovanym nebo hromadnym
bodem A,

Q A je kompaktni, pravé kdyz kazda v ni obsazena nekonecna
posloupnost ma podposloupnost konvergujici k bodu v A,

@ A je kompaktni, pravé kdyz kazdé jeji oteviené pokryti
obsahuje konecné pokryti.




Funkce a zobrazeni
°0

Definition

Krivka je zobrazeni ¢ : R — E,.
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Definition

Krivka je zobrazeni ¢ : R — E,.

Analogicky k funkcim v jedné proménné:

Definition

o Limita: lim_, c(t) € E,

Vsimnéme si, ze zatimco limity existuji v E,,, derivace kfivky v E,
je ve vektorovém prostoru R”, integral ma smysl jen pro k¥ivku ve
vektorovém prostoru R"!
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Definition

Krivka je zobrazeni ¢ : R — E,.

Analogicky k funkcim v jedné proménné:

Definition

o Limita: lim_, c(t) € E,

@ Derivace: c'(tg) = lim¢_y, “_71t0| - (c(t) — c(to)) € R"

o Integral: fab c(t)dt € R".

Vsimnéme si, ze zatimco limity existuji v E,,, derivace kfivky v E,
je ve vektorovém prostoru R”, integral ma smysl jen pro k¥ivku ve
vektorovém prostoru R"!

Limity, derivace i integraly lze spocist po jednotlivych n soufadnych
slozkach v R" a stejné se rozpozna i jejich existence.



Funkce a zobrazeni
oce

Derivace krivky a te¢na ke krivce

Derivace zadava tecny vektor ke kfivce ¢ : R — E, v bodé
c(to) € Ep — vektor ¢(tg) € R" v prostoru zaméreni R" dany
derivaci.

Primka zadana parametricky T : c(ty) + 7 - ¢/(tp) je tecna ke
krivce ¢ v bodé ty, nezavisi na parametrizaci kfivky c.
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