Priklad 2. Vyrobek je podroben tfem ruznym zkouskam. Oznacme nasledujici jevy:
A — nédhodné vybrany vyrobek obstoji pti prvni zkousce,
B — obstoji ve druhé zkousce,
C — obstoji ve tieti zkousce.
Vyjadiete v mnozinové symbolice, ze vyrobek obstoji
a) jen v prvni zkousce,
b) v prvni a druhé zkousce, ale neobstoji ve tieti zkousce,
c¢) ve vsech tiech zkouskéch,
d) alespon v jedné zkousce,
e) prave v jedné zkousce,
f) maximalné dvakrat.
Priklad 3. a) Uved'te vSechna mozna jevova pole na {0y, 09,03}
b) Uvedte alespori tfi ruzné jevovéa pole na mnoziné {oy, 0o, 03, 04}
Priklad 4. Dokazte nésledujici vlastnosti pravdépodobnosti:
e P(0)=0,0< P(A) <1,
e P(A9)=1-P(A),
e ACB = P(A)<P(B), P(B\ A)=P(B)— P(A),
e P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Priklad 5. Necht Q = {w;,ws, w3t a A= {Q,0, {w; }, {ws2,ws}}. Urcete viechny pravdépodobnostn{
funkce zobrazujici A do mnoziny {0,1,60,1 — 6}.

Viysledek. Z definice P(Q2) = 1, P(0) = 0, P({w2, w3} = 1— P(w;). Mdme tedy dvé moznosti
P(wl) = Q,P(wl) =1-0.

Priklad 6. Kostku, ktera stejné obarvené vSechny stény, roziezeme na 1000 kosticek
stejnych rozmeéru. Vsechny kosticky zamichame a nahodné jednu z nich vytdhneme. Vypocitejte
pravdépodobnost, ze kosticka bude mit:

a) vSechny stény neobarvené,
b) jednu obarvenou sténu,

¢) dvé obarvené stény,



d) tfi obarvené stény.

Priklad 7. V seminarni skupiné MB104 je 23 studenttu. Studenti se déli na
e 8 dobrych, kteff maji pravdépodobnost slozeni zkousky 90%;
e 12 prumérnych, kteri maji pravdépodobnost slozeni zkousky 60%:;

e ostatni slabé, ktefl na matematiku navic ,kaslou“, a tak maji pravdépodobnost
slozeni zkousky jen 0,1.

a) Urcete pravdépodobnost, ze ndhodné zvoleny student zkousku slozi.

b) Urcete pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany student, dspésné slozivsi zkousku, byl
z téch, ktefi na matematiku ,kaslali®.

Visledek. a) 0,639; b) 0,0204;

Priiklad 8. Kazdy ze dvou parniki muze doplout do pristavisté vzdy jednou za den, a to se
stejnou Sanci v kterykoli jeho okamzik a nezavisle na druhém parniku. Prvni se v piistavisti
zdrzi jednu hodinu a druhy dvé hodiny. Jaka je pravdépodobnost, ze néktery z parniku
bude muset cekat, az bude volné pristaviste?

Vysledek. 0,121.

Priklad 9. Uvazujte kvadraticky polynom z? + ax + b, jehoz koeficienty spliiuji |a| <
1,]b] <1 a vSechny piipustné hodnoty koeficientu jsou stejné pravdépodobné.

a) Urcete pravdépodobnost, ze vsechny kofeny tohoto polynomu jsou redlné.
b) Urcete pravdépodobnost, ze vsechny kofeny tohoto polynomu jsou kladné.
Vysledek. a) 0,5417. b) 0,0208.

Priklad 10. Ty¢ délky d je ndhodné rozlomena na tfi ¢asti. Urcete pravdépodobnost, ze
je mozné z téchto ¢asti sestrojit trojuhelnik.

Vysledek. 0,25.

Piiklad 11. Hodime jedenkrat kostkou, mnozina elementarnich jevi je Q = {wy, wa, w3, wy, ws, we }-

Jevovym polem necht je A = {0, {wy,ws}, {ws, wy,ws, we}, N}
Zjistéte jestli zobrazeni X : Q0 — R dané predpisem

a) X(w;) =1 pro kazdé i € {1,2,3,4,5,6},
b) X(wi) = X(ws) = =2, X(ws) = X(ws) = X(ws) = X(ws) =3
je ndhodnou veli¢inou vzhledem k A.

Vysledek. ne; ano.



Piiklad 12. Je dano jevové pole (€2, A), kde 2 = {w1, ws, w3, wy, w5} a

A = {@7 {w17w2}7 {(.Ug}, {w47 W5}, {wla w27w3}7 {wla Wa, Wy, OJ5}, {Wg, Wy, w5}7 Q}

Najdéte néjaké (co nejobecnéjsi) zobrazeni X : Q — R, které bude ndhodnou veli¢inou
vzhledem k A.

Vysledek. X (w1) = X(w2) = a, X(w3) = b, X (wy) = X(ws) = c.

Priklad 13. Néhodnd velicina X nabyva hodnoty i s pravdépodobnosti P(X = i) = ¢
proi=1,...,6. Zapiste distibu¢ni funkci F'x(x) a jeji graf.

Priklad 14. Sttelec stiili do terce az do prvniho zasahu. M4 v zdsobé 4 naboje. Pravdépodobnost
zdsahu je pii kazdém vystfelu rovna 0,6. Necht nidhodnd velicina X uddvé pocet ne-
spottebovanych naboju. Urcete pravdépodobnostni a distribuéni funkci X a nakreslete
jejich grafy.

Priiklad 15. Ndhodna velicina X ma pravdépodobnostni funkci

0,7 proi=1,2,3,...

jinak.
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Urcete

a) P(X <3),

b) P(X > 4),

c) Pl< X <4).

Priklad 16. Nahodna velicina mé distribuc¢ni funkci

prox <3

Fx(z)=q3z—1 pro3<ax<6

= w= O

pro 6 < x.

a) Zduvodnéte, ze jde skutecné o distribuéni funkci.
b) Urcete hustotu pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X.
c) Vypoctéte P(2 < X < 4).

Priiklad 17. Ndhodné velicina ma distribuc¢ni funkci

0 prox < —2
Fx(z) =91+ Laresini pro —2<z <2
1 pro 2 < x.



a) Urcete hustotu pravdépodobnosti ndhodné veliciny X.
b) Vypoctéte P(—1 < X < 1).

Vijsledek. 2 <x <2, jinak 0; 3.

1
T 4—x2 pro

Piiklad 18. Hustota pravdépodobnosti ndhodné veliciny X ma tvar f(z) = 3%z pro
r € R. Urcete

a) koeficient a,

b) distribuéni funkci,

c) P(-1l< X <1).
Visledek. L; Larctgz + 1; 1.

Piiklad 19. Diskrétni ndhodny vektor ma sdruzenou pravdépodobnostni funkci danou
tabulkou

Y| 2]5]6
L 15|
2 | &m0
3 |15 |3 |

Urcete
a) margindalni distribu¢ni a pravdépodobnostni funkce;
b) sdruzenou distribu¢ni funkei a vhodnym zpusobem ji zndzornéte;
c) P(Y > 3X).
Vysledek. %.
Piiklad 20. Urcete distribu¢ni funkci ndhodného vektoru (X,Y"), jehoz hustota je

(4r —y) prol<z<22<y<4,

jinak.

O o=

ﬂ%wz{

Urcete dale P(Y > 2X).
Vysledek. %



Priklad 21. Urcete marginalni distribuéni funkce, sdruzenou a marginalni hustotu nahodného
vektoru (X,Y), je-li

0 pro x < 0,nebo y < 0

1222 pro0<z<1,0<y<2
Fixyy(z,y) =41 prox > 1,y >2

x? pro0 <z <1,y>2

x% prox>10<y <2

Piiklad 22. Uréete hustotu pravdépodobnosti nahodného vektoru (X, Y'), jehoz distribu¢ni
funkce je

0 prox < —1
F(z,y) = { & (arcsinz + 3)(arctgy + 3) pro |z| <1
L(arctgy + %) pro z > 1.

Urcete rovnéz marginalni hustoty a rozhodnéte, jsou-li veliciny X a Y nezavislé.

Visledek. f(z,y) = fi(z) - fa(y), kde fi(z) = —7= pro =1 <z < 1, jinak 0, a fo(z) =

1 12
IR Jsou nezavislé.

Priklad 23. V urné je 14 kulicek — 4 ¢ervené, 5 bilych a 5 modrych. Ndhodné bez vra-
ceni vybereme 6 kulicek. Urcete rozlozeni ndhodného vektoru (X,Y"), oznacuje-li X pocet

tazenych cervenych kulicek a Y pocet tazenych bilych kulicek. Urcete rovnéz marginalni
rozlozeni velicin X a Y. Déle vypoététe P(X < 3),P(1 <Y <4).

Piiklad 24. Hustota ndhodného vektoru (X,Y, Z) je

clr+y+z) pro0<zr<1,0<y<20<2z<3
0 jinak.

f(x’y7z):{

Urcete konstantu ¢, distribuéni funkei a vypoctéte P(0 < X < - 0<Y <0< 7 <

).

ol
=

>
Visledek. c =2, PO<X <1 0<Y<lo<z<i)=2
Piiklad 25. Uvedte piiklad

a) diskrétni,

b) spojité

nahodné veli¢iny, pro niz neexistuje stiedni hodnota.

Priiklad 26. Pravdépodobnost zasahu cile jednim vystrelem je 0,75. Nahodna velicina X
udava pocet zdsahu pii 5 nezavislych vystielech. Urcete jeji rozdéleni pravdépodobnosti,
sttedni hodnotu, rozptyl a smérodatnou odchylku.



Vysledek. 15/4;15/16.

Priiklad 27. Diskrétni nahodné veli¢ina X nabyva hodnot £ = 0,1, 2, 3, ... s pravdépodobnosti
P(X = k) = p(1 — p)* (tzv. geometrické rozdéleni). Uréete F(X) (stfedni doba ¢ekdni na
uspéch) a D(X).

Visledek. =2, 152
p p

Priklad 28. Ndhodnd veli¢ina X m4 hustotu fx(z) = 2 pro z € (1,00) a jinde nulovou.
Urcete jeji distribuc¢ni funkei, stfedni hodnotu a rozptyl.

Vijsledek. F(x) =1 — #,E(X) = %,D(X) — %_

Piiklad 29. Néhodna velicina X ma hustotu rovnu fx(z) = cosx pro x € (0, 7) a jinde
nulovou. Urcete stredni hodnotu, rozptyl a median této veliciny.

Viysledek. 5 —1,%,m— 3.

76’

Piiklad 30. Ndhodn4 veli¢cina X m4 hustotu rovnu fx(z) = Ae™* pro z > 0, kde A > 0 je
dany parametr rozdéleni, a jinde nulovou (tzv. exponenciélni rozdéleni). Urcete stfedni hod-
notu, rozptyl, modus (redlné ¢islo s maximélni hustotou, resp. pravdépodobnostni funkef)
a median této veliciny.

Vijsledek. 5 L 1”,0,%

Piiklad 31. Diskrétni ndhodny vektor (X7, X5) ma simultdnni pravdépodobnostni funkci
7(0,-1) = ¢,7(0,0) = ©(0,1) = 7(1,-1) = 7(2,—1) = 0,7(1,0) = n(1,1) = 7(2,1) =
2¢,m(2,0) = 3¢ a rovnou nule jinde. Urcete konstantu ¢ a vypoctéte:

1. kovarianci C'(X7, X»),
2. korelacni koeficient R(X7, X5).
Vysledek. 1. 0,18; 2. 0,42.

Piiklad 32. Nahodné velicina X mé hustotu f(z). Urcete hustotu ndhodné veliciny Y

tvaru
a) Y =e¥ X >0,
b) Y = VX, X >0,
c) Y=InX X>0,
d) v

Y =+,X>0.

Visledek. f(ny) L 2f (52)y; F(e¥)ev: F(1/y) %



Piiklad 33. Nahodna veli¢ina X ma rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti na intervalu
(=5, %). Urcete jeho hustotu a hustotu transformovanych velicin Y = sin X, Z = tg X.
Piiklad 34. Néhodna velicina X mé hustotu rovnu cosz pro x € (0,%) a nulovou jinde.

2
Uréete hustotu ndhodné veliciny Y = X? a vypoctéte E(Y), D(Y).

Vijsledek. COZSE/‘/;) pro 0 <y < %2, E(Y)= ”24_8, D(Y) =20 — 272
Piiklad 35. Vypoctéte prumér a rozptyl
a) centrovanych hodnot
b) standardizovanych hodnot.
Piiklad 36. Dokazte, Ze pro rozptyl plati vztah s? = % Sor a7 —z* a odvod te analogicky
vztah pro modifikovany rozptyl.
Priklad 37. Dokazte
a) pron =2,
b) obecné,
ze pro koeficient korelace plati tzv. Cauchyova nerovnost —1 < ri5 < 1.
Priklad 38. Byly naméteny nasledujici hodnoty néjakého znaku
10;7;7;8;8;9;10;9;4;9;10;9; 11;9; 7: 8; 3;9; 8; 7.
Urcete aritmeticky prumér, median, kvartily, rozptyl a prislusny krabicovy diagram.
Priklad 39. Méjme nezdpornou ndhodnou veli¢inu X se sttedni hodnotou .
1. Bez dalsich informaci o rozdéleni X odhadnéte P(X > 3pu).
2. Vite-li, ze X ~ Ex(i), vypoctéte P(X > 3pu).
Piiklad 40. Ke kazdému jogurtu bézné znacky je ndhodné (rovnomérné) pribalen obrazek

nékterého z 26 hokejovych mistru svéta. Kolik jogurtu si fanynka Vérka musi koupit, aby
s pravdépodobnosti 0,95 ziskala alespon 5 karticek Jaromira Jagra?

Priiklad 41. Urcete pravdépodobnost, ze pti 1200 hodech kostkou padne Sestka alespon
150 krat a nejvyse 250 krat

1. pomoci Cebyéevovy nerovnosti,
2. pomoci de Moivre-Laplaceovy véty.

Piiklad 42. Prumérnd rychlost vétru je na ur¢itém misté 20 km/hod.
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e Bez ohledu na rozdéleni rychlosti vétru jako ndhodné veli¢iny urcete pravdépodobnost,
ze pii jednom pozorovani rychlost vétru nepiesahne 60 km/h.

e Urcete interval, v némz se bude rychlost vétru nachazet s pravdépodobnosti alespon
0,9, vite-li navic, ze smérodatnd odchylka ¢ = 1 km/hod.

Piiklad 43. Na FI je 10% studentu s prospéchem do 1,2. Jak velkou skupinu je tieba
vybrat, aby s pravdépodobnosti 0,95 v ni bylo 8-12% studentu s prospéchem do 1,27 Ulohu
feste zvlast pomoci Cebysevovy a zvlast pomoci Moivre-Laplaceovy véty.

Priiklad 44. Dokazte, ze pro kvantily normovaného normalniho rozdéleni plati vztah
—U% = Up—2.

Nahodnym vybérem rozsahu n rozumime n-tici stochasticky nezavislych a
ndhodnych veli¢in Xy, ..., X, které maji totéz rozdéleni. S ndhodnym vybérem se obvykle
setkdavame pii opakovaném provadéni téhoz pokusu.

Statistika je ndhodna veli¢ina vznikla transformaci ndhodného vybéru.

e Vybérovy prumér M = %Z?:l X, a jsou-li navic Xi,..., X, ~ N(u,0?), pak M ~
N(p,0®/n).

e Vybérovy rozptyl 5% = 3" (X, — M)? = L (Y0, X2 —nM),S = VS2

Intervalovym odhadem parametru 6 rozumime interval (77, Tyy), kde Tp,( Xy, . .., X,)
aTy(Xy,...,X,) jsou statistiky vybéru (X, ..., X,). Plati-li

P(TLSQSTU)::[—O(,

fikdame, ze (T1,,Ty) je 100 - (1 — «)% interval spolehlivosti pro parametr §. Hornim od-
hadem parametru ¢ na hladiné vyznamnosti 1 — « je statistika U, pro niz

PO<U)>1-—aq,
dolnim odhadem 6 na hladiné vyznamnosti 1 — « je pak statistika L, pro niz

P(L<0)>1-a.

Pripad, kdy je Xi,..., X, ndhodny vybér z normdlniho rozdéleni N(u,c?):
e M a S? jsou nezévislé ndhodné velic¢iny.

o M ~ N(u,0%/n), atedy U= (M —pn)/(c/y/n) ~ N(0,1).

o K=(n—-1)S?/0* ~ x*(n—1).

o > (Xi—p)* o ~x*(n).



o T= (M~ w)/(S/v/n) ~t(n— 1),

Priklad 162. Pravdépodobnost, Ze zasazeny strom se ujme, je 0,8. Jaka je pravdépodobnost,
ze 7z 500 zasazenych stromu se jich ujme aspon 3807

Vysledek. 0,987.

Priklad 163. Pravdépodobnost, ze semeno vyklici, je 0,9. Kolik semen je tieba zasadit,
aby s pravdépodobnosti aspon 0,995 vyklicilo cca 90% semen (coz presnéji formulujeme
se zpresinujicim pozadavkem, aby odchylka podilu vyklicenych semen od 0,9 neptevysila
0,034).

Vysledek. n ~ 614.

Piiklad 164. Zivotnost (v hodinéch) urcité elektrické soucéstky mé exponencialni rozdélent
s parametrem A\ = 1—10. Pomoci centralni limitni véty odhadnéte pravdépodobnost, ze cel-
kova zivotnost 100 takovych soucastek bude mezi 900 a 1050 hodinami.

Visledek. i = 10,07 = 100, P(900 < Y X; < 1050) = P (9‘{,0\75” < Rl < wf_f/‘ﬁ”“) =
®(0,5) — ¢(—1) ~ 0,533.
Priiklad 165. Pti 600 hodech kostkou padla jednicka pouze 45 krat. Rozhodnéte, jestli je

mozné tvrdit, ze jde o idealni kostku na hladiné o = 0,01. VSe zduvodnéte a svuj zaveér
explicitné formulujte.

Priiklad 166. Do bedny ukladame vyrobky se stfedni hodnotou 3 kg a smérodatnou
odchylkou 0,8 kg. Jaky maximalni pocet vyrobku muzeme do bedny ulozit, aby celkova
hmotnost s pravdépodobnosti 0,9738 neprekrocila jednu tunu?

Vysledek. n ~ 324.

Priklad 167. Piedpoklddejme, 7e vyska desetiletych chlapcti ma normdlni rozdéleni N (u, 02).
S nezndmou stfedni hodnotou p a rozptylem o = 39,112. Zméfenim vysky 15 chlapcti jsme
urcili vybérovy prumér M = 139,13. Urcete

a) 99% oboustranny interval spolehlivosti pro parametr p,
b) dolni odhad p na hladiné vyznamnosti 95%.
Visledek. a) (134,97;143,29); b) 136,474.

Priklad 168. Odbératel provadi kontrolu jakosti nami dodanych vyrobkiu naméatkovou
kontrolou testovaného rozmeéru u 21 ndhodné vybranych vyrobku. Dodéavka bude ptijata,
pokud nebude vybérova smérodatna odchylka prekracovat hodnotu 0,2 mm. Vime ptitom,
Ze nase stroje produkuji vyrobky, u nichz ma sledovany rozmér normalni rozdéleni tvaru
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N(10mm;0,0737mm?). S vyuzitim statistickych tabulek urcete pravdépodobnost, s niz
bude dodavka piijata. Jak se zméni odpovéd, pokud odbératel kvili ndkladiim na testy
zacne testovat pouze 4 vyrobky?

(V pripadé chybéjicich idaju v tabulce hodnoty, které mate k dispozici, linedrné interpo-
lujte).

Priklad 169. Ze zékladniho souboru, z rozdéleni N(u,0?), kde 02 = 0,06 jsme poridili
nahodny vybér s realizacemi 1,3;1,8;1,4;1,2;0,9; 1,5; 1,7. Urcete oboustranny 95% interval
spolehlivosti pro neznamou stiedni hodnotu.

Vysledek. 1,22 < p < 1,58.

Ptiklad 170. Ndhodn4 velicina X ma normdln{ rozdéleni N (u, 02), kde p1, 02 nejsou znamy.
V nésledujici tabulce jsou uvedeny ¢etnosti jednotlivych realizaci této ndhodné veliciny.

T; 1111214 15116 |17 118 |20 | 21
Cetnost || 1 | 2 3 4 7 5 4 3 2 1

Vypoctéte:

e vybérovy prumeér,

e vybérovy rozptyl a vybérovou smérodatnou odchylku,

e 99% interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu pu.
Vysledek. 13,954 < p < 16,671

Priklad 171. Necht X, ..., X,, je ndhodny vybér z rozdéleni N (yu,0,04). Urcete nejmensi
pocet méfeni, ktery je tfeba provést, aby siika 95% intervalu spolehlivosti pro p nepresahla
0,16.

Priklad 172. Byla provedena ¢tyii nazavisla méreni obsahu manganu u dvou vzorku oceli
a byly ziskany vysledky:

1. vzorek || 0,31% | 0,30% | 0,29% | 0,32%
2. vzorek || 0,59% | 0,57% | 0,58% | 0,57%

Stanovte 95% interval spolehlivosti pro rozdil sttednich hodnot g — o za predpokladu,
ze jde o realizace ndhodného vybéru z normalniho rozdéleni s nezndamymi, ale shodnymi

rozptyly.

Priklad 173. Z velkého souboru resistoru téhoz typu bylo ndhodné vybrano 16 kusu
s vybérovym prumérem hodnot odporu 9,3k€). Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte
hypotézu, ze vybér pochazi z normélniho rozdéleni se stfedni hodnotou p = 10kS2, za
predpokladu, ze:
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a) o2 =4kQ,
b) o? neni zndmo a S% = 6,25 k(.
Viysledek. a) nezamitame, b) nezamitame.

Priklad 174. Na dvou soustruzich se vyrdabéji tytéz soucdstky, u nichz se méri vnitini
prumér (predpoklddd se normélni rozdéleni se stejnymi rozptyly u obou soustruhu). Byl
porizen ndhodny vybér rozsahu 16 z produkce prvniho soustruhu a rozsahu 25 z produkce
druhého soustruhu. Ptislusné vybérové prumeéry jsou 37,5 mm, resp. 36,8 mm a vybérové
rozptyly 1,21 mm?, resp. 1,44 mm?. Testujte hypotézu o rovnosti stfedni hodnoty kontro-
lovanych rozmeéru v produkci obou stroju oproti oboustranné alternativé pii a = 0,1.

Piiklad 175. Na Sachovy turnaj m&a byt vybran jeden zastupce ze dvou oddilovych
sachistu, a to ten, jehoz vykon je stabilnéjsi (mé& mensi rozptyl). Procentudlni ispésnost
z poslednich turnaju je:

A | 49,6 | 59,4 | 59,5 | 76,8 | 69,4 | 70,9 | 68,1 | 66,3
B 385 |51,2 795|723 ] 86,5

Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte, zda je mozno rozhodnout o tom, ktery z hracu se
ma turnaje zucastnit.
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